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Résumé. — On étudie la hauteur dans le corps engendré par les points de torsion
d’un module de Drinfeld de rang 2. Si ce module est de type CM ou non exception-
nel, on montre que lorsqu’elles ne s’annulent pas, la hauteur de Weil et la hauteur
canonique sont minorées par une constante strictement positive.

1. Introduction

Cet article est consacré aux problémes de hauteur dans les modules de Drinfeld.
On s’intéresse en particulier au corps engendré par la torsion d’un module de Drinfeld
de rang 2, et on cherche & minorer la hauteur d’'un élément de ce corps lorsqu’elle ne
s’annule pas.

Probléme de Lehmer et propriété (B). — Ce type de probléme est d’abord
apparu dans le cadre des corps de nombres, puis des courbes elliptiques et des variétés
abéliennes. Rappelons-en origine. Soit h la hauteur de Weil (logarithmique, absolue)
sur Q*. Par un théoréme classique de Kronecker, la fonction h s’annule exactement
en les racines de l'unité. Un célébre probléme, d’abord soulevé par Lehmer dans
les années 30, consiste a trouver une minoration optimale pour h en dehors de son
ensemble d’annulation. On peut formuler la conjecture suivante (voir [26], §13, p.
476).

Conjecture 1.1 (Lehmer). — Il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que si x € Q* n'est
pas une racine de 'unité :
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Si ce probléme est résolu dans un certain nombre de cas, il reste encore ouvert en
général ; la meilleure borne inconditionnelle pour la hauteur est due & Dobrowolski
(voir [16]).

On connait certaines extensions infinies de Q sur lesquelles on peut donner une
minoration absolue strictement positive pour la hauteur lorsqu’elle ne s’annule pas.
C’est le cas pour la cloture abélienne Q* de Q ([3]), pour la cloture abélienne K@P
d’un corps de nombres K ([5]), ou encore pour un corps totalement réel ([34]). Bom-
bieri et Zannier ont proposé ’étude systématique des corps vérifiant cette propriété

(I9D)-

Définition 1.2. — On dit quun sous corps K de Q a la propriéte de
Bogomolov, ou propriété (B), s’il existe ¢(K) > 0 tel que pour tout x € K*
qui n’est pas une racine de I'unité :

h(z) > ¢(K).

Remarquons que les corps de nombres vérifient la propriété (B) par Northcott.
Les exemples intéressants sont donc & chercher parmi les extensions infinies de
Q. D’autres conditions suffisantes ont depuis été données (voir notamment [2] et
[11]). Habegger a récemment étudié le corps Q(Eyors) engendré par le sous-groupe de

torsion Eiops de E(Q), ou E est une courbe elliptique (voir [24]).

Théoréeme 1.3 (Habegger). — Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Le corps
Q(Etors) vérifie la propriété (B).

La contrainte portant sur le corps de définition de E est liée au théoréme d’Elkies
sur les places de réduction supersinguliére d’une courbe elliptique définie sur Q; le
travail d’Habegger repose en grande partie sur les propriétés de la réduction de F
aux premiers supersinguliers. Notons que par des méthodes assez proches, il parvient
également & minorer la hauteur de Néron-Tate pour les points de E (d’ordre infini)
définis sur Q(Eiors ). Une autre minoration de la hauteur de Néron-Tate sur les variétés
abéliennes a été donnée par Baker et Silverman dans le cas des extensions abéliennes

(cf- [7])-

Hauteur et modules de Drinfeld. — Les problémes analogues existent dans le
cadre des modules de Drinfeld, pour lesquels on dispose en général de résultats plus
faibles. Soit A anneau des polynémes sur un corps fini F, tel que car(F,) # 2, K son
corps des fractions et ¢ un A-module de Drinfeld de rang d > 1 défini sur K et de
caractéristique générique. On dispose d’'une hauteur de Weil h sur K et d’une hauteur
canonique fzd) construite & partir de h par passage a la limite.

Si la conjecture de Lehmer est trivialement vraie pour la hauteur de Weil (voir
(2.4) plus bas), elle reste ouverte pour hy. Denis a démontré I'analogue du théo-
réme de Dobrowolski pour les extensions séparables sur un module de Carlitz ([14]).
D’autres résultats ont depuis été donnés, notamment par Ghioca (c¢f. [22] pour une
minoration en rang supérieur) et Ingram (voir [25] pour une minoration de type
« Lang-Silverman »).
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On peut également chercher des extensions (infinies) de K vérifiant la propriété (B)
pour la hauteur canonique 71¢. Le premier cas étudié, suivant la stratégie développée
par Amoroso et Dvornicich, a été celui des extensions abéliennes pour un module de
Drinfeld de rang quelconque (voir [13]).

Théoréme 1.4 (David-Pacheco). — La cloture abélienne K de K vérifie la pro-
priété (B) pour la hauteur hy.

Récemment, Bauchére a donné de nouveaux exemples de corps vérifiant la propriété
(B) pour la hauteur hg, inspirés par le travail d’Amoroso, David et Zannier ([2]), dans
le cas ou ¢ est de type CM (voir [8]).

Théoréme 1.5 (Bauchére). — On suppose que ¢ est de type CM. Soit M/K une
extension galoisienne de groupe de Galois G, et H un sous-groupe de Z(Q) fizant un
sous-corps L de M. S’il existe une place finie de K au-dessus de laquelle les degrés
locaux des places de L sont uniformément bornés, le corps M vérifie la propriété (B)
pour la hauteur fL¢.

Hauteur et torsion en rang 2. — A la suite du travail d’Habegger, on s’intéresse
ici au corps Ko engendré par la torsion de ¢ sur K. Si ¢ est un module de Carlitz, le
groupe de Galois de Ko/ K est abélien, et ce corps vérifie la propriété (B) pour f%.
Le premier cas nouveau est celui des modules de Drinfeld de rang 2 sans multiplication
complexe. On montre que la propriété de Bogomolov est vérifiée pour ces modules s’ils
sont non exceptionnels (suivant la terminologie fixée par Poonen dans [32], qui corrige
légérement la définition donnée dans [10]).

L’hypothése sur le rang, en plus de fournir un bon critére pour 'existence d’une
infinité de premiers supersinguliers, joue un role important dans les propriétés de
la représentation galoisienne associée a la torsion du module (voir en particulier le
Lemme 4.6 plus bas, qui repose sur la classification des sous-groupes maximaux du
groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension 2 sur un corps fini).

Théoréme 1.6. — Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2. Si ¢ est CM ou non
exceptionnel, le corps Kiors satisfait la propriété (B) par rapport a la hauteur hy.

Ce théoréme est la conséquence immeédiate de la Proposition 5.5, combinée avec le
Corollaire 3.6 et le Théoréme 3.7. Les méthodes employées nous permettent d’obtenir
un énoncé analogue pour la hauteur de Weil.

Théoréme 1.7. — Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2. St ¢ est CM ou non
exceptionnel, il existe un réel ¢(¢) > 0 tel que pour tout x € Kiops non constant :

hz) = c(9).

Ce théoréeme se déduit directement de la Proposition 4.9, combinée avec le Corollaire
3.6 et le Théoréeme 3.7.

Les minorations obtenues sont dans les deux cas explicites. Elles dépendent de ¢ (le
cardinal du corps des constantes de K) et du degré d’un premier supersingulier « suf-
fisamment grand » (dans un sens également explicite, faisant intervenir la constante de
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comparaison entre hauteur de Weil et hauteur canonique, et la constante du Théoréme
3.3 d’image ouverte dans le cas Drinfeld). On discutera au fil du texte la possibilité de
rendre effectives toutes ces constantes ; il apparait que le principal obstacle concerne
le théoréme de 'image ouverte.

La stratégie générale pour démontrer ces minorations est la méme que dans le
cas des courbes elliptiques : elle repose sur I'existence d’un premier supersingulier de
degré assez grand. Les propriétés galoisiennes des modules de Tate en un tel premier
p permettent d’obtenir des estimations p-adiques trés fortes, et d’en déduire une
minoration absolue pour la hauteur.

Il convient de préciser que nos résultats sur les modules de Drinfeld de rang 2 sont
partiels. En ce qui concerne les modules de type CM, si on fixe un ordre O d’un corps
quadratique imaginaire, les j-invariants (singuliers) de modules de Drinfeld ayant
multiplication complexe par O sont des entiers algébriques en nombre fini, qu’on
peut expliciter grace a la théorie du corps de classe du corps CM (voir par exemple
[21], Theorem 9.3). D’autre part, comme le souligne Brown dans le commentaire
suivant la formule (1.1.7) de [10], les j-invariants exceptionnels, pour lesquels notre
méthode échoue, sont proportionnellement peu nombreux. Mais contrairement au
cas des courbes elliptiques, on sait grace aux travaux de Poonen (cf. [32]) que le
théoréme de Brown ne peut s’étendre & tous les modules de Drinfeld, méme en rang
2. L’amélioration des résultats de cet article semble donc passer en premier lieu par
I’analyse des premiers ordinaires. La premiére difficulté a résoudre apparait dans le
cas non ramifié, pour borner la taille d’'une classe de Frobenius dans le groupe de
Galois de I'extension Kios/K.

Le cadre drinfeldien présente certains avantages, comme 1’absence de places archi-
médiennes ou le caractére non conjectural d’un certain nombre d’énoncés (hypothése
de Riemann, théoréme de 'image ouverte). L’absence des places archimédiennes nous
permet de ne pas recourir & des énoncés d’équidistribution dans la minoration de
la hauteur de Weil. On y parvient aussi pour la hauteur canonique, en utilisant
un procédé d’accélération p-adique basé sur les propriétés de la « multiplication par
p »(Lemme 5.2).

Plan de Particle. — Pour toute la suite, on fixe Iy le corps fini & ¢ := p” éléments
(ou p > 3 est un nombre premier et v > 1 est un nombre entier), et A := F[t] 'anneau
des polynoémes & une indéterminée sur I, plongé dans son corps des fractions K.

On commencera par rappeler un certain nombre de généralités sur les modules de
Drinfeld, leurs réductions, les modules de Drinfeld formels, et les différentes hauteurs
avec lesquelles on travaillera. Puis on étudiera les propriétés galoisiennes de la torsion
des modules de Drinfeld aux places supersinguliéres.

La quatriéme partie sera consacrée a la minoration de la hauteur de Weil, moyen-
nant l'existence d’'un premier supersingulier bien choisi. L’étude du cas ramifié nous
conduira a faire une descente sur la torsion basée sur des résultats de théorie des
groupes et sur 'utilisation du théoréme de 'image ouverte. Dans la derniére partie,
on minorera la hauteur canonique sous une hypothése de supersingularité comparable.
La descente dans ce cadre est un peu plus compliquée, et on aura besoin pour conclure
d’un dernier argument kummerien.



TORSION DES MODULES DE DRINFELD 5

2. Généralités

On présente ici quelques résultats bien connus concernant les modules de Drinfeld
(morphismes, réduction, modules de Drinfeld formels). On explique aussi comment
construire une hauteur canonique compatible avec la structure de A-module.

2.1. Modules de Drinfeld et morphismes. — Commengons par rappeler quel-
ques définitions de base sur les modules de Drinfeld. On renvoie a [23], 4 pour plus
de détails.

Soit L un A-corps, c¢’est-a-dire un corps muni d’un morphisme d’anneaux i : A — L.
On dira que L est de caractéristique générique si le morphisme 7 est injectif. On peut
munir le groupe additif G, sur L d’une structure de A-module en se donnant un
morphisme injectif ¢ : A — End(G,). Soit 7 : £ — 27 'endomorphisme de Frobenius
sur G,. Le morphisme ¢ est entiérement caractérisé par I'image de la variable ¢, qui
appartient & 'anneau L{7} des polyndmes (absolument) additifs en 7 = 29 sur L. La
multiplication sur les monoémes de L{7} est donnée par la régle suivante :

(2.1) Y\ p) € L2, (m,n) € N? o Ar"pr™ = Apd 7

On écrit :

(2.2) $(t) = ao()7° + - + aa(t)7,

ou les coefficients ay, .. ., aq sont dans L et vérifient : ag(t) = i(t) et aq(t) # 0. Un tel

module ¢ est appelé module de Drinfeld, et 'entier d est le rang de ¢.

Un morphisme entre deux A-modules de Drinfeld ¢ et ¥ sur L est donné par un
polynéme P € L{r} vérifiant : P o ¢(t) = 9(t) o P. L’anneau des endomorphismes
d’un module ¢ sera noté End(¢). C’est un A-module projectif de rang fini majoré
par d?, ol d est le rang de ¢. Si L est de caractéristique générique, cet anneau est
commutatif et de rang au plus d (voir [23], Theorem 4.7.8 et [20], Proposition 2.3).

Un ordre d’une extension finie I de K est une A-algébre incluse dans Op, dont le
corps des fractions est L.

Définition 2.1. — On dit qu'un module ¢ de rang d est & multiplication complexe
(CM) par un ordre O d’une extension finie L de K si A C O = End(¢) et [L : K] = d.

Remarque. Si ¢ est CM, le corps L := End(¢) x 4 K est CM dans le sens suivant : il
existe un seul idéal premier de O, au-dessus de idéal « a Uinfini » (¢t) A (voir la preuve
du Theorem 4.7.17 de [23]).

On se donne pour la suite de cette partie un module de Drinfeld ¢ de rang d défini
sur K. Quitte & remplacer K par une extension finie, on pourra toujours supposer
que ¢ est défini sur K.

2.2. Torsion et séparabilité. — Un élément b € K est dit de torsion pour ¢ s’il
existe a € A\ {0} tel que ¢(a)-b = 0. Si I est un idéal de A, on considérera par la
suite :

oIl :={be K,Vael :¢(a) b=0},
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et I = U,>1 ¢[{"]. Si a € A, on pose ¢la] := ¢[(a)A]. On notera aussi Piors le
sous-module de torsion de ¢ sur K. Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité
sur le module ¢, on notera pour simplifier K (I) Pextension de K engendrée par ¢[1], et
Kiors Vextension de K engendrée par ¢yors. Comme K est de caractéristique générique,
on a l'isomorphisme de A-modules :

1) = (A/T)",
et ce résultat est encore vrai si on remplace K par A/q, avec q un idéal premier de A
ne divisant pas I (cf. [23], 4.5).

Lemme 2.2. — L’extension K(I)/K est galoisienne.

Démonstration. — On peut supposer que I = p™, ou p est premier et n > 1. Soit 7
un générateur de p. On a :

|¢[pn]| — |A/pn|d — qdeg(w)nd.

Les points de p”-torsion sont annulés par le polynéme ¢(7™), qui est de degré ¢
en z. Ce polynéme s’annule donc exactement sur la p™-torsion, et il est & racines
simples dans son corps de décomposition, ce qui prouve le lemme. O

deg(m)nd

Remarque. Ce résultat nous sera d’une grande utilité pour étudier la hauteur dans
K(I). Les extensions inséparables de grand degré produisent des points de petite
hauteur de Weil; elles créent donc une obstruction naturelle lorsqu’on cherche une
minoration absolue de la hauteur. Notons qu’il n’existe pour I'instant aucune mino-
ration connue de la hauteur de Weil ou de la hauteur canonique dans les extensions
galoisiennes. Mais les méthodes utilisées dans [1] et [18] devraient s’adapter au moins
partiellement dans le cadre drinfeldien (voir aussi [4] pour un résultat récent sur les
extensions galoisiennes des corps de nombres).

2.3. Hauteur de Weil et hauteur canonique. — On dispose sur K de la hauteur
de Weil (absolue, logarithmique), qui est définie de la maniére suivante. Si a appartient
4 une extension finie L de K, on pose :

h(a) := T :lK Z n,max{0, —v(a)},

veM (L)

ou v varie parmi les places de L, et n, est le degré résiduel en la place v, qu’'on
normalise en la prenant surjective : L — Z U {oco}. Cette définition ne dépend pas du
choix de L parmi les corps de définition de a. On a la formule du produit :

(2.3) VYa € L* : Z nyv(a) = 0.
veEM (L)

La fonction h est sous-additive et vérifie la propriété de Northcott, qui caractérise les
fonctions hauteurs : pour tous entiers D et H, il y a un nombre fini de points a € K
tels que [K(a) : K] < D et h(a) < H. La hauteur de Weil vérifie aussi :

Va € K,Vn € Z : h(a™) = nh(a).
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Il est alors facile de voir que cette hauteur s’annule exactement en le corps des
constantes k, dont le groupe multiplicatif est I’ensemble des éléments d’ordre fini
de K*. Toute fonction rationnelle non constante ayant au moins une valuation non
nulle, et donc au moins une valuation strictement négative par la formule (2.3) :

o 1
(2.4) VYVae K\k : h(a) > ——.
[K(a) : K]
La conjecture de Lehmer est donc trivialement vraie dans ce cas.
On peut également construire une hauteur canonique sur K, compatible avec la
structure de module donnée par ¢. Cette hauteur s’obtient & partir de h par un
procédé de passage a la limite :

. h(op(t™) -
hg(a) = limn_,+oow.

La fonction fzd, vérifie la propriété suivante. Pour tout a € A de degré r > 0et b € K :

he(B(a) - b) = g% hy(b).

De plus, la hauteur qu’on vient de construire est proche de la hauteur de Weil dans
le sens suivant. Il existe ¢1(¢) > 0 tel que :

(2.5) Vee K |h(@) —he(2)] < ei(9),

et la constante ¢1(¢) peut étre explicitée dans de nombreux cas (voir [15], Théoréme 4
et [25], Theorem 1.6). La fonction fz(z, satisfait donc elle aussi la propriété de Northcott.
Il est alors facile de montrer que la hauteur canonique s’annule exactement en les
points de torsion de ¢.

2.4. Réduction. — Soit p un idéal premier de A et S := A\p. L’idéal p est engendré
par un élément irréductible (unitaire) 7 € A. On dit que le module ¢ défini par la
formule (2.2) est & coefficients entiers en p si pour tout 0 < i < d, on a:a; € STLA.
On dit qu’un module ¥ est & réduction stable en p si la classe d’isomorphisme de v
sur L contient un module ¢ a coefficients p-entiers. Si on peut trouver un tel ¢ tel
quen plus : ag ¢ p- S1A — avec les notations de (2.2) — on dit que ¢ a bonne
réduction en .

Si ¢ a bonne réduction en p, on peut le supposer a coefficients p-entiers (quitte a
prendre un module qui lui est isomorphe) et considérer le A-module ¢, défini sur le
corps résiduel A/p ~ Fjaceny — le degré deg(p) de p étant le degré d'un générateur
quelconque de cet idéal — par la formule :

() = ao,p()7° + - + agp ()7,

ol a;, est la réduction de a; modulo p (pour 0 < i < d). Il s’agit d’'un module de
Drinfeld de rang d.
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2.5. Modules de Drinfeld formels. — Comme dans le cas des variétés abéliennes,
il existe un outil puissant pour étudier les propriétés de la réduction en un idéal p de
A (et en particulier son noyau) : le module de Drinfeld formel. On suit ici [33].

Soit p un idéal premier de A en lequel ¢ a bonne réduction. Le module ¢ induit
alors un morphisme, noté ¢ :

Ap — Ap{{T}),

ou A, est le complété de A en p et A {{7}} est Panneau des séries formelles (ab-
solument) additives en une variable sur A,, le produit de deux séries formelles se
déduisant de la régle (2.1) sur les monémes. Ce morphisme est construit de la ma-
niére suivante. Siz = ¢ € St A avec b ¢ p, alors ¢(b) est inversible en tant qu’élément
de STYA{{7}} et on peut poser :

$(x) = $(a)p(b) ™" € ST A{{r}}.

Par continuité, ce morphisme s’étend en un morphisme QAS" défini sur Ay, qui coincide
avec ¢ sur A. Il s’agit d’'un Ay,-module de Drinfeld formel, appelé complété formel de
¢ en p. Pour ne pas alourdir les notations, et lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur
I’idéal p, on notera é le complété formel de ¢ en p.

L’idéal pA, est un A,-module de Drinfeld dont la loi est donnée par ¢ ([33], 4 (1)).
Sia € S, le coefficient constant de qAS(a) est a, qui est inversible dans A,. On en déduit
que ¢(a) = ¢(a) est inversible dans Ap{{7}}, et que pA, considéré comme A-module
n’a pas de g-torsion, pour un idéal premier q # p.

3. Torsion des modules de Drinfeld de rang 2 : aspects galoisiens

Les minorations de hauteurs que nous avons en vue reposent sur des estimations
p-adiques précises, pour un certain idéal premier p de A. Ces estimations reflétent des
propriétés galoisiennes importantes de la torsion des modules de Drinfeld.

3.1. Modules de Tate et représentations galoisiennes. — On suppose désor-
mais que ¢ est un module de rang 2 sur un A-corps L. Cette situation présente de
nombreuses analogies avec celle d’'une courbe elliptique définie sur un corps de carac-
téristique quelconque. On se donne également un premier p de A ; son degré sera noté

deg(p).
Définition 3.1. — Le module de Tate p-adique de ¢ est la limite projective :
Ty(¢) = lim o[r"),

Le module de Tate T,(¢) est un Ap-module de rang au plus 2. Si L est de caracté-
ristique générique (resp. si L = A/q, avec q # p un premier de A), ce rang vaut 2. Si
L = A/p, la multiplication par 7 n’est plus séparable, et le rang chute (voir [23], 4.5).

Définition 3.2. — Supposons que L = A/p. On dit que ¢ est supersingulier si T}, (¢)
est nul.
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Remarque. Si ¢ n’est pas supersingulier, le rang du module de Tate vaut 1, et on
dit que ¢ est ordinaire. On peut donner d’autres définitions équivalentes de la super-
singularité. Par exemple, le module ¢ est supersingulier si et seulement si ¢(m) est
purement inséparable (i.e. est une puissance du Frobenius). Pour d’autres caractéri-
sations impliquant 'anneau des endomorphismes de ¢, on renvoie a [20], 5.3.

Soit L5°P une cloture séparable de L. Le groupe de Galois Gal(L*P /L) agit linéai-
rement sur la torsion de ¢. Supposons ici que L est de caractéristique générique. On
obtient alors une représentation :

pp : Gal(LP /L) — GLo(A,).

Si ¢ n’est pas de type CM, Pink a montré que 'image de cette représentation est
ouverte (voir [29]). En se restreignant a la p-torsion, on obtient une autre représen-
tation :

pp : Gal(L**P /L) — GLo(F,),

ou F, = A/p est le corps résiduel de cardinal ¢, = ¢4 On utilisera le théoréme
suivant (voir le résultat principal de [31], qui est formulé de maniére adélique) :

Théoréme 3.3 (Pink, Riitsche). — On suppose que ¢ n'est pas de type CM. Il
existe un réel co(@) tel que si deg(p) > ca2(@), la représentation p, est surjective.

Remarques. Cet énoncé est analogue dans le cas drinfeldien des travaux de Serre
sur les représentations données par la torsion des courbes elliptiques, dont il reprend
la stratégie de preuve (cf. [35]). Il est encore valable en rang supérieur, et il existe
aussi des résultats en caractéristique non générique (c¢f. par exemple [30]). Notons
que les auteurs ne donnent pas de version explicite de leur théoréme. Pour les courbes
elliptiques, ce calcul a récemment été fait (voir [27]). La question de l'uniformité,
qui consiste a chercher une borne indépendante de la courbe elliptique, est encore
largement ouverte.

3.2. Distribution des premiers supersinguliers. — On suppose désormais que
L =K, et on pose :

b(t) ==t + gr + AT?,
ou g, A sont dans K et A # 0. Le j-invariant de ¢ est défini de la facon suivante :

j0)= L e k.

La quantité j(¢) détermine ¢ & K-isomorphisme prés (voir [20], Lemma 4.1).
Définition 3.4. — On dit que ¢ est exceptionnel si tj(¢) est un carré dans Fy((1/t)).

Remarque. On reprend ici la définition de Poonen ([32], 2), qui corrige celle donnée
dans [10], 1.

En rang 2, on a des résultats partiels sur la distribution des premiers en lesquels
¢ admet une réduction supersinguliére. Cette distribution dépend de ’anneau des
endomorphismes de ¢. Dans le cas CM, ’analogue drinfeldien du critére de Deuring
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assure ’existence de nombreux premiers supersinguliers, via ’analogue du théoréme
de Chebotarev pour les corps de fonctions sur un corps fini (voir [17], Theorem 6.3.1).

Théoréme 3.5. — Soit L/K wune extension galoisienne finie et C une classe de

conjugaison dans Gal(L/K). L’ensemble des idéaux premiers p de Ok tels que

(L/TK) = C a une densité de Dirichlet, qui est égale a [L‘Cll(]

Remarque. Dans cet énoncé, le « symbole d’Artin >>(L/TK) d’un idéal p désigne la classe

de conjugaison du Frobenius en un premier quelconque de Op au-dessus de p.

Corollaire 3.6. — Si le module ¢ est de type CM, il existe une infinité de premiers
a réduction supersinguliére.

Démonstration. — Soit L le corps de la multiplication complexe. Le « critére de Deu-
ring »([10], Lemma 2.9.3) affirme que les premiers supersinguliers sont ceux qui sont
inertes ou ramifiés dans L. Par le Théoréme 3.5, ils sont en nombre infini. O]

Il est possible de préciser cet énoncé, en utilisant une version effective du théoréme
de Chebotarev. Si ¢ n’est pas de type CM, on dispose du résultat suivant :

Théoréme 3.7 (Brown). — On suppose que End(¢) = A. Si ¢ n’est pas exception-
nel, il admet une infinité de premiers a réduction supersinguliére.

Remarques. Brown donne en fait une version plus précise de son théoréme, ou il
minore le nombre d’idéaux premiers de degré borné en lesquels la réduction est su-
persinguliére. Cette estimation a ensuite été améliorée par David ([12]), en direction
de I'analogue drinfeldien de la conjecture de Lang et Trotter. Poonen a construit des
modules de Drinfeld en rang 2 n’ayant aucun premier de réduction supersinguliére
([32], Proposition 1).

3.3. Extensions locales non ramifiées. — Soit p un idéal premier de A, et K, le
complété de K en p. Notons par K, une cloture séparable de K,. Le corps résiduel
Ap/pA,3 est isomorphe a Fy, := qucg(m. Pour tout entier n > 1, on note Ky~ la seule
extension non ramifiée de K, de degré n dans K. L’union :
K= U Kyn
n>1

est la plus grande extension non ramifiée de K, contenue dans K,.

Lemme 3.8. — On suppose que ¢ a bonne réduction en p. Soit I un idéal de A
premier & p et n > 1 un entier. L’extension Kyn(I)/K, est non ramifiée.

Démonstration. — L’extension K,n /K, étant non ramifiée, on peut supposer que
n = 1. Quitte & composer les extensions, on peut aussi prendre I = [™, ou [ est un
premier de A distinct de p et m > 1. La réduction modulo p induit un morphisme :

Ti(¢) — Ti(op)

dont le noyau est constitué d’éléments de [*°-torsion qui se réduisent sur 0 modulo
p. Comme p # [, I'idéal pA, n’a pas de [*°-torsion (voir la conclusion du §2.5) et le
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morphisme est injectif. Le groupe d’inertie en p agit donc trivialement sur Ty(¢), et
I'extension K, (I™)/K, est non ramifiée. O

Remarque. De fagon équivalente, le lemme affirme que le corps Ky (I) est inclus dans
K" Pour tout premier [ de A, on dispose d’une représentation galoisienne :

pree : Gal(Kp, ™ /Ky) — Auta, Ty(¢).

On vient de démontrer que si p est un premier de bonne réduction pour ¢, alors pi
est non ramifiée en p pour tout [ # p. Le critére de Néron-Ogg-Shafarevich pour les
modules de Drinfeld affirme que ces deux propriétés sont en fait équivalentes (cf. [6],
Theorem 3.2 ou [36], Theorem 1).

3.4. Groupes de ramification supérieure. — On fixe une extension finie L de
K,. Si M est une extension finie de L, on note Oy; 'anneau des entiers de M, et
v : M — Z la valuation surjective sur M héritée de la valuation p-adique. On a une
filtration du groupe G := Gal(M/L) donnée par les groupes de ramification, définis
pour ¢ > —1:

Gi(M/L) := {0 € G,Ya € Oy :v(0o(a) —a) > i+ 1} ;

on remarque que G_1(M/L) = G est le groupe de Galois de 'extension, et Go(M /L)
est son groupe d’inertie.

Une extension non ramifiée et une extension totalement ramifiée de L sont linéaire-
ment disjointes. Le lemme classique suivant précise le lien entre de telles extensions.

Lemme 3.9. — Soient M et N deuz extensions galoisiennes finies de L telles que
M/L soit totalement ramifiée et N/L soit non ramifiée.

1. Ona M NN =L et lapplication :
Gal(MN/L) — Gal(M/L) x Gal(N/L)
o = (om,0nN)

est un isomorphisme de groupes.
2. L’extension MN/M est non ramifiée de degré [N : L] et Uextension MN/N est

totalement ramifiée de degré [M : L.
3. Soiti > —1. Sioc € Gal(MN/N)NG;(MN/L), alors o5 € Gi(M/L). De plus,

Uapplication qui en résulte :

GalMN/N)NG;(MN/L) — G;(M/L)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. — La preuve du Lemma 2.1 de [24] s’adapte ici mutatis mutandis.
Pour le premier point, il suffit de voir que l'extension de corps locaux (M N N)/L
est a la fois non ramifiée et totalement ramifiée, donc triviale. L’isomorphisme s’en
déduit immédiatement.

I1 suit de cela que 'extension M N/N est galoisienne, de groupe de Galois isomorphe
a Gal(M/L). En particulier : e := [MN : N] = [M : L]. Le méme argument montre
que MN/M est une extension de degré f := [N : L]. On observe que MN/N et
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MN/L ont le méme indice de ramification e’ car N/L est non ramifiée. Il en résulte :
e/ > e. Comme par ailleurs : ¢/ < [MN : N| = e, on voit que €’ = e et que M N/N est
totalement ramifiée. De méme, 'extension M N/M est non ramifiée, ce qui achéve de
prouver le deuxiéme point.

Soit m € Oy une uniformisante et soient z1,...,25 € On des relévements d’une
base vectorielle de 'extension résiduelle associée & N/L. On note O := Oyy. Par
[28], Proposition I1.6.8 (et la remarque qui suit la preuve concernant les extensions
inséparables), nous avons ’égalité suivante :

e—1 f
O = Z Z ﬂ'lmeL.

=0 m=1

On note w 'unique extension de la valuation surjective : L — ZU{oo} & une valuation
surjective : MN — e"1ZU{oc}. Supposons que o € Gal(M N/N)NG;(MN/L). Alors
pour tout a € O :

e-w(o(a)—a) >i+1,
car MN/L a un indice de ramification égal & e. D’autre part, M/L a aussi un indice
de ramification égal & e, donc ojy; € G;(M/L), ce qui prouve la premiére partie du
troisiéme point.

L’injectivité du morphisme suit du premier point. Il reste a prouver que tout o’ €
G;(M/L) appartient a l'image de ce morphisme. Par le premier point, il existe un
unique relévement o € Gal(MN/N) tel que o)y, = o’. Prouvons que o € G;(MN/L).

Soit a € O. Par la décomposition de O, on peut écrire :

a= E wlacmal,m,
Im

avec a;., € Or. On observe que :
e -wo(n) —7) =e-w(o'(x) —7!) >i+1,
car m € Q). L’inégalité triangulaire ultramétrique nous donne alors :

e-w(o(a)—a) = e- w(Z(U(ﬂ'lmm(zz,m) - ﬂ'lxm(ll,m>

Im
e w( S () = 7)amarm))
Lm

> min{e- w((o(r") =t zmarm)} >i+ 1,

Im

donc o € G;(MN/L) et le lemme est entiérement démontré. O

3.5. Extensions totalement ramifiées en un premier supersingulier. — On
donne maintenant une description explicite de certaines extensions locales totalement
ramifiées et de leurs groupes de ramification supérieure. En un premier de réduction
supersinguliére, on peut y parvenir en utilisant la théorie des modules de Lubin-Tate.
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On fixe pour ce paragraphe un premier p := A de bonne réduction supersinguliére
pour ¢. Les propriétés galoisiennes qui nous intéressent supposent de se placer au-
dessus de I'extension non ramifiée K := K2 de Kp. On notera [y et Iy, leurs corps
résiduels respectifs, ainsi que g = q2des(®) ot ap = q9e8(®) les ordres de ces corps.

Le groupe Gal(K,"/K}) ayant un sous-groupe d’inertie trivial, il contient un unique
relevement du morphisme de Frobenius d’ordre g, (resp. ¢q), qu'on notera F}, (resp.
Fy). Si I # p est un autre idéal premier de A, le morphisme F, agit A-linéairement
sur le module de Tate Ti(¢) via p;. Les coefficients du polynéme caractéristique de
pi(Fy) ne dépendent pas du choix de [ # p. Quitte & choisir un autre générateur pour
p, on peut écrire ce polynéme sous la forme suivante :

Xop(X) = X? —ap,X —m,
et la trace ap est un élément de A qui satisfait a :
deg(r) _ deg(p)
2 2 7
par [20], Proposition 5.1. Comme p est supersingulier, on a aussi : a, = 0 (mod p),

ce qui force : a, =0 (¢f. [20], Lemma 5.2). Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on
en déduit que pour tout idéal premier [ # p de A :

(3.1) p(Fq) = p[(Fp)2 =T.
Soit m > 1 un entier fixé. On peut désormais décrire précisément la structure

galoisienne des extensions de K; engendrées par la p™-torsion. On rappelle que I, est
un corps fini de degré v sur son corps premier F,,.

deg(ay) <

Lemme 3.10. — 1. L’extension Kq(p™)/Ky est totalement ramifiée de degré
qab_l -(gq — 1), et son groupe de Galois est donné par :

Gal(Kq(p")/Kq) 2 Z/(qq — V)L x (Z/p" ' 2) @),
2. Soit1<k<n etitelqueq’;_lgigq’;—l. Ona :
Gi(Kq(p™)/Kq) = Gal(Kq(p™)/Kq(p")) = (2/p"~F7)2 P,
3. Soit I un idéal de A premier & p. L’image de la représentation galoisienne :
Gal(Kq(p")/Kq) — Auta, ¢[p"]
contient la multiplication par les éléments de ¢(I) et agit transitivement sur
¢[p"].
Démonstration. — On note A la fermeture intégrale de A, dans K . Soit
Gy : Ay — Ap{{r}} C Ag[la]]
le complété formel de ¢ en p (voir §2.5). Comme (;ASP s’identifie & ¢ sur A, on a :
(ﬁp(ﬂ') —mx € 2?Ay[[z]).
Si [ # p est un premier de A, 'application naturelle :

End(¢p) ® Ay — Enda, (T1(¢p))
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est injective (voir [20], la remarque qui précéde la Proposition 5.1, et qui est une
conséquence du Lemma 2.2). En réduisant (3.1) modulo p, on en déduit :

dp(m) —ats € pAqfle]l.

Le module formel ép est donc un module de Lubin-Tate pour 'idéal premier p - A,
de Ay (cf. [28] V, Definition 4.5). Comme ¢ a réduction supersinguliére en p, on a :
Ty(¢) = 0. Il en résulte que Kq(p™) est le corps des points de n"-division du module
de Lubin-Tate ép.

On peut appliquer le Theorem 5.4 de [28] V, qui affirme que l'extension
Kq(p™)/ K, est totalement ramifice de degré (gq —1)g7 ™", et que :

Gal(Kq(p")/Kq) = A7 /A",
ol Agn) est le groupe des n-unités de Ay. On a une suite exacte :
1 AP /AN = AX /Al = A% /A - 1.

Par la Proposition 3.10 de [28] II (on renvoie au paragraphe précédant cette proposi-
tion pour la définition du groupe des n-unités), le quotient de droite est isomorphe au
groupe multiplicatif de Fy, qui est cyclique d’ordre ¢q — 1; et les quotients successifs
Agk) /Ang) sont tous isomorphes au groupe additif de IFy, qui est un espace vectoriel
de dimension 2deg(p)v sur son corps premier . Par une récurrence immédiate, le
quotient de gauche est isomorphe a (Z/p"~'Z)?d°8(®)¥ La suite exacte est scindée,
car les quotients considérés sont d’ordres premiers entre eux. Le point 1 est donc
entiérement démontré.

Le premier isomorphisme du point 2 est la Proposition 6.1 de [28] V, et le second
est une conséquence du point 1 (en considérant le quotient du groupe de Galois de la
n-division par le groupe de Galois de la k-division).

Pour le point 3, on considére le morphisme induit par la loi de réciprocité locale :

(- Kq(p")/Kq) : Kq(p")" — Gal(Kq(p")/Kq)-
Tout élément a € I est une unité dans A, et par [28] V, Theorem 5.5, on a :

Vb e Kq(p") : (a7, Kq(p")/Kq)(b) = ¢(a) - b.

La Proposition 5.2 de [28] V montre que p™ est un Ay/p™ Aq-module libre de rang 1,
sur lequel le groupe de Galois agit linéairement et transitivement. O

3.6. Extensions locales engendrées par un idéal de torsion. — On peut
désormais traiter le cas « mixte » des extensions locales engendrées par un idéal de
torsion quelconque. Soit J un idéal de A premier avec p; on note I := p™.J, pour un
entier n > 0.

Lemme 3.11. — 1. Le compositum Kq(p™)K4(J) est égal a Kq(I).

2. L’extension Kq(I)/K,(p™) est non ramifiée et Uextension Kq(I)/Kq(J) est to-
talement ramifiée.
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3. La restriction a Kq(p™) induit un isomorphisme de groupes :
Gal(Ky(I)/Kq(J)) = Gal(Kq(p")/Kq)-
En particulier, 'extension Kq(I)/Kq(J) est abélienne.
4. On suppose que n > 1. Alors :
(Z)pZ)?des®  si n>2

Gal(quan/p))z{ 1z 5 e
: .

Démonstration. — Par Bézout, on a une décomposition de A-modules :

o] = olp"| & 9[J],

ce qui démontre le premier point.

Le second point suit du Lemme 3.9 (2), combiné respectivement avec le Lemme
3.8 pour la partie non ramifiée, et avec le Lemme 3.10 (1) pour la partie totalement
ramifiée.

L’isomorphisme du troisiéme point est une conséquence immédiate du Lemme 3.9
(1), et extension considérée est abélienne par le Lemme 3.10 (1).

Passons au dernier point. On a : Kq(I/p) = Kq(p" ') K,(J) par le premier point.
Le second point nous donne le diagramme suivant :

PN

Kq(p™) Kq(I/p)
ot. ramifiée
Tion ramifiée
Kq(pmt).

Par le Lemme 3.9 (1), la restriction donne un isomorphisme :

Gal(Kq(I)/Kq(I/p)) = Gal(Kq(p™)/Kq(p" ).

11 suffit alors d’appliquer le Lemme 3.10 (1) dans le cas n = 1 et (2) dans le cas n > 2
pour conclure. O

4. Hauteur de Weil sur les corps engendrés par la torsion

On donne maintenant une borne inférieure pour la hauteur de Weil sur les éléments
d’ordre infini de I'extension Kios de K engendrée par la torsion de ¢ sur K. Celle-ci
est en grande partie basée sur des estimations p-adiques traduisant les propriétés ga-
loisiennes énoncées dans la partie précédente. Dans le cas des extensions non ramifiées
en un premier p de réduction supersinguliére dont le degré est borné, l'information
p-adique s’avére suffisante. Dans le « cas ramifié », plus délicat, on devra faire une
descente sur la torsion et utiliser des résultats assez fins de théorie des groupes.
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4.1. Borne pour la hauteur de Weil dans le cas non ramifié. — On suppose
dans ce paragraphe que le module ¢ admet un premier p = 7 A de réduction supersin-
guliére, et on considére un idéal I de A premier a p. On note |- [, := ¢~ %) la norme
sur le corps local Kq(I) et O son anneau d’entiers. L’estimation métrique suivante
refléte les propriétés du morphisme de Frobenius dans le cas non ramifié.

Lemme 4.1. — Pour tout o € Kq(I), on a :
|Fa(a) = a®]y < ¢~ ' max{1, |Fy(a)]p} max{1, |al,}.

Démonstration. — Par le Lemme 3.8, I'extension locale K(I)/K, est non ramifiée.
On distingue deux cas, selon que « appartient ou non a Q. Si c’est le cas, on a :
lalp, <1 et Fy(o) —af € pO. 1l vient :

|[Fy(a) —a®y <|rly =q7",
et I'inégalité annoncée est vraie dans ce cas. Si a ¢ O, alors a™! € O et :
[Fola™") —a™%], <q".
On obtient alors :
a1 (Fy(a) — a®)|, = [(Fy(a™") = a™%) Fy(a)ly < g7 [Fy(a)l,,
et I'inégalité du lemme est encore vérifiée. O

On est en mesure de donner une premiére borne pour la hauteur. L’argument crucial
dont on se sert ici est que dans le cas supersingulier, le relévement du Frobenius est
dans le centre du groupe Gal(K (I)/K), ce qui a pour effet de propager a toute 'orbite
galoisienne la propriété p-adique donnée par le lemme précédent.

Proposition 4.2. — Si p est un premier ot ¢ a réduction supersinguliére et I un
idéal de A premier a p, pour tout a € K(I)* non constant :
d
ha) > eg(p)

q?des(p) 4 1°

Démonstration. — On commence par fixer une place v|p de K(I) et on note Fy le
morphisme de Frobenius d’ordre ¢4 associé. Soit [ un diviseur premier de I et m > 1
un entier. Par (3.1), le morphisme Fy agit sur ¢[I"*] comme la multiplication par 7. Le
lemme de Bézout montre que le module ¢[I] est une somme directe de tels modules.
Comme Fy agit linéairement sur ¢[I], on en déduit que F,; appartient au centre de
Gal(K(I)/K).

On considére 8 := Fy(a) — a% € K(I), et on remarque d’abord que 8 # 0. Si
était nul, comme la hauteur est invariante sous Galois, on aurait :

h(a) = h(Fy(@)) = h(a®) = qqh(a),

puis : h(a) = 0, ce qui est impossible car on a supposé que « est d’ordre infini pour
la structure multiplicative. On peut donc appliquer la formule du produit (2.3) a 3 :

(4.1) S ompw(B)=— > nylog,|Bl, =0.

weM(K(I)) weM(K(I))
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Puisque l'extension K (I)/K est galoisienne (voir le Lemme 2.2), pour w|p une place
de K(I), on peut trouver o € Gal(K(I)/K) tel que w = o~ 'v. Comme F, et o
commutent, on a :

Blw = |oFy(a) —a(a®)], = [Fy(oa) = (ca)®],.
On peut maintenant estimer le terme de droite avec le Lemme 4.1 :
Bl < g max{L, [Fy(0a)|,} max{1, |oal,}
= ¢ 'max{1, |0 Fy(a)|,} max{1,|oal,}
= ¢ ' max{1, | Fq(a)|w} max{1,|of,|}%.
Siw 1 p est une autre place de K (I), 'inégalité ultramétrique donne immeédiatement :
Bl < max{|Fq(a)|w, |0 |y} < max{l, |[Fq(a)|w} max{1, |y, } .

Avec la formule (4.1), on obtient finalement :

0= an log,, |Blw + an log, |Blw

wlp wip
S _anIqu(q)+ Z TNy Iqu(max{]-v|Fq(a)|w]’max{1v‘a|w}qq)'
wlp weM(K(I))

On divise par [K(I) : K] et on utilise 'égalité >
trouver :

wip Mw = deg(p)[K (1) : K] pour

deg(p) < h(Fy(a)) + qqh(a),
Puisque la hauteur est invariante sous l'action de Galois, I'inégalité du lemme suit
immeédiatement. ]

4.2. Cas ramifié : estimation métrique et premiére globalisation. — On
suppose encore ici que ¢ admet un premier supersingulier p = wA, mais on prend
cette fois un idéal I de A divisible par p. Soit P l'idéal maximal de 'anneau des
entiers de Kq(I) et ey, I'indice de ramification de B sur p. On obtient une propriété
P-adique impliquant des éléments du groupe de ramification maximale.

Lemme 4.3. — Soit o € Kq(I). Si v € Gal(Kq(I)/Kq(I/p)), on a :
e

l(a) — alp < gt max{L, |p(a)lyp} max{L, |aly}.

Démonstration. — Soit n la puissance maximale de p dans la décomposition de I en

facteurs premiers. Notons L := K (p") et M := K (I/p™). Par le point 1 du Lemme

3.11, ona: LM = K(I), et par le point 2, on sait que Ky(I)/L est non ramifiée.
On suppose d’abord que « est un entier dans Kq(I). On a :

Wi € Gal(L/Kq(p" 1)),

et par le point 2 du Lemme 3.10, on peut supposer que 1, appartient au groupe de
ramification G;(L/Kq), avec i = g;~' — 1 (cet indice de ramification étant maximal).
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Le morphisme 1 est I'unique relévement de 17, & Kq(I) qui se restreint a l'identité
sur M. Par le point 3 du Lemme 3.9, on en déduit que ¢ € G;(K4(I)/K,), ce qui
implique :

Y(a) —a e P
Le point 1 du Lemme 3.10 et le point 3 du Lemme 3.11 donnent : eq, = qg_l(qq —1).

On a donc :
n—1 “°Blp
(@) —alp <g =g,
et le lemme est démontré dans ce cas.
Si o n’est pas entier dans K4(I), on applique la derniére égalité a aletona:

“°Rlp

la™ (W) — a)ly = [Y(a)(@(a™") —a™)|p < g |y(a)lyp,
ce qui achéve la preuve. O
L’extension K (I)/K est galoisienne et le groupe H := Gal(K(I)/K(I/p)) est dis-
tingué dans G := Gal(K(I)/K). Soit
ppr + Gal(K*P/K) — GLo(A/p"™).
la représentation galoisienne associée a la p™-torsion. Si o € H, alors :
ppe(0) = Lo + 7M.,
ot M, € Ms(A) est bien définie modulo p. On en déduit une injection M : H —
My (Fy), et on a en particulier :
|H| < qj.
Désquen >2,0na:
ppr(00’) = (I2+ T IM ) (I + 7" M)
= L+7"" Y Ms+ My)+a"M,
avec M’ € Ma(A). L’application M est donc un morphisme de groupes.
On se donne désormais une place v|p dans K(I), et un élément ¢» du groupe de
décomposition H, en v de H. Afin de propager la propriété métrique obtenue & un

nombre suffisant de places au-dessus de p, on va minorer la taille de 'orbite O, de v
sous l’action du centralisateur :

C):={oc € G,o¢p =vo}.

Ceci est possible car 1) € H, qui est un sous-groupe distingué de G suffisamment petit.

Lemme 4.4. — On a la minoration suivante :
1 [K(I): K]

0= 1 KD Ky

Démonstration. — Le groupe C(v)) est le stabilisateur de ¢ pour I'action de G sur
lui-méme par conjugaison, et l'orbite de 1 pour cette action est contenue dans H. Il
suit :
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Comme 'extension K (I)/K est galoisienne, le nombre total des places de K (1) divi-
sant p est donné par le quotient :
(1) K]
[Kp(I) : Ky
Le groupe G agit transitivement sur les places de K (I) divisant p, et on obtient :
1 [K(I): K] 1 [K(I): K]
(G : C(Y)] [Kp(l) : Kp} q;‘ [Kp(l) : Kp].

|0y| > >

O

On peut donner une premiére minoration conditionnelle de la hauteur dans le cas
ramifié. Les exceptions sont les points qui sont définis sur une extension locale moins
ramifiée. L’étape suivante consistera & globaliser cette descente sur la torsion. Pour
simplifier les notations, on suppose que K (I) est plongé dans K, ;ep de telle sorte que
| - |p corresponde & la place v qu’on a fixée.

Proposition 4.5. — Si p est un premier ot ¢ a réduction supersinguliére et I est
un idéal de A divisible par p, pour tout o € K(I)\ Kq(I/p) :
deg(p)

h(a) 2 2¢0des(p)

Démonstration. — Par hypothése, on peut choisir ¢» € H, tel que : ¥(a) # «a. On
pose :

B :=v(a) —a.
Cet élément est dans K (I) qui est une extension galoisienne de K. On peut appliquer
la formule (2.3) :

Z Ny 10g, |Blw = 0.

weM(K(I))
Si w € O,, on pose : w = o~ v, avec o € C(x). On a alors :
|B|w = \U¢(a) - UO“U = |¢(UO‘) - 0a|v

On peut maintenant utiliser le Lemme 4.3, ce qui donne :

e
1Blo < ¢ %t max{l,|¢(ca)l,} max{1,|ocal,}

“Cwlp

— g max{L, ()} max{1, [al}.

Si w est une autre place de K (I), 'inégalité ultramétrique donne immédiatement :

|Blu < max{1, |¢)(e)]w } max{L, |afu}.

On en déduit I'inégalité suivante, par la formule (2.3) :

LY mwewp < 3 mulog, (max{L ()]} max{1 al.).

wEO, wgO,

dq
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Comme l'extension K(I)/K est galoisienne, on a n,, = n, pour toute place w € O,.
Par le Lemme 4.4, il en résulte :

deg(p) 1 Nn., log (max « max a
-1 = K1) K] weﬂ%qm w logg (max{L, [¢(a)]w } max{L, |afu}).

La hauteur étant invariante sous ’action de Galois, on obtient finalement :

de
(o) > LB,
2qy
et la proposition suit. O
4.3. Cas ramifié : la descente. — Le travail effectué jusqu’a présent nous per-

met, pour les éléments de K (I) dont la hauteur n’est pas correctement minorée, de
descendre localement le long de la p™-torsion. Nous allons maintenant rendre cette
descente globale, pour pouvoir nous ramener a des éléments de K(J), ot J est un
idéal de A premier & p, et utiliser nos résultats sur le cas non ramifié.

Cette stratégie repose sur certaines propriétés des sous-groupes de Cartan non
déployés de GLy(IFy ), c’est-a-dire de ses sous-groupes cycliques d’ordre qg —1=gq4—1

Lemme 4.6. — On suppose que deg(p) > 3. Soit C un sous-groupe de Cartan non
déployé de GLo(Fy), et soit S la réunion des classes de conjugaison de C' sous l’action
de GLy(Fy). Alors S engendre GLa(F,) pour la structure multiplicative, et Ma(Fy)
pour la structure additive.

Démonstration. — Le normalisateur de C' est d’ordre 2(gq — 1), et I'orbite de C sous
laction de GL2(F,) par conjugaison est de cardinal :

CLa(Fy)|

Q(Qq - 1)

Si C' # C dans cette orbite, alors C” est aussi un sous-groupe de Cartan non déployé
de GLy(Fy), et {0} U (C'NC’) =Ty, la droite des matrices scalaires. On a donc :
1512 (g — gp) S22E0)l _ (o = L'y
= (g - 1) 2

Le groupe multiplicatif Gs engendré par S contient C' et est d’ordre > qg. Il n’est
donc pas inclus dans un groupe de Borel ou dans le normalisateur d’un groupe de
Cartan. Par la Proposition 16 de [35], si 'ordre de G est premier & p, son image
dans le groupe projectif est un groupe exceptionnel d’ordre > qﬁ > 60 (par 'hypothése
faite sur p), ce qui est impossible. L’ordre de Gs est donc divisible par p. Comme ce
groupe n’est pas inclus dans un Borel, il contient SLy(F,) par la Proposition 15 de [35]
- dont la preuve, de nature géométrique, est valable pour le groupe linéaire d’ordre 2
sur un corps de caractéristique p. Comme C' C Gs, on a det(Gs) = Fy et finalement
Gs = GLy(Fy).

Un calcul immédiat et le fait que g, > 8 montre que le groupe additif M engendré
par S est d’ordre > qg/S, donc d’indice < 3. Si ce groupe était distinct de My (F)), il
serait d’indice > p > 3. Le lemme est donc entiérement démontré. O
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Remarque. Cette propriété additive des groupes de Cartan est fausse en caractéristique
2. Par exemple, pour F, = [F5, il n’y a qu’'un seul Cartan non déployé, engendré par
un élément d’ordre 3, et il engendre un groupe additif d’indice 4 dans Ms(Fs).

Afin de pouvoir utiliser le lemme précédent, on va faire une hypothése supplé-
mentaire sur p. On rappelle que Paction du groupe de Galois sur ¢[p] induit une
représentation :

pp : Gal(K*P /K) — GLo(Fy).

Lemme 4.7. — On suppose que deg(p) > 3 et que le morphisme p, est surjectif.
Alors le groupe H est engendré par {gH,g~ ', g € G}.

Démonstration. — Puisque H < G, le groupe I' engendré par {gH,g~ ', g € G} est
inclus dans H. On va montrer que ces deux groupes sont égaux. On rappelle que pyn
est la représentation galoisienne induite par ’action de Galois sur la p™-torsion. On a
le diagramme commutatif suivant :

(4.2) G —" > GLy(A/p")

| e |

Gal(K (p)/K) — GLy(F,),

ou la fleche de droite est la surjection naturelle et celle de gauche est la restriction.
On traite d’abord le cas n = 1. Par le point 4 du Lemme 3.11, le groupe H, est
cyclique d’ordre g4 — 1, et c’est aussi le cas de p,(H,) car la restriction de p, & H,
est injective. Le groupe p,(H,) est donc un sous-groupe de Cartan non déployé de
GL3(F,). Puisqu’on a supposé que p,(G) = GLy(F}), le Lemme 4.6 donne :

PP(F) = GLo (Fp)-

Mais H s’injecte dans Gal(K (p)/K) par la restriction naturelle, donc la restriction
de p, & H est aussi injective et il vient immédiatement : I' = H.
On suppose maintenant que n > 2. Par le point 4 du Lemme 3.11, on a :

IM(Hy)| = |H,| = g5,

et M(H,) contient une matrice non scalaire 6. Par le point 3 du Lemme 3.10, le
groupe pyn(H,) contient les homothéties de GLa(A/p™); on en déduit que M(H,)
contient le sous-groupe F, des matrices scalaires de My (F,). Comme M (H,) est un
sous-groupe de My (F,) d’ordre qg, on a :

M(H,) = Fy + Fy0.

Le théoréme de Cayley-Hamilton montre alors que 62 € M(H,), et M(H,) est une
F,-algébre commutative. On va prouver que c’est un corps.

On affirme d’abord que 6 n’a pas de valeurs propres dans F,. D’aprés le point
3 du Lemme 3.11, 'extension Kq(I)/K4(I/p™) est abélienne. Le centralisateur C(6)
contient donc p, (Gal(K4(p)/Ky)). Par le point 1 du Lemme 3.10 et I'injectivité de py,
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on voit que ¢4 — 1 divise |C(#)|. Si 6 a une valeur propre dans Fy, il existe A, p € F,,
tels que 6 est conjugué sur Fy a :

) 3

Un rapide calcul des centralisateurs montre que 6 est scalaire, ce qui est absurde.
Si une matrice non nulle de Fy, 4+ 0F, n’est pas inversible, c’est un diviseur de 0 et
on en déduit que le polynéme caractéristique de 6 est scindé. On a donc :

M(HU)X = M(Hv) \ {O}

C’est un sous-groupe de Cartan non déployé de GLo(Fy), et M(H,) est un corps a
qq éléments. Si 0 € G et 1) € H,, alors opo~! € H, et on vérifie que :

M(opo™") = ppr () M() ppr ()

Le groupe additif M(I") contient tous les conjugués du groupe de Cartan M(H,)*.
Il est donc égal a My(FF,) par le Lemme 4.6. Comme M est injective, on en déduit
que ' =H. O

Remarque. Si ¢ est & multiplication complexe par un ordre O, le module de Tate
T,(¢) est naturellement muni d’une structure de Oy-module libre de rang 1, avec
Op = O ®4 Ap. Puisque py~(H) commute aux éléments de Oy, on a :

Par le point 4 du Lemme 3.11, les groupes H et H, ont méme ordre. Ils sont donc
égaux, et la conclusion du lemme est encore vraie dans ce cas.

Ce résultat sur 'orbite du groupe de décomposition se traduit immédiatement dans
I’énoncé suivant, qui permet de globaliser la descente.

Corollaire 4.8. — On suppose que deg(p) > 3 et que le morphisme py, est surjectif.
Soit a € K(I) tel que o(c) € Kq(I/p) pour tout o € G. Alors a € K(I/p).

Démonstration. — L’hypotheése faite ici signifie que a est fixé par tous les conjugués
de H, sous 'action de G. Par le Lemme 4.7, on en déduit que « est fixé par H. [

4.4. Minoration de la hauteur de Weil dans les modules génériques. —
On est maintenant en mesure de démontrer une borne pour la hauteur de Weil dans
les extensions de K engendrées par la torsion d’'un module de Drinfeld ¢ de rang 2
admettant un premier supersingulier de degré assez grand.

Proposition 4.9. — On suppose qu’il existe un premier p supersingulier pour ¢ tel
que : deg(p) > max{3,ca(¢)}. Soit a € K. non constant. On a :

tors

deg(p)
h(a) 2 2¢0des(p)
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Démonstration. — On écrit : o € K(I), avec I = p™J. L’idéal J est premier a p, et
on prend n > 0 minimal. Par la Proposition 4.2, on peut prendre n > 1.

Supposons par I’absurde que 'inégalité annoncée est fausse. La Proposition 4.5
montre que o € Kq(I/p), ott K est I'unique extension non ramifiée de la complétion
p-adique K, de K. La hauteur de Weil étant invariante sous l'action de Galois, on
a encore : o(a) € Kq(I/p) pour tout o € Gal(K(I)/K). Le Corollaire 4.8 contredit
alors la minimalité de n. O

5. Hauteur canonique sur les corps engendrés par la torsion

On se concentre maintenant sur la hauteur canonique iz¢, qu’on va également mi-
norer sur Ky lorsqu’elle ne s’annule pas. La stratégie générale est la méme, mais on
doit tenir compte de certaines spécificités. La premiére est que ﬁ¢ et h ne s’annulent
pas en les mémes éléments de K. La seconde est que ces deux hauteurs sont proches
4 une constante preés, qui ne dépend que de ¢.

5.1. Borne pour la hauteur canonique dans le cas non ramifié. — La mé-
thode employée ici est trés proche de celle qui nous a permis de minorer la hauteur
de Weil. On suppose que le module ¢ admet un premier p = 7 A de réduction super-
singuliére tel que :
deg(p) > 2(c1(0) +1).

Cette hypothése sur la taille de p nous permettra de gommer la différence entre
hauteur de Weil et hauteur canonique, qui est majorée par la constante c;(¢). On
considére un idéal I de A premier a p.

Proposition 5.1. — Soit o € K(I) \ ¢rors- Alors :
- 1
hoa) 2 q2des(p) 4 1°

Démonstration. — Un probléme spécifique se pose lorsque « n’est pas v-entier pour
un grand nombre de places v|p. On le résout en utilisant un principe de tiroirs. On
note :

P = {vlp € M(K(I))} = {v,v(a) > 0} U{v,v(a) <0} = Pt UP".

On observe que 'union est disjointe, et on suppose d’abord que |P~| > |P|/2. On
peut alors directement minorer la hauteur de « :

1
h(a)Zm Z Ny 2> B) ch(¢)+1a

et on obtient : X
hol@) = h(@) - ci(9) > 1.
La proposition est donc démontrée dans ce cas.
On peut donc supposer que |[P*| > |P]/2. On fixe une place v € PT et on note Fj
le Frobenius associé. Soit

B = Fy(a) — o(m) - a.
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Si 8 = 0, comme la hauteur canonique est invariante sous l'action de Galois :

ho(a) = ho(¢(m) - @) = ¢ EPhy(a),

et « annule la hauteur canonique, ce qui contredit le choix de «. On peut donc
appliquer la formule du produit a .

Commengons par la norme v-adique. L’égalité (3.1) couplée avec l'injectivité de
I'application naturelle : End(¢,) ® A — Enda, (Ti(¢,)) montre que :
(5.1) o(r) - — a0 € pAfa),
et ce polynome est de degré au plus ¢; — 1. On en déduit :

|Blv < ¢~" max{1, |al,}9 < g7

L’extension K (I)/K étant galoisienne, si w € P, on peut trouver o € Gal(K(I)/K)
tel que w = o~ 'v. On sait que o commute & Fy, et il est immédiat que o commute &
l’action de 7 qui est définie sur K. On a donc :

Ble = loFy(@) —a((m) - a)ly = [Fy(oa) — é(m) - (0a)l

< ¢ 'max{l,|oal,}? <q¢t

Si w est une place quelconque de K (I), on se contente de la majoration triviale :

1Blw < max{1,|Blw}
Par la formule du produit (2.3) et la comparaison entre hauteurs, on obtient :

(p)

o) > W) — er(9) = “E ey (9) > 1.

On finit la preuve en comparant les hauteurs canoniques de « et 8 (en remarquant
par passage & la limite que hy est sous-additive et invariante sous Galois puisque ces
propriétés sont vraies pour h) :

he(B) < hg(Fq(a)) + ho(d(m) - ) < (1 + qq)hg(a),

ce qui achéve la démonstration. O

5.2. Cas ramifié : une premiére borne. — On s’attaque pour finir au cas ramifié.
La comparaison entre hauteur de Weil et hauteur canonique introduit une nouvelle
difficulté. Dans un premier temps, on parvient & descendre localement & une extension
kummerienne prés.

On suppose que le module ¢ admet un premier p = wA de réduction supersinguliére
tel que :

deg(p) = 3(c1() +1).

On reprend les notations du 4.2. En particulier, on se donne un idéal I de A divisible
par p, et on fixe une place v|p. On note H, :=Gal(Ky(I)/Kq(I/p)) le groupe de
décomposition en v. On obtient d’abord une minoration conditionnelle de la hauteur
canonique.

Lemme 5.2. — Soit o € K(I). S’il existe ¢ € Hy, tel que : () —a & ¢[p™], on a :

A 1
h¢(a) 2 2q4deg(p)q§'



TORSION DES MODULES DE DRINFELD 25

Démonstration. — On pose :

2
B = (%) - (Y(a) — ),
qui est non nul par hypothése. La formule (2.3) donne :
Z N Iqu |B|w = 0.
weM(K(I))

On utilise de nouveau un principe de tiroirs, dans lequel on distingue trois cas. Notons
B lidéal correspondant a v. L’orbite O, de v sous 'action du centralisateur C'(¢) de
1 dans G s’écrit comme une union disjointe :

O, = {w,w(a) > O} U {w,O > w(a) > —&mp} u {w,w(a) < —%}
4qq 4qq
= oy 0P U 2
Examinons d’abord le cas : \(91(,1)| > |0,]/3. Siw € O, on pose : w = o~ v, ot

o€ C().Ona: |oal, =|aly >0, donc oo est PB-entier et :

1

vi=¢(oa) —oa € Ph |

“°PBlp
ce qui d’un point de vue métrique se traduit par : |y], < ¢ %a-1 . En utilisant (5.1),

on observe que : |¢(7) - v], < g °¥l». Comme de plus :
o(m) -z —mx € 2l A[x],
une récurrence immédiate montre que : |gz5(7r2q§) Ay < g 9% e¥» . Puisque o € C(y)
et commute a I’action de ¢, il suit :
|B|w < q—qﬁeq;\p.
Si w est une autre place de K(I), on se contente de la majoration :
|8l < max{L,|Bw}
On en déduit 'inégalité suivante, par la formule (2.3) :
qg Z NawColp < Z Ny log, (max{1, |8},
weO} wgOol

puis par le Lemme 4.4 et la comparaison entre hauteur de Weil et hauteur canonique :

1er(6) < B < () < hy(9) + ea(9).

La hauteur canonique étant quadratique pour 'action de ¢, invariante sous ’action
de Galois et sous-additive, on obtient finalement :

> ﬁ¢(5) < q4deg(p)q§ (E¢(a) + il¢(¢04))
< 2q4dee)ly(a)

et I'inégalité de la proposition suit.
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Passons maintenant au cas : |(91(,2)| > |0,]/3, qui est plus délicat car on doit tenir

compte des dénominateurs. Si w € OU2 ,onpose w = o~ tv, avec o € C(1), et § = oa.
On a: |oal, = |al, <0, donc §~1 est P-entier. Pour [ > 0, on pose :

F(O,0) s= (%) — 6%,
qui est de valuation : v (f(4,1)) > esmpqé/(qq —1).Ona:

—f(5,1) 8% f(8,0)
(5% + f(5,0)  1+6%f(5,1)

P(§%) — 6% =
Par hypotheése, on a :

_ l
2040(8) + (F(8,1)) > 2qkw() + gl esply > e

Ceci implique au passage que le dénominateur est une B-unité, et il vient :

v (00%) ~6%) > Leg,

Une récurrence immeédiate basée sur (5.1) montre par ailleurs que pour tout m > 1 :

m

(5.2) o(r™)x = ZwiPi,m (a:q:%i) ,
i=0

ou Pi,, € Alz] est additif de degré < ¢, sans terme constant, et Py, (z) = =. En
évaluant terme a terme, il en résulte que :

w(p) = v(oh) = epjp  min i+ (a0 —i)/2} = epipty.

Comme dans le cas précédent, on applique la formule du produit & 5 avec les majo-
rations triviales aux places n’appartenant pas a (’)1(,2). On trouve une nouvelle fois :

h(B) 21+ ci(e),

et on en déduit la borne annoncée pour la hauteur canonique de «.

11 reste a traiter le cas : |(’)1(,3)| > |0,]|/3. Beaucoup de conjugués de « ont un gros
dénominateur, et on peut ici se passer de ¢. Si w = 71w € (’)1(,2), lidentité (5.2)
montre que :

w (p(r") - a) = v (¢(r) - o) < _qc2|e‘13|p~
On peut alors minorer directement la hauteur de Weil :
2

Mot @) > e 3 mueny
weO3
deg(p)ag
=
Z Cl<¢)+1.
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On en déduit finalement une borne pour la hauteur canonique :

2 _ hy(o(x?) - a) 1
hg(a) = g8 des(p) qudeg(p)‘

Cette inégalité est plus forte que celle du lemme. La démonstration est donc achevée.
O

Remarque. On a utilisé ici un procédé d’accélération p-adique en multipliant « par
une puissance importante de m. L’inconvénient de cette méthode est qu’on obtient
une borne exponentielle en gqq.

5.3. Cas ramifié : préparatifs kummeriens. — Les conditions sont presque
réunies pour descendre le long de la p”-torsion, comme on I’a déja fait pour minorer
la hauteur de Weil. La seule différence pour I'instant est qu’on arrive a faire descendre
localement un multiple assez grand du point dont on veut minorer la hauteur. On aura
besoin de controler la p>-torsion dans Ky(I), puis de construire un élément particulier
du centre de Gal(K(I)/K). On écrit I = p™J, avec J premier a p.

Lemme 5.3. — On a : Kq(I) N p[p>] = ¢[p™].

Démonstration. — Le membre de droite est inclus dans celui de gauche par construc-
tion. Montrons I’autre inclusion. Supposons que z € K4(I) N @[p™| pour un certain
entier m > n. Si m =0, il n’y a rien & démontrer. Par le point 3 du Lemme 3.10, on
voit que Gal(Ky(I)/Kq) agit transitivement sur ¢[p™], donc que ¢[p™] C Kq(I).

On peut alors utiliser le point 1 du Lemme 3.10 pour comparer les indices de
ramification. Comme m > 1, l'indice de ramification de K (I)/Kq est > i~ (qgq—1).
On en déduit que n > 1 et que :

@ g —1) > ¢ gg — 1),

donc que m = n, ce qui achéve la preuve. O

On se donne maintenant un idéal premier m de A engendré par un élément irréducti-
ble p. On suppose que m # p.

Lemme 5.4. — 1l existe un élément o, du centre de G tel que l’action de o, sur
@[p"] soit donnée par ¢(i).

Démonstration. — Par le point 3 du Lemme 3.10, il existe un élément :
UL € Gal(Kq(p")/Kq)

dont I'action sur ¢[p™] est donnée par ¢(u). Par le point 3 du Lemme 3.11, Pautomor-
phisme o7, se reléve en un unique o, € Gal(Ky(1)/K(J)). On observe que I'’automor-
phisme o, agit sur ¢[p"] via ¢(u), et qu’il agit trivialement sur ¢[.J]. Il commute donc
a tout élément de G. O



28 AURELIEN GALATEAU & AM{LCAR PACHECO

5.4. Minoration de la hauteur canonique dans les modules génériques. —
On peut désormais donner une minoration absolue de la hauteur canonique sur les
corps engendrés par la torsion d’'un module de Drinfeld ¢ admettant un premier
supersingulier assez grand.

Proposition 5.5. — Soit m un idéal premier de A de degré minimal. On suppose
qu’il existe un premier p # m qui est supersingulier pour ¢ et tel que : deg(p) >
max{3(ci1(¢) +1),c2(@)}. Si @ € Kiors \ Prors, ON @ :

- 1

hqb(a) > qq5 deg(p) *

Démonstration. — On note m = (u)A et on suppose que « & dyors. SOit :
Bi= 0.0 —o(n) - a.

On remarque d’abord que 8 ¢ ¢ors. Si ¢’était le cas, on aurait en effet :

ho(a) = hg(0,0) = hy(d(p) - @) = ¢ *E™hy(a),
et a serait de torsion. Il est également facile de comparer les hauteurs canoniques de
aet 5

ho(B) < hol0u0) + ho(0() - ) < (1+ 295 ) fig(a).

On peut donc se contenter de minorer la hauteur de 5. Comme Kiors/K est galoi-
sienne, on a : f € K(I), ou I = p™J avec J premier a p et n > 0 minimal. Par la
Proposition 5.1, sin =0, on a :

; he(8B) 1 1

hol@) 2 s aegtmy 2 3 Easam Taoa)) 2 gAdest®)’

par minimalité de deg(m). Cette minoration est plus forte que celle annoncée. On
peut ainsi supposer que n > 1.
Le Corollaire 4.8 et la minimalité de n nous montrent qu’il existe o € G tel que

o(B) ¢ Kq(I/p). On pose : o/ = o et : f' = off = 0,0 — ¢(p) - & (puisque o,
commute & o). Il existe donc ¢ € H, tel que : ¢(B') # . Si :
t:=vy(8) - B ¢ op>],
le Lemme 5.2 donne :
P s heB) _ he(8) 1 1

ol@) 2 q2des(p) — g2deg(p) = q5deg(P)q§ T et

ou on a utilisé dans la derniére inégalité que : deg(p) > 3.

Il reste donc a envisager I’éventualité que t € ¢[p>°]. Notons que ¢ # 0 par construc-
tion. En utilisant la construction kummerienne, on va obtenir une contradiction. Soit
v:=1(a’) —a’. Comme o, commute & ¢, on constate que :

t=o0uv—¢(u) - v.

Puisque ¢ est de torsion, on a : B¢(0Hv) = i%(qb(u) -v), et on en déduit que v est
de torsion. On décompose 'idéal d’annulation de v pour trouver A € A\ p tel que
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d(A) - v € ¢[p°°]. Comme il s’agit d’un élément de K (I), le Lemme 5.3 montre que
o(\) - v € ¢[p"]. 1l suit :

$(A) -t =) - (v = d(p) - v) = 0u(d(N) ) = d(u) - (6(A) - v) = 0.

Comme on a aussi : ¢(7™) -t = 0, le lemme de Bezout appliqué a A et & 7™ montre

que t = 0, ce qui est absurde. O
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