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Résumé.  Cette Note propose I'extension d’un résultat de Neves, Lopes et Ribeiro sur le calcul
du rayon spectral essentiel de semi-groupes issus de systeémes hyperboliques en
une dimension d’espace au cas de valeurs propres multiples. Des applications a
la stabilisation exponentielle de systemes d’équations des ondes par une seule force
sont proposées. © 1999 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

On the asymptotic behaviour of solutions of linear
hyperbolic systems

Abstract.  We extend a result of Neves, Lopes and Ribeiro on the computation of the essential
spectral radius of semigroups associated to one-dimensional hyperbolic systems to
the case of multiple eigenvalues. Applications to the exponential stabilization of
systems of wave equations by one control force are proposed. © 1999 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Enoncé du résultat

On considere un systeme hyperbolique en dimension un d’espace de la forme :

5= -0 2 ()53, 0 x 0

d
= [(t,8) = Du(t, 0] = Fu(t, ) + Go(t, ), t € (0,400), .1y
u(t,0) = Ev(t,0), t € (0,+00),
auquel on associe le systéme réduit suivant :
0 (u d /u U
5i(,) = =M@ 52((,) = Nala) (), (0,000) x (0,0, (12)
u(t,0) = Ev(t,0), v(t,£) = Du(t,£), te€(0,400),
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ol :
(i) M(x) est une matrice diagonale n x n satisfaisant M(z) = diag ([Mi(2)]i_y, (M ()]0 h1)
M;; (resp. M;;) étant des matrices diagonales données par :
Mii(z) = \i(x) L, i=1,....r; Mj(z) = pie) by, J=r4+1,.0.,q,
ou L, est la matrice identité d’ordre m;, A;(x) et ju;(z) sont, pour tout 1 < i < r et tout
1 < j < g, des fonctions C' en x 2 valeurs réelles telles que : Ai{z) > 0, p(z) <0,
Va e (0,0).
On suppose d’autre part que Y ., m; = p et My =n—p
(ii) N(x) est une matrice n x n dont les éléments ¢;; sont des fonctions continues en = dans (0, ¢)
a valeurs réelles ou complexes ;
(iii) No(«x) = diag (N11(z), ..., Nyy(x)) est une matrice diagonale par blocs dont les éléments N;i(z)
sont des matrices carrées d’ordre m; donnés par : Ny(z) = (cre)s,_ <k e<si» 1 < i < g, avec
S; = 25217’7'7‘,, 1 S .7 S q, et SU =1 s
(v) u(t,z) = (us(t,z))r_; et v(t,z) = (vi(t, )} psr 3
(v) D, E, F et (G sont des matrices de tailles convenables.
Les conditions (i) a (v) constitueront ce que nous désignerons dans la suite par « Hypothése (H) ».
Sur Pespace d’énergie H = [L*([0,€])]" x C*7 (od 1 < s < oo), on définit Popérateur A,
associé au systeme (1.1) par :

U ,
Aol v | = <[~M(a:) 8—({ - N(:K)J Cj)’ Fu(f) + Gv(ﬁ)), (1.3)
x
w
ot D(Ag) = {(u,v,w) € H; (u,v)e [VVl’“‘(O,B)]n, u(0) = Ev(0), w=uv(f) - Du()} (1.4)
et, sur ’espace H = {(u, v,w)E H; w= ()}, on définit I'opérateur A, associé au systéme (1.2) par :

()= [ 2 0)

v v
D(A)) = {(u, v) € [Wl’s((),l)} " u(0) = Ev(0), v(f) = Du(@)}.

Les deux opérateurs ainsi définis engendrent des semi-groupes que I’on désignera par T3(t), i = 0, 1.

Rappelons que pour un Cj-semi-groupe 7'(t), il existe wes = wess(T) € R tel que :

Tess(T(t)) = e*==! V¢ > 0, ol Tess(T'(t)) désigne le rayon spectral essentiel de T(t) (voir [6],

Chap. 3, pour les définitions et propriétés de ces nombres). Un résultat classique ([6], Chap. 3)

est que le type w(T) d’un Cy-semi-groupe T(t) de générateur infinitésimal A est donné par

w(T) = max [s(A); wess(T)], ol s(A) := sup {ReX; X € o(A)} est I'abscisse spectrale de
I'opérateur A. Notre principal résultat est le suivant :

THEOREME 1. — Sous I’hypothése (H), la différence des deux semi-groupes To(t) et Ty (t) est compacte.
En conséquence r.s(To(t)) = Tess(T: 1(t)) (car le rayon essentiel est invariant sous | ‘effet d’une
perturbation compacte (cf. [6], Chap. 3)).

Une conséquence immédiate de ce résultat est le :
COROLLAIRE 1. —~ Sous I’hypothése (H), si Ty(t) est asymptotiquement stable et wess(T1) < 0O, alors
To(t) est exponentiellement stable.

Neves, Ribeiro et Lopes [3] ont prouvé le théoreme dans le cas ol m;=1etm; =1,Vi j. La
démonstration que nous proposons s’inspire directement de celle donnée dans [3].

Avec A. Benabdallah, les deux auteurs s’étaient déja intéressés a la réduction de systémes couplés
« hyperbolique-parabolique » en vue de 1’étude de leur stabilité [1].
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2. Exemples

Comme premier exemple, on considére deux équations des ondes couplées :
U (t, ) = Upe(t, 1) + b(x)ve(t, ), O0<z <1,
Viee(t, ) = 020ea (b, ) — b(2)ue(t, ) — alz)ve(t, ), .1
u(t,0) = v(t,0) = u(t,1) = v(¢,1) = 0,
ot a, b € C([0,1]), n est une constante positive. On suppose de plus que : supp(a) = [a, 8] et
supp(b) = [v,6], ol e, B, ¥ et 6 sont dans I'intervalle [0,1] et :

a >0 dans [o, ). (2.2)
Le changement de variables : p = uy — uz, ¢ = up + Uy, ¥ = vy — NV, €t 8§ = vy + Nu, transforme
(2.1) en un systtme du type (1.1) avec M = diag(1l,n,-1,—n), N(z) = %(%Eg ]]vai)
~ _ 0 —b(x) _ _ o
N(z) = (b(x) ol ) F=0G=0et E=D=-Id

Si 1 # 1, par application du théoréme de Neves, Ribeiro et Lopes [3], on peut facilement montrer
que To(t) (le semi-groupe associé au systeme (2.1)) n’est pas exponentiellement stable. En fait, on
obtient rapidement que wess(7o) = 0. Sin =1 et a et b ont le méme support (o« = vy et § = §), la
stabilité exponentielle de Ty(¢) est une conséquence du résultat de B. Kapitonov [2]. Nous proposons
ici I’étude du cas n = 1 et a et b ont des supports disjoints (0 < o < 3 < 6 < v < 1). A Iaide
de notre théoréme, on montre :

THEOREME 2. — Si p = 1 et a et b ont des supports disjoints, et sous la condition (2.2), le semi-
groupe Ty(t) est exponentiellement stable sur H = (L*(0, 1))4 si et seulement si c(A1)NiR = &
et fol b(t)dt # nw pour tout n € 1.

Remarque 1. — Un résultat similaire (non publié) a été obtenu par N. Burq en dimension supérieure
pour le systeme :

ue = Au + b(z)v, dans R™ x 0,
vie = N2 Av — b(z)u, — a(z)v, dans RY x Q,
u=v=0 dans Rt x 9.

En utilisant les mesures de défaut microlocales, il donne une condition géométrique nécessaire
et suffisante portant sur les supports de a et b, pour la stabilité exponentielle dés que la stabilité
asymptotique est assurée.

Remarque 2. — La positivité de a sur son support n’est pas nécessaire pour la stabilité exponentielle.
. . 1 . .
En revanche, comme on peut le voir dans le calcul ci-dessous, fo a(z)dz > 0 est nécessaire.

: : o 1/N 0
Démonstration. — Soit A, 1’opérateur réduit associé a Ay avec No(z) = 3 (N(()w) ~ (x))' On

note encore 717(t) le Cp-semi-groupe de générateur A;. Un calcul explicite montre que :

A€ o(A) & e — (e7@+1)coshe® +e77 =0,
ot @ et b désignent respectivement les moyennes de a et b. De cette équation, on déduit que s(A41) <0
et que : s(A;) = 0« 3n € Z, b = nm. Par application du résultat de M. Renardy (4], Theorem 1,
p- 1300, A, = —-M % — No(z) (on vérifie facilement que —M % avec le méme domaine que A; est
normal et que ses valeurs propres sont isolées de multiplicité 2 quand n = 1), on a (A1) > wess(T1)
et d’apres la définition du rayon essentiel, on déduit que : s(A1) = wess(71). En appliquant notre
résultat principal, on conclut que : wWees(To) = Wess(T1) = s(A1). O
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Comme second exemple, on traite I’équation du mouvement de la poutre de Timoshenko :
pOpu = KOpou — KOpv sur R x (0,4),
LAy = Eldy,v + K(0,u —v) — b(z)0w  sur RY x (0,4), (2.3)
u(t,0) = u(t, ) = v(t,0) = v(t, £) = 0,
oti la fonction u représente le déplacement transversal de la poutre et v 1’angle de rotation du filament
de la poutre, b(x) est une fonction continue sur [0, ¢] telle que : b(x) > by > Osur [0, €] et p, K, I, et I
sont des constantes positives. Le cas de la stabilisation de la poutre de Timoshenko par une seule force
de controle a été considéré par Soufyane [5] (voir la bibliographie qui y est proposée). On présente
une démonstration du résultat de ce dernier utilisant le théoréme 1. Le changement de variables :

/ K BT [ET )
p=— E Oyu+ o, q=/—du+ 0, ¢= —\/TI—\(?IU + o, Y= T J.v + O,
P P p

p
permet de se ramener 2 un systéme du type (1.1) avec : M = diag {,/%7 ,/%I, —,/%, _'/%]’

N = (% %* ) N = ( \/K‘S /21 —_KZZS) /" 21170/ EI), les autres matrices étant définies comme
dans I'exemple précédent.

Snérateur Ao défini sur H = (Lz(O,l))4 est

de

~—

THEOREME 3. — Le Cy-semi-groupe Ty(t
exponentiellement stable si et seulement si

t
09

I preweny
P P’

|
|

—

Démonstration (abrégée). — Si 'I':—p] # %, alors Ny = diag [0, %(I%), 0, %’?] D’apres [3], Lemma 5,
p- 336, on a wee(T1) = s(A;). Un calcul simple montre que s(A;) = 0 ; ce qui prouve que la
condition est nécessaire.

Si % = % , alors la matrice M admet des valeurs propres doubles. On a encore Wess(71p) = wess(71),
ol Tlp(t) est le semi-groupe de générateur A; avec N, diagonale par blocs comme dans (iii) de
I’hypothése (H). On montre ensuite que 7 (¢) est exponentiellement stable. Pour cela, on introduit la
fonction ®.(t) = E(t) + 5[(p, w) — {q.¥) + (p, hp) + (¢, k<p)], pour une solution (p, ¢, q, %), ot A
et k sont deux fonctions C! en z et indépendantes de ¢, et

B(0) = 51917 + lal® + 55 (1P + 117)]

est I’énergie associée a la solution. On vérifie aisément que, pour ¢ > 0 assez petit, il existe deux
constantes positives ciet ¢y telles que ¢ E(t) < ®.(t) < ¢ E(t) et que, d’autre part, il existe h et
k ainsi que ¢ > 0 tels que % D_(t) < —cP(t). On en déduit que : IM > 0 et w > 0 tels que
E(t) < Me @, Vit > 0. 1l s’ensuit que wqes(77) < 0. A P'aide du principe d’invariance de Lasalle
on montre que o(Ag) NiR = &. D ol le résultat. (]
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