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Exercice 1

Soient E et F' des espaces vectoriels normés sur R et f : E — F une application définie sur F.

Les quatre questions sont indépendantes les unes des autres.
1. Quand dit-on que f est différentiable en a € E 7

2. Dans cette question E = F = #,(R) : espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients
réels que 'on munit d’'une norme || || vérifiant | XY < | X| [|IY], V X,Y € 4,(R).

(a) En utilisant seulement la définition de la différentiabilite, montrer que f : A € E+ A2 € E
est différentiable sur E et donner 'expression de sa différentielle.

(b) Rappeler, sans la justifier, la formule donnant la différentielle de I'application A +— A~1,
Montrer que g : A € E + (A71)? € E est différentiable sur un ouvert U C E que 'on précisera
et donner 'expression de sa différentielle sur U.

(¢) Montrer que f est deux fois différentiable sur E et donner I'expression de sa différentielle seconde.

3. Dans cette question « € R, E =R x R?, F = R?, f € ¥!(E) vérifie f(0) = 0 et sa matrice jacobienne

en 0 est donnée par J¢(0) = ( :1 ?) S[ >

(a) Donner I'expression de la différentielle de f en 0.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) du parameétre a U'application dof(0), différentielle partielle de f par
rapport & sa seconde variable du produit R x R?, définit-elle un isomorphisme de R? ?

(c) Enoncer sous sa forme générale, le théoréme des fonctions implicites.
(d) Que permet dans le cas présent d’affirmer ce théoréme 7

Si ¢ désigne la fonction implicite donnée par le théoréme, que vaut dp(0) ?

4. En précisant bien toutes les hypothéses concernant E, F' et f, énoncer sous sa forme la plus générale
I’égalité des accroissements finis.
Cette égalité est-elle encore valable lorsque dim(F') > 1 ? Prouver votre affirmation.



Exercice 2
Soit ., (R) I'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n que I’on munit d’une norme || || vérifiant
XY <X Y], VXY € 4u(R).
Pour X € #,(R), on note Tr(X) la trace de la matrice X.
1. Justifier 'existence d’une constante C' > 0 telle que V X € ., (R), |Tr(X)| < C|X].

2. Montrer que f : X € #,(R) — Tr(X?) € R est différentiable sur .#,(R) et donner I'expression de sa
différentielle.

3. Montrer que V (A, B) € .#,(R) x #(R), |Tr(A2) — Tr(B?)| < 2C max{||A|, | B||} ||A - BJ.

4. Montrer qu’il existe p > 0 tel que f soit contractante sur B,(0) (boule ouverte de centre 0 et de rayon
p de A, (R) pour la norme || ||)

Exercice 3
Soit f € €%(R?) I'application définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = 2* +y* — (z — y)2.
1. Déterminer le gradient de f et en déduire 'expression de sa différentielle.
2. Déterminer les points critiques de f.
3. Etudier la nature du point critique (1, —1)

4. Montrer que les résultats vus en cours ne permettent pas de conclure quant & la nature du point critique
(0,0).

5. Montrer que (0,0) n’est pas un extremum local de f.

Exercice 4
Soit n € N*. On munit R" de la norme euclidienne || ||2, on note (e;)}; sa base canonique et on pose
B={zecR", |z|2<1}, B={z€R", |z|la<1}et S={xcR", |z|2 =1}

Dans la suite, on considére une fonction f : R® — R définie continue sur B et de classe €2 sur B.

(]

no 92
On notera Af = Z g‘é le laplacien de f.
€T
i=1

1. Justifier le fait que f admet sur B un maximum et un minimum.

2. On suppose dans cette question que f est constante sur S.

Montrer que dans ce cas : 3xg € B, df(xg) = 0. (1)

3. On suppose dans cette question que : Yz € B, Af(x) >0 et Jzg € B, Vz € B, f(z) < f(=0).

(a) Soiti € {1,...,n} et g, :t € R~ f(xg+ te;).
Justifier le fait que g; est bien définie dans un voisinage de t = 0, qu’elle y est deux fois dérivable
et vérifie g/ (0) < 0.



(b) Montrer que Af(zg) < 0.
(c) En déduire que si Af > 0 sur B alors f atteint son maximum sur B en un point de S.
. On suppose maintenant que : Yx € B, Af(z) > 0. B
On veut alors montrer que [ atteint encore son mazrimum sur B en un point de S
Pour € > 0, on pose f:(x) = f(z) + e||lz||3 pour tout = € B et on suppose que :
dzg € B, Vz € B, f(x) < f(xg) avec Vz € S, f(x) < f(x0).
(a) Montrer que : Jg¢ > 0, Vo € S, f(x) +c0 < f(20).
(b) En déduire que : Vz € S, fo,(z) < fe (z0)-
c) Justifier que f., € €?(B) et calculer Af.,.
(d)

Utiliser la question 3 pour conclure.

. Application. On suppose que f(z) = 0 pour tout x € S et que Af(z) = 0 pour tout = € B.
Montrer que f(z) = 0 pour tout = € B.

Exercice 5

. Rappeler la définition d’un %'-diffeomorphisme.
. On pose U = R?\{0} et on considére f: U — R? telle que f(z,y) = (22 — y?, 22y).
(a) Montrer que f est un % !-diffeomorphisme local au voisinage de tout Xo = (g, y0) € U (i.e. qu'il

existe un voisinage ouvert Uy C U de X tel que f soit un € *-diffeomorphisme de Uy dans f(Up)).

(b) Quelle formule générale relie la différentielle de f en Xy € U a celle de la bijection réciproque
associée 7 Expliciter cette relation & l'aide des matrices jacobiennes.

(¢) Enoncer le théoréme d’inversion globale.
Montrer que f n’est pas un % '-difféomorphisme global de U sur f(U).

3. Montrer que si une fonction f : R — R est un %'-difféomorphisme local au voisinage de tout réel

alors ¢’est un ¢!-difféomorphisme global de R sur f(R).
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Exercice 1

1. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire et continue L : E — F telle

que

2. (a)

fla+h)— f(a) — Lh

hlim 7 = 0, On note alors df (a) = L € B(E, F) la différentielle de f en a.
E
Pour A, H € E,ona f(A+H)— f(A) = AH+ HA+ H?. Posant LH = AH+HAet R(H) = H?
H

on a alors d'une part L € B(E) et d’autre part |[R(H)| < [|H|? d’ou hm ]ﬁfHH) = 0. Ceci
montre que f est différentiable en A avec pour tout H € E, df (A)H = AH + HA.
Par le cours, A — Inv(A) = A~! est différentiable sur U = GL,(R), ensemble des matrices
inversibles d’ordre n, qui est un ouvert de E, avec pour tout H € E, dInv(A)H = —A"1HA™!.
Ainsi on obtient que g = f o Inv : composée d’applications différentiables et donc différentiable.
On a alors VA€ U,VH € F,
dg(A)H = df (Inv(A))odInv(A)H = df (A™Y)(—A'HA™ ) = A" Y (—ATTHA )+ (—A~THA ) A™!
et donc dg(A)H = —A"Y(A'H + HA71)A~!
Posant f1 : A € E — (A,A) € E x E (linéaire continue donc deux fois différentiable) et fo :
(A,B) € E x E — AB € E (bilinéaire continue donc deux fois différentiable), on obtient que
f = foo f1 est deux fois différentiable sur F.
Pour déterminer 'expression de sa différentielle seconde, on pose g (A) = df (A)H et on a alors
(cours) pour tout K € E, d>f(A)(H,K) = dgu(A)K = gy (K) (puisque gy est linéaire) et donc
d’f(A)(H,K)= HK + KH.

h —h + 2k
On a pour tout h € R, k = (k1, k) € R?, df (0)(h, k) = J;(0) | k1 | = < ! >

k2 —h+ Oék‘z
On a Oy f(0) € Isom(R?) si et seulement si la jacobienne associée est inversible donc si et seulement
sidet( (2) g > # 0 ce qui donne « # 0.
Soit k € N et Ey, Eo, F des espaces de Banach vérifiant dim(E2) = dim(F) si la dimension est
finie, U C By x E3 un ouvert, et f: U — F telle que f € €*+1(U).
S’il existe (zo,yo0) € U tel que f(zo,y0) = 0 et O2f(x0,y0) € Isom(Es, F) alors il existe Uy C E;
voisinage ouvert de xg, Uy C FEs voisinage ouvert de yp et une application ¢ : Uy — Us,

€ Uy x Usy x el
€ €+ (Uy) tels que < (z,y) ) — ( >

pee e ane () o v = (o)
Ici, Iapplication f : R x R? — R? est de classe €' sur R x R? vérifie f(0) = 0 et daf(0) €

Isom(R?). Donc il existe U3 C R voisinage ouvert de 0, Uy C R? voisinage ouvert de 0 et

¢ : Uy — Uy de classe € telle que pour tout (z,y) € Uy x Us, on a (f(:v y) =0<=y= :1:))

om0 )

Par ailleurs, on a dp(0) = ((92 f(0

(

)

Q |[—pol—
Q |rol—

> soit Vh € R, dp(0)h = (



4. Enoncé :
soit E e.v.an, U C E un ouvert et f : E — R définie sur U et a,b € E tels que [a,b] C U. Si f est
continue sur [a, b] et différentiable sur ]a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = df (c)(b — a).
Lorsque dim(F) > 1 :
le résultat n’est plus valable comme le montre la fonction f:t € R — (cos(t),sin(t)) qui est continue
sur [0, 27], dérivable sur ]0, 27| et pour laquelle Ve €]0,27[, f'(¢) # 0 = f(2x) — f(0).

Exercice 2

1. Cette propriété traduit le fait que la trace est continue (puisque linéaire en dimension finie).

2. Par I'exercice 1 question 2a, I'application g : X € #,(R) — X% € .#,(R) est différentiable et pour
tout X, H € #,(R), dg(X)H = XH+ HX.
Donc f = Tr o g est différentiable car Tr I'est (linéaire continue) et g aussi.
De plus, pour tout X, H € .#,(R),

F(X)H =Tr(g(X)) o dg(X)H =Tr(dg(X)H)=Tr(XH+HX)=Tr(XH)+Tr(HX) =2Tr(XH).

3. Fixons A, B € ., (R) arbitraires avec A # B. Alors pour tout X € [A, B], et tout H € #,(R)
|df (X)H| = [2Tr(XH)| < 2C(X]| [|H]],
d’on ||df (X)| < 2C|X]|| < 2CMaz(||A],||B]|) et on conclut par le théoréme des accroissements finis.

4. Puisque f est différentiable, pour qu’elle soit contractante sur B,(0), il suffit que ||df|| < 1 sur B,(0).
Or avec ce qu’on vient de voir, on a ||df (X)|| < 2C| X|| < 2Cp pour tout X € B,(0) et il suffit donc
de prendre p < %

Exercice 3
1. Pour tout (z,y) € R? on a Vf(z,y) = ( %, % )(:c,y) = (42® -2 —-vy), W +2@x—-y) ), et

V(h,k) € R% on a df (x,y)(h, k) = V f(x,y). < Z ) = (423 — 2(x — y))h + (43 + 2(z — y))k.

2. Les points critiques de f sont les solutions de df(z,y) = 0 soit a résoudre 43 — 2(x —y) = 0 et
492 4 2(x —y) = 0. En ajoutant ces 2 équations on trouve que = —y avec donc 223 — 2z = 0 ce qui donne

(.’L‘, y) S {(07 0)7 (L _1)7 (_L 1)}
3.4. La matrice hessienne de f en (z,y) est donnée par

9%f 0% f
dzdy  0y? 2 12y7 =2

10

9 10 ) qui est définie positive (déterminant

Ainsi, pour le point critique (1, —1), on trouve Hf(1,—-1) = <

et trace strictement positifs) et donc il s’agit d’'un minimum.
-2 2
2 =2
que H(0,0) n’est pas définie et on ne peut donc pas conclure directement.

5. Puisque £(0,0) = 0 et que f(z,z) = 22* > 0 et f(x,—2) = 22%(2% — 2) < 0, on obtient que pour tout
r €] — /2,2 non nul, f(z,—x) < £(0,0) < f(z,) et donc (0,0) n’est pas un extremum puisqu’il découle
de cette propriété que pour tout voisinage ouvert V de (0,0), il existe Xg, X1 € V tels que f(Xg) < f(0) et
f(X1) > f(0).

Concernant le point critique (0,0), on a H(0,0) = ( ) dont le déterminant vaut 0 ce qui montre



Exercice 4

1. Puisque f est continue sur B qui est compact, elle y est bornée et atteint ses bornes donc admet sur
B un maximum et un minimum.

3.

. Puisque f est constante sur 5, il existe a € R tel que f = a sur S.

Si f = a sur B alors le résultat est évident.

Si f n’est pas constante puisqu’elle atteint un maximum et un minimum sur B nécessairement au moins
I'un des deux appartient & B. Puisque f est différentiable sur B, un tel point est forcément critique
pour f ce qui montre (1).

(a)

Puisque g € B ouvert, il existe p > 0, By(xg) C B et il suffit donc de choisir t € R tel que
|ltei]| < p donc |t| < p pour que g; est bien définie.

Puisque f € €2(B), et 1; : t — o + te; de classe €2 sur R avec v;(] — p, p[) C B, on a bien que
gi = f o; de classe €2 (donc deux fois différentiable) en ¢t = 0.

Ainsi par hypothese, V|t| < p, f(zo + te;) < f(wo) et donc ¢;(t) < ¢;(0) : t = 0 est donc un
maximum pour g; et donc g/'(0) < 0 (g étant deux fois dérivable).

On a gi(t) = df (zo + te;)e; et puisque f est deux fois différentiable, g7 (t) = d?f(zo + tei)(ei, e;)

n

2 52 n

et donc g/'(0) = d*f(wo)(es, i) = %J;(xo) doit Af(wo) = a{(m) = " g{(0) <0 ce qui est
i -1 9 i=1

impossible puisque par hypothése A f(xg) > 0.

On vient de montrer que si Af > 0 sur B alors le maximum zo de f sur B n’est pas dans B.

Puisque ce maximum existe c’est qu’il est situé sur .S.

Par hypothése, on a Vo € S, f(x) < f(x0).
Or f est continue sur S qui est compact et elle atteint donc un maximum sur S en 1 € S :
Va € S, f(z) < f(a).
Puisque 1 € S, en particulier f(z1) < f(x0), et donc Jgg > 0,V € S, f(x)+ep < f(xp) : il suffit
en effet de choisir 0 < g9 < f(xg) — f(z1) pour avoir f(x)+eo < f(x)+ f(zo) — f(x1) < f(20)+0
pour tout x € S.
On en déduit que Va € S, fe, () :i($)+50||$||% = f(z)+eo0 < f(wo) < f(wo)+eollwol? = fep (z0)-
Donc f,, admet un maximum sur B en g € B.
On a f., € €*(B) car f l'est et © — ||z||2 = z.z l'est aussi car composée de = +— (z,z) (linéaire
continue donc 4?) et du produit scalaire euclidien (bilinéaire continue donc %2).
Calculons alors Af.,(z) pour z € B.

n

On a f.,(z) = f(z) + Z:}:? d’on
trouve Afg, () = Af(a:j)::— 2n.

Par la question 4b, f., admet son maximum sur B en un point zo € B.

Or, f., € €?(B) vérifie Af. (z) = Af(x) + 2n > 0 et donc par la question 3c on en conclut que
fzo admet son maximum sur B en un point zg € S ce qui conduit & une contradiction (puisque
fe, ne peut étre constante). On ne peut donc pas avoir g € B et z9 ¢ S ie dxg € B, Vx €

B, f(z) < f(x0) avec Vz € S, f(z) < f(x0) donc nécessairement zg € S.

i
ox2

k3

Ofe .
8f° (x) = gi (x) + 2z; puis

T

(x) = g—i;(aﬁ) + 2. Ainsi, on

5. OnaAf =0 < (AfZOetAfg()).

Or, si Af > 0 sur B alors f atteint son maximum sur B en un point de S (o1 elle est nulle) et donc
f <0sur B.

De plus, si Af <0 alors A(—f) > 0 et donc — f atteint son maximum sur B en un point de S (o1 elle
est nulle) et donc —f < 0 & savoir f > 0 sur B.

On obtient donc bien que f = 0 sur B.



Exercice 5

1. f est un difféomorphisme sur U ouvert si f € €1(U) est bijective de bijection réciproque ¢! sur f(U).
2. (a) Soit Xg = (.%‘Q,y()) evU.
On a f € ¢'(U) (dérivées partielles continues) de jacobienne Jp(Xy) = < gzo _22;/0 ) , in-
0 0
versible puisque son déterminant vaut 4(z3 + y3) # 0 pour Xo € U. Donc df (Xo) € Isom(R?) et
on peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale qui donne le résultat demandé.
(b) On note g : V = f(U) —» U la bijection réciproque associée. On a dg(f(Xo)) = (df (Xo)) ™" ce
qui se traduit par Jy(f(Xo)) = (Jf(Xo))_l pour les jacobiennes.
(c) Puisque f € €Y(U), on sait qu'elle définit un diffeomorphisme global de U dans f(U) si et
seulement si elle est injective et que df (X) € Isom(R?) pour tout X € U (Th. inversion globale).

Or, pour tout x # 0, on a f(—x,—y) = f(x,y) ce qui montre que f n’est pas injective sur U et
que donc ce n’est pas un difféomorphisme global sur U.

3. Si f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de R alors par le théoréme d’inversion
globale, ce sera un difféeomorphisme global dés lors qu’elle est injective.
Or c’est nécessairement le cas puisque s'il existait a < b réels tels que f(a) = f(b) alors par le théoréme
de Rolle, on aurait 3¢ €]a,b], f'(c) = 0 et f ne serait donc pas un difféeomorphisme local au voisinage
de c.



