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Réesumeé

Dans cette thése nous élargissons le champ d'applicationrsdaodeles ARMA (Auto-
Regressive Moving-Average) vectoriels en considérant desmes d'erreur non corrélés
mais qui peuvent contenir des dépendances non linéairess@eodeles sont appelés des
ARMA faibles vectoriels et permettent de traiter des procesis qui peuvent avoir des
dynamiques non linéaires tres générales. Par oppositiomus appelons ARMA forts
les modeles utilisés habituellement dans la littérature as lesquels le terme d'erreur
est supposé étre un bruit iid. Les modeles ARMA faibles étamn particulier denses
dans I'ensemble des processus stationnaires réguliers,sibnt bien plus généraux que
les modéles ARMA forts. Le probléme qui nous préoccupera adianalyse statistique
des modéles ARMA faibles vectoriels. Plus précisément, reogtudions les problémes
d'estimation et de validation. Dans un premier temps, noustédions les propriétés
asymptotiques de l'estimateur du quasi-maximum de vraisdstance et de l'estimateur
des moindres carrés. La matrice de variance asymptotique des estimateurs est de
la forme "sandwich" := J IJ 1, et peut étre trés di érente de la variance asymp-
totique := 2 J ! obtenue dans le cas fort. Ensuite, nous accordons une attiemt
particuliere aux probléemes de validation. Dans un premieremps, en proposant des
versions modi ées des tests de Wald, du multiplicateur de lgnange et du rapport de
vraisemblance pour tester des restrictions linéaires saslparametres de modeles ARMA
faibles vectoriels. En second, nous nous intéressons austségondés sur les résidus, qui
ont pour objet de véri er que les résidus des modéles estingmt bien des estimations
de bruits blancs. Plus particulierement, nous nous intéresns aux tests portmanteau,
aussi appelés tests d'autocorrélation. Nous montrons que distribution asymptotique
des autocorrelations résiduelles est normalement disttiée avec une matrice de cova-
riance di érente du cas fort (c'est-a-dire sous les hypotises iid sur le bruit). Nous en
déduisons le comportement asymptotique des statistiguesnmanteau. Dans le cadre
standard d'un ARMA fort, il est connu que la distribution asymptotique des tests
portmanteau est correctement approximée par un chi-deux.dbs le cas général, nous
montrons que cette distribution asymptotique est celle dine somme pondérée de chi-
deux. Cette distribution peut étre tres di érente de I'approximation chi-deux usuelle du
cas fort. Nous proposons donc des tests portmanteau modi psur tester l'adéquation
de modeéles ARMA faibles vectoriels. En n, nous nous sommegéressés aux choix des
modeéles ARMA faibles vectoriels fondé sur la minimisation'eh critére d'information,



notamment celui introduit par Akaike (AIC). Avec ce critere, on tente de donner une
approximation de la distance (souvent appelée informatiode Kullback-Leibler) entre
la vraie loi des observations (inconnue) et la loi du modélstemé. Nous verrons que le
critere corrigé(AIC ;) dans le cadre des modeles ARMA faibles vectoriels peut, lasay
étre tres di érent du cas fort.

Mots-clés :  AIC, autocorrelations résiduelles, estimateur HAC, estinateur spectral, infor-
mation de Kullback-Leibler, modéles VARMA faibles, forme é&helon, processus non linéaire,
QMLE/LSE, représentation structurelle des modéles VARMA, test du Multiplicateur de La-
grange, tests portmanteau de Ljung-Box et Box-Pierce, test duapport de vraisemblance, test
de Wald.



Abstract

The goal of this thesis is to study the vector autoregressivenoving-average
(V)JARMA models with uncorrelated but non-independent erro terms. These models
are called weak VARMA by opposition to the standard VARMA moctls, also called
strong VARMA models, in which the error terms are supposed tbe iid. We relax the
standard independence assumption, and even the martingaleerence assumption, on
the error term in order to be able to cover VARMA representatins of general nonli-
near models. The problems that are considered here conceftre tstatistical analysis.
More precisely, we concentrate on the estimation and valilan steps. We study the
asymptotic properties of the quasi-maximum likelihood (QME) and/or least squares
estimators (LSE) of weak VARMA models. Conditions are giverfor the consistency
and asymptotic normality of the QMLE/LSE. A particular atte ntion is given to the
estimation of the asymptotic variance matrix, which may be ery di erent from that
obtained in the standard framework. After identi cation and estimation of the vec-
tor autoregressive moving-average processes, the next orant step in the VARMA
modeling is the validation stage. The validity of the di erent steps of the traditional
methodology of Box and Jenkins, identi cation, estimationand validation, depends on
the noise properties. Several validation methods are stwdi. This validation stage is not
only based on portmanteau tests, but also on the examinatioof the autocorrelation
function of the residuals and on tests of linear restrictiomon the parameters. Modi ed
versions of the Wald, Lagrange Multiplier and Likelihood R&o tests are proposed for
testing linear restrictions on the parameters. We studiedhte joint distribution of the
QMLE/LSE and of the noise empirical autocovariances. We threderive the asympto-
tic distribution of residual empirical autocovariances ad autocorrelations under weak
assumptions on the noise. We deduce the asymptotic distritbon of the Ljung-Box (or
Box-Pierce) portmanteau statistics for VARMA models with ronindependent innova-
tions. In the standard framework (i.e. under the assumptionf an iid noise), it is shown
that the asymptotic distribution of the portmanteau tests is that of a weighted sum of
independent chi-squared random variables. The asymptotitistribution can be quite
di erent when the independence assumption is relaxed. Caguently, the usual chi-
squared distribution does not provide an adequate approxmtion to the distribution
of the Box-Pierce goodness-of t portmanteau test. Hence waopose a method to ad-
just the critical values of the portmanteau tests. Finally,we considered the problem of



orders selection of weak VARMA models by means of informaticcriteria. We propose
a modi ed Akaike information criterion (AIC).

Keywords :  AIC, Box-Pierce and Ljung-Box portmanteau tests, Discrepang, Echelon form,
Goodness-of- t test, Kullback-Leibler information, Lagrange Multiplier test, Likelihood Ratio
test, Nonlinear processes, Order selection, QMLE/LSE, Rédual autocorrelation, Structural
representation, Weak VARMA models, Wald test.
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Chapitre 1

Introduction

Lorsque I'on dispose de plusieurs séries présentant desaléances temporelles ou
instantanées, il est utile de les étudier conjointement ered considérant comme les
composantes d'un processus vectoriel (multivarié).

1.0.1 Concepts de base et contexte bibliographique

Dans la littérature économétrique et dans l'analyse des $&s temporelles (chrono-
logiques), la classe des modéles autorégressifs moyennebiles vectoriels (VARMA
pour Vector AutoRegressive Moving Average) (voir Reinsel, 997, Litkepohl, 2005) et
la sous-classe des modeles VAR (voir Litkepohl, 1993) sortilisées non seulement
pour étudier les propriétés de chacune de ces séries, maissapour décrire de possibles
relations croisées entre les di érentes séries chronolpges. Ces modéles VARMA oc-
cupent une place centrale pour la modélisationdes séries temporelles multivariées. lls
sont une extension naturelle des modeles ARMA qui constitoiela classe la plus utili-
sée de modeles de séries temporelles univariées (voir Bvwadk et Davis, 1991). Cette
extension pose néanmoins des problemes ardus, comme pamgie, l'identi cation et
I'estimation des paramétres du modéle et suscite des axes réeherches spéci ques,
comme la cointégration (voir Lutkepohl, 2005). Ces models®nt généralement utilisés
avec des hypotheses fortes sur le bruit qui en limitent la géralité. Ainsi, nous appe-
lons VARMA forts les modeles standard dans lesquels le terndkerreur est supposé

1. Opération par laquelle on établit un modele d'un phénomeée, a n d'en proposer une représenta-
tion qu'on peut interpréter, reproduire et simuler. Par ail leurs, modele est synonyme de théorie, mais
avec une connotation pratique : un modéle, c'est une théorierientée vers I'action a laquelle elle doit
servir. En clair, elle permet d'avoir un apercu théorique dune idée en vue d'un objectif concret.



Chapitre 1. Introduction 2

étre une suite indépendante et identiquement distribuéd.€. iid), et nous parlons de
modeles VARMA faibles quand les hypothéses sur le bruit somtoins restrictives. Nous
parlons également de modeéle semi-fort quand le bruit est qugsé étre une di érence de
martingale. Plusieurs formulations VARMA ont été introduites pour décrire di érents
types de séries temporelles multivariées. L'une des forratibns les plus générales et les
plus simples est le modéle VARMA structurel sans tendanceigant

Xo Xo
AooXt AoiXt i = Boo t Boi ¢ j; 8t2Z (1.1)
i=1 j=1
ou X; = (Xqy;::: ;th)0 (on notera par la suiteX = (X)) est un processus vectoriel

dire une suite de variables aléatoires centréels ( = 0), non corrélées, avec une matrice
de covariance non singuliere o.

La représentation (L.1) est dite réduite lorsque I'on supposé\gg = Bgo = g, €t
structurelle dans le cas contraire. Les modeéles structusepermettent d'étudier des
relations économiques instantanées. Les formes réduitestsplus pratiques d'un point
de vue statistique, car elles donnent les prévisions de clhi@gcomposante en fonction
des valeurs passées de lI'ensemble des composantes.

A n de donner une dé nition précise d'un modele linéaire et an linéaire d'un pro-
cessus, commencons par rappeler la décomposition de Wol838) qui arme que si
(Z;) est un processus stationnaire, purement non déterministi,peut étre représenté
comme une moyenne mobile in niei(e. MA (1 )) (voir Brockwell et Davis, 1991, pour
le cas univarié). Les arguments utilisés s'étendent direghent au cas multivarié (voir
Reinsel, 1997). Ainsi tout processu¥X = ( X;) de dimensiond veéri ant les conditions
ci-dessus admet une représentation MA ) vectorielle

Xt = S, (12)

ou P ‘1=o k ‘k? < 1. Le processuq ;) est l'innovation linéaire du processu . Nous

parlons de modéles linéaires lorsque le processus d'intiova ( ;) est iid et de modeéles
non linéaires dans le cas contraire. Dans le cadre univari@kcg, Roy et Zakoran (2005),
Francq et Zakoian (1998) ont montré qu'il existe des procass tres variés admettant,

a la fois, des représentations non linéaires et linéaires gpe ARMA, pourvu que les

hypotheses sur le bruit du modele ARMA soient su samment peuestrictives. Relacher

cette hypothése permet aux modeles VARMA faibles de couvrime large classe de
processus non linéaires.
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Pour les applications économétriques, le cadre univariét @ées restrictif. Les séries
économiques présentent des interdépendances fortes renaetcessaire I'étude simulta-
née de plusieurs séries. Le développement de la littératuser la cointégration (fondée
sur les travaux du prix Nobel d'économie Granger) atteste démportance de cette
problématique. Parmi les modéles pouvant étre ajustés auqmessus d'innovation li-
néaire, dont les autocorrélations sont nulles mais qui peutéanmoins présenter des
dépendances temporelles, nous pouvons citer les modélesm@gressifs conditionnelle-
ment hétéroscédastiques (ARCH) introduits par Engle (1982t leur extension GARCH
(ARCH généralisés) due a Bollerslev (1986). Contrairememtux modéles ARMA, les
extensions des modéles GARCH au cadre multivarié ne sont piieectes. Il existe dans
la littérature di érents types de modéles GARCH multivariés (voir Bauwens, Laurent et
Rombouts, 2006), comme le modéle a corrélation conditiorleeconstante proposé par
Bollerslev (1988) et étendu par Jeantheau (1998). Les sé&rigénérées par ces modeles
sont des di érences de martingales et sont utilisés pour d@e des séries nancieres.
Pour la modélisation de ces séries nancieres, d'autres nads peuvent étre utilisés,
comme par exemple les modéles all-pass (Davis et Breidt, 8DQui génerent aussi des
séries non corrélées mais qui ne sont pas en général des dnées de martingales.

De nombreux outils statistiques ont été développés pour Halyse, I'estimation et
I'interprétation des modeles VARMA forts (voir e:g: Chitturi (1974), Dunsmuir et Han-
nan (1976), Hannan (1976), Hannan, Dunsmuir, et Deistler €B0), Hosking (1980,
1981a, 1981b), Kascha (2007), Li et McLeod (1981) et ReindBasu et Yap (1992)). Le
probleme, qui nous préoccupera, sera l'analyse statistiejdes modéles VARMA faibles.
Le principal but de cette thése est d'étudier I'estimation la validité d'outils statis-
tiques dans le cadre des modéles VARMA faibles et d'en progogies extensions. Les
travaux consacrés a l'analyse statistique des modeles VARMaibles sont pour I'heure
essentiellement limités au cas univarié. Sous certaineployhéses d'ergodicité et de mé-
lange, la consistance et la normalité asymptotique de I'éstateur des moindres carrés
ordinaires ont été montrés par Francq et Zakoian (1998). llestrouve que la précision
de cet estimateur dépend de maniére cruciale des hypothéefates sur le bruit. Il est
donc nécessaire d'adapter la méthodologie usuelle d'esdition de la matrice de variance
asymptotique comme dans Francq et Zakoian (2000). Parmi lasitres résultats statis-
tiques disponibles, signalons des travaux importants sug tomportement asymptotique
des autocorrélations empiriques établis par Romano et Thdis (1996). Ces auteurs ont
également introduits des processus non corrélés mais dépaens et qui peuvent étre
étendus au cas multivarié. Signalons aussi les travaux impants sur les gains d'ef-
cacité des estimateurs de type GMM obtenus par Broze, Fraigcet Zakoian (2001),
sur l'utilisation des tests portmanteau par Francq, Roy et dkoian (2005), sur les tests
de linéarité et I'estimation HAC de modeles ARMA faibles parFrancq, et Zakoian
(2007) et sur l'utilisation d'une méthode d'estimation bade sur la régression proposée
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par Hannan et Rissanen (1982) dans un cadre semi-fort. En dyse multivariée, des
progres importants ont été réalisés par Dufour et Pelletig2005) qui ont proposé une
généralisation de la méthode d'estimation basée sur la régsion introduite par Han-
nan et Rissanen (1982) et étudié les propriétés asymptotiegi de cet estimateur. lls ont
également proposé un critéere d'information modi € conveent pour la sélection des
modeéles VARMA faibles

1+
logdet™ dim( )%; > 0

qui est aussi une extension de celui Hannan et Rissanen (19&2ar ailleurs, Francq et
Raissi (2007) ont étudié des tests portmanteau d'adéquatiale modeles VAR faibles.

1.0.2 Représentations VARMA faibles de processus non li-
néaires

Cette thése se situe dans la continuité des travaux de rechie cités précédemment.
Parmi la grande diversité des modeles stochastiques de sgriemporelles a temps dis-
cret, on distingue, et on oppose parfois, les modeéles liméai et les modeles non linéaires.
En réalité ces deux classes de modéles ne sont pas incompegilet peuvent méme étre
complémentaires. Les fervents partisans des modeéles nogdiires, ou de la prévision non
paramétrique, reprochent souvent aux modéles linéaires MA (AutoRegressive Mo-
ving Average) d'étre trop restrictifs, de ne convenir qu'a o petit nombre de séries. Ceci
est surtout vrai si on suppose, comme on le fait habituellemig des hypotheses fortes
sur le bruit qui intervient dans I'écriture ARMA. Des procesus trés variés admettent,
a la fois, des représentations non linéaires et linéaires gpe ARMA, pourvu que les
hypotheses sur le bruit du modele ARMA soient su samment peuestrictives. On parle
alors de modéles ARMA faibles. L'étude des modéles ARMA fédls a des conséquences
importantes pour l'analyse des séries économiques, polsgeelles de nombreux travaux
ont montrés que les modeles ARMA standard sont mal adaptés.

Interprétations des représentations linéaires faibles

Sidans (L.1), = ( ) est un bruit blanc fort,? a savoir une suite de variables iid,
alors on dit queX = ( X;) est un modele VARMA(po; @) structurel fort. Sil'on suppose
que est une di érence de martingale? alors on dit que X admet une représentation

2. Voir Remarque 1.13 de l'annexe pour la dé nition.
3. Voir Dé nition 1.11de l'annexe.
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VARMA (po; p) structurelle semi-forte. Et si on suppose simplement queest un bruit
blanc faible,* mais qu'il n'est pas forcément iid, ni méme une di érence de antingale,
on dit que X admet une représentation VARMApo; ¢p) structurelle faible. Ainsi la
distinction entre modéle VARMA(po; @) structurel fort, semi-fort ou faible n'est donc
gu'une question d'hypothése sur le bruit. En plus, du fait ge la contrainte sur est
moins forte pour un modeéle structurel faible que pour un moé structurel semi-fort
ou fort, il est clair que la classe des modeles VARMpBy; ) structurels faibles est la
plus large. Nous en déduisons la relation suivante

fVARMA fortsg f VARMA semi-fortsg f VARMA faiblesg:

SoitHy (t 1) I'espace de Hilbert engendré par les varia]ples aléatoirés 1; X 2111,
Cet espace contient les combinaisons linéaires de la formé’;1 Ci X i et leurs limites
en moyenne quadratique. NotonE x (t 1) la tribu engendrée parX; 1;X; 2;:::. Nous
appelleronsHy (t 1) le passé linéaire d&X; et Fx (t 1) sera appelé le passé dk;.
Il est parfois pratique d'écrire I'équation (L.1) sous la forme compacte

A(L)X = B(L) «

ou L ESt l'opérateur retard (.e. X; 1 = LX;  « = LX { pour tout t;k 2 Z); A(z) =
Ag 0. Aiz'" est le polyndme VAR etB(z) = By {2, BjZ est le polynome MA
vectoriel. Notons pardet( ), le déterminant d'une matrice carrée. Pour I'étude des sés
chronologiques, la notion de stationnarité faible conduit a imposer des contraintes
sur les racines des polynémes VAR et MA vectoriel. Si les raes dedetA(z) = 0
sont a I'extérieur du disque unité, alorsX; est une combinaison linéaire de;  1;:::
(cette combinaison est une solution non anticipative ou caale de (.1)). Si les racines
de detB(z) = 0 sont a l'extérieur du disque unité, alors; peut s'écrire comme une
combinaison linéaire deXy; X 1;::: (I'équation (1.1) est dite inversible). Les deux
hypotheses précédentes sur les polyndmes VAR et MA vectbseront regroupées dans
I'nypothése suivante

Hi: detA(z)detB(z)=0)j z > 1.
Sous I'hypothéseH 1, le passé (linéaire) deX coincide donc avec le passé (linéaire) de

Fx(t 1)=F(t 1); Hx(t 21)=H({ 1)
Si en plus, est un bruit blanc faible, on en déduit que la meilleure présion deX; est
une fonction linéaire du passeé

xXP Xxa
AooEfxthx(t 1)g = BooEf tJH (t 1)g+ Ao Xt Boi ¢ i
i=1 j=1
xXP Xa
= Ao Xt Boi t j:
i=1 j=1

4. Voir Dé nition 1.8 de l'annexe.
5. Voir Dé nition 1.7 de I'annexe.
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Le bruit s'interpréte donc comme une normalisation du processus desovations
linéaires deX :
t = BoolAOO Xy EfXyHx(t 1)g):

Lorsque la forme VARMA est réduite, c'est-a-dire quanddgg = By = g4, alors
coincide précisément avec l'innovation linéairX; E fXHyx(t 1)g. Ainsi dans un
modele VARMA faible on suppose simplement que le terme d'eur est l'innovation
linéaire. Par contre, dans un modeéle VARMA (semi-)fort on supose que le terme
d'erreur est l'innovation forte :

t = BoolAOO (X¢ EfXiFx(t 1)g): (1.3)

Ceci revient donc a dire que le meilleur prédicteur d¥; est une combinaison linéaire
des valeurs passées, que I'on obtient en déroularit.1). C'est évidemment une hypo-
these extrémement restrictive car, au sens des moindresréat la meilleure prévision
de X; est souvent une fonction non linéaire du passeé &e L'hypothese (1.3) est cepen-
dant d'usage courant pour le traitement statistique des mades VARMA. Ceci permet
d'utiliser la théorie asymptotique des martingales (HalleHeyde, 1980) : lois des grands
nombres, théoreme de la limite centrale,: :. Ceci met néanmoins l'accent sur un défaut
majeur du modéle VARMA (semi-)fort : il est peu plausible pouun certain nhombre
de séries temporelles car il est souvent peu réaliste de sapgr a priori que le meilleur
prédicteur est linéaire.

Approximation de la décomposition de Wold

Au moins comme approximation, sous certaines hypotheses gularité, les mo-
deles VARMA faibles sont assez généraux car, comme nous ralde voir dans cette
partie, I'ensemble des processus VARMA faibles est densendd'ensemble des proces-
sus stationnaires au second ordre. Rappelons que, sous kagothéses de 1.2), nous
avons %

Xy = Tt
'=0

ou ( {) est le processus des innovations linéaires du procesgig). Ainsi pour approxi-
mer le processu$X.), considérons le processus suivant

Yo

Xe(@)= ottt IR

=1
Il est important de remarquer que( ;) est aussi le processus des mnovatlorfgs linéaires de
(X¢(tp)) sidet ( z) ases racines a I'extérieur du disque unité, of1 z) = o+ *, iz
Si ce n'est pas le cas, il faut changer le bruit et les coe ci¢émn des matrices pour
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obtenir la représentation explicite. Le processuéX.((p)) est une MA () vectorielle
faible car X(op) et(f(t n(Gp) sont non corrélés pourh > qgo. Notons k k, la norme

Bé nie par kZk, = E kZk? ou Z est un vecteur aléatoire de dimensiod. Comme
',k ‘k*< 1, nous avons

X
kX((p) Xk;=Ek K> Kk k! 0 quand o'l

i>q o

Par conséquent I'ensemble des moyennes mobiles nies fagest dense dans I'ensemble
des processus stationnaires au second ordre et réguliesnhéme propriété est évidem-
ment vraie pour lI'ensemble des modéles VARMA faibles. Tri@iement, en suivant le
principe de parcimonie qui nous fait préférer un modele aveeoins de parameétres, on
utilise plutét les modéles VARMA qui permettent parfois d'dtenir la méme précision
en utilisant moins de parameétres. Ainsi le modéle linéairel (2), qui regroupe les mo-
deles VARMA et leurs limites, est tres général si le terme dieur . correspond a ce
qui n'est pas prévu linéairement, il est par contre peu réalie si le terme d'erreur est
ce que l'on ne peut prévoir par aucune fonction du passe.

Agrégation temporelle des modeles VARMA faibles

La plupart des séries économiques, et plus particulieremides séries nanciéres,
sont analysées a di érentes fréquences (jour, semaine, Byai: ). Le choix de la fréequence
d'observation a souvent une importance cruciale quant auxgpriétés de la série étudiée
et, par suite au type de modele adapté. Dans le cas des modé&SRCH, les travaux
empiriques font généralement apparaitre une persistanckip forte lorsque la fréquence
augmente.

Du point de vue théorique, le probleme de l'agrégation tempelle peut étre posé
de la maniére suivante : étant donnés un process(i%;) et un entier m, quelles sont
les propriétés du processus échantillonn& ) (i.e. construit a partir de (X;) en ne
retenant que les dates multiples den) ? Lorsque, pour tout entierm et pour tout modéle
d'une classe donnée, admettartX;) comme solution, il existe un modéle de la méme
classe dont(X ) soit solution, cette classe est dite stable par agrégatioerporelle.

Un exemple trés simple de modele stable par agrégation temelte est évidemment
le bruit blanc (fort ou faible) : la propriété d'indépendane (ou de non corrélation) sub-
siste lorsque I'on passe d'une fréguence donnée a une frégaeplus faible. Par contre,
les modeles ARMA au sens fort ne sont généralement pas staber agrégation tem-
porelle. Ce n'est qu'en relachant I'hypothése d'indépendae du bruit (ARMA faibles)
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qu'on obtient I'agrégation temporelle (voir Drost et Nijman (1993) pour le cas univarié
de processus GARCH, Nijman et Enrique (1994) pour une exteas au cas multivarié).

Exemples de processus ARMA forts vectoriels admettant une r eprésentation
faible

Certaines transformations de processus VARMA forts, comnpar exemple des agreé-
gations temporelles, des échantillonnages ou encore demnsformations linéaires plus
générales, admettent des représentations VARMA faiblesek exemples suivants illus-
trent le cas ou I'on considére des sous vecteurs du processbiserve.

Exemple 1.1. Soit un processugX;) de dimensiond = d; + d, qui satisfait un modeéle

VARMA (1; 1) fort de la forme
! ! ! !

X1t _ Od, o, A1 X1t 1 . 1t

Xot Ay Ap IX2t 1 T
Od, o Ou o, 1t 1 .
BZl Odz do 2t 1

ou X¢; 1t (resp. Xz2¢; 2¢) sont des vecteurs de dimensiod; (resp. d,) et les matrices
A1o; Asr; Ax et Boy sont de tailles appropriées. Si I'on suppose que= ( $,; gt)o est

un bruit blanc fort de matrice variance-covariance
I

11 Od1 do
O4, d 22

alors X, satisfait le modéle VAR?2) suivant
Xot = AppXor 1+ AxiAXor 2+

ou = ,¢+(A2 Bji) 1t 1 est non corrélé. Cependant des que I'on suppose qu'l
existe une dépendance entre; et 1, et queA,; 6 B,y le processug ;) n'est plus un
bruit blanc fort.

Contribution de la these

L'objectif principal de la these est d'étudier dans quelle ssure les travaux cités
précédemment sur l'analyse statistique des modéles ARMA pp@nt s'étendre au cas
multivarié faible. En particulier, nous étudions de quellananiére il convient d'adapter
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les outils statistiques standard pour I'estimation et l'iierence des modéles VARMA
faibles.

Le deuxiéme chapitre est consacré a établir les propriétésymptotiques des estima-
teurs du quasi-maximum de vraisemblance (en anglais QMLE} des moindres carrés
(noté LSE pour Least Squares Estimator), an de les comparex celles du cas stan-
dard. Ensuite, nous accordons une attention particuliere Bestimation de la matrice
de variance asymptotique de ces estimateurs. Cette matriest de la forme "sandwich"

= J J 1, etpeut étre trés di érente de la variance asymptotique stadard, dont la
forme est :=2 J 1. Enn des versions modi ées des tests de Wald, du multiplicaeur
de Lagrange et du rapport de vraisemblance sont proposéesiptester des restrictions
linéaires sur les paramétres libres du modele.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons de facon plustalllée le probleme de
I'estimation de la matrice de variance asymptotique des estimateurs QML/LS d'un
modele VARMA sans faire I'hypothese d'indépendance habille sur le bruit. Dans un
premier temps, nous proposons une expression des dérivées reésidus en fonction des
paramétres du modéle VARMA. Ceci nous permettra ensuite deodner une expression
explicite des matricesl et J impliquées dans la variance asymptotique, en fonction
des parameétres des polynémes VAR et MA, et des moments d'oeddeux et quatre du
bruit. En n nous en déduisons un estimateur de , dont nous établissons la convergence.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons au prahke de la validation des
modeles VARMA faibles. Dans un premier temps, nous étudiote distribution asymp-
totique jointe de I'estimateur du QML et des autocovariance empiriques du bruit. Ceci
nous permet d'obtenir les distributions asymptotiques deautocovariances et autocor-
rélations résiduelles. Ces autocorrélations résiduellssnt normalement distribuées avec
une matrice de covariance di érente du cas iid. Enn, nous diiisons le comporte-
ment asymptotique des statistiques portmanteau. Dans le dee standard (c'est-a-dire
sous les hypotheses iid sur le bruit), il est connu que la digiution asymptotique des
tests portmanteau est approximée par un chi-deux. Dans lesgénéral, nous montrons
que cette distribution asymptotique est celle d'une sommeopdérée de chi-deux. Cette
distribution peut étre tres di érente de I'approximation chi-deux usuelle du cas fort.
Nous en déduisons des tests portmanteau modi és pour test&xdéquation de modéles
VARMA faibles.

Le cinquiéme chapitre est consacré au probléme trés impantale sélection de mo-
deles en séries chronologiques. Depuis des années, ce chdenpecherche suscite un
intérét croissant au sein de la communauté des économetrésdes statisticiens. En
attestent les nombreuses publications scienti ques dang cdomaine et les di érents



Chapitre 1. Introduction 10

champs d'application ouverts. Les praticiens se sont toujos trouvés confrontés au
probleme du choix d'un modeéle adéquat leur permettant de déi@ le mécanisme ayant
généré les observations et de faire des prévisions. Ces tjoles concernent les di érents
domaines d'application des séries temporelles, tels que dammunication, la clima-
tologie, I'épidémiologie, les systémes de contrdle, |'éamétrie et la nance. An de
résoudre ce probleme de choix de modeéles, nous proposonsmadi cation du critére
d'information de Akaike (AIC pour Akaike's Information Criterion). Ce AIC modi é
est fondé sur une généralisation du critere AIC corrigé imtduit par Tsai et Hurvich
(1989).

Nous illustrons en n nos résultats sur des études empirigsebasées sur des ex-
périences de Monte Carlo. Les logiciels de prévision quiligént la méthodologie de
Box et Jenkins (identi cation, estimation et validation de modéles ARMA forts) ne
conviennent pas aux ARMA faibles. Il nous faudra donc déterimer comment adapter
les sorties de ces logiciels.

Le dernier chapitre propose des perspectives pour des dépplement futurs.

Nous présentons maintenant nos résultats de facon plus diéte.

1.1 Resultats du chapitre 2

L'objectif de ce chapitre est d'étudier, dans un premier teps, les propriétés asymp-
totigues du QMLE et du LSE des paramétres d'un modéle VARMA s faire I'hy-
pothese d'indépendance sur le bruit, contrairement a ce gesst fait habituellement
pour l'inférence de ces modeles. Relacher cette hypothéserpet aux modeles VARMA
faibles de couvrir une large classe de processus non lingsirEnsuite, nous accordons
une attention particuliére a l'estimation de la matrice de @riance asymptotique de
forme "sandwich" := J IJ 1. Nous établissons la convergence d'un estimateur de

. Enn, des versions modi ées des tests de Wald, du multiplateur de Lagrange et
du rapport de vraisemblance sont proposées pour tester destrictions linéaires sur les
parametres libres du modéle.
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1.1.1 Estimation des parameétres

Pour l'estimation des paramétres, nous utiliserons la métide du quasi-maximum
de vraisemblance, qui est la méthode du maximum de vraiserabte gaussien lorsque
I'nypothése de bruit blanc gaussien est relachée. Nous métons l'estimation du modéle

processus vectoriel stationnaire au second ordre, a valgeugelles. Le terme d'erreur
t = ( 10 X dt)o est une suite de variables aléatoires centrées, non coresléavec
une matrice de covariance non singuliere. Les parametres sont les coe cients des

Avant de détailler la procédure d'estimation et ses propriés, nous étudions quelles
conditions imposer aux matricesA;, B; et an d'assurer l'identi bialit¢ du modele,
c'est-a-dire l'unicité des(py + qp + 3) d? paramétres du modeéle. Nous supposons que ces
matrices sont paramétrées suivant le vecteur des vraies eats des parameétres noté.
Nous notonsAg = Ai(#o), 1 2f1;:::;p00, Bj = Bj(#0),] 2f 115, pget o= ( #o),

oll #, appartient a I'espace compact des paramétres R, et ko est le nombre de
parameétres inconnus qui est inférieur oo+ ¢p+3) d2. Pour tout # 2, nous supposons

admettent des dérivées continues d'ordrg.

Conditions d'identi abilité

Pour la suite, oS noton_sAi(#), B (#) et q:,#) par A, B; et . Soit les poly-
némesAx(z) = Ag P Aiz' et B4(2) = By . BiZ'. Dans le cadre de modeles
VARMA (po; i) structurels, I'nypothéseH; qui assure que les polyndomea;, (z) et
B4,(z) n'ont pas de racine commune, ne sut pas a garantir l'identi abilité du para-
metre, c'est-a-dire a garantir que seule la valeuf = #, satisfasseA;(L)X; = Bx(L) +:
On suppose donc que

H,: pour tout # 2  tel que# 6 #y, soit les fonctions de transfert

Ao 'BoB, 1 (2)Ax(2) 8 Ay BooB, (2)Ax,(2z) pourunz2 C

ou
A,'Bo BJA, g Ao Boo oBgvoolo:

Cette condition équivaut a I'existence d'un opérateutJ(L) tel que
Ax(L) = U(L)Ax(L); Ao = U(1)Ag; Bx(L) = U(L)By,(L) et By = U(1)Bp:

On dit que U(L) est unimodulaire sidetf U(L)g est une constante non nulle. Lorsque les
seuls facteurs communs a deux polyndmegL) et Q(L) sont unimodulaires, c'est-a-dire
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Si
P(L) = U(L)P.(L); Q(L) = U(L)Qu(L) =) detfU(L)g= cste60;

on dit que P(L) et Q(L) sont coprimes a gauche (en anglais left-coprime). Diverspiys
de conditions peuvent étre imposées pour assurer l'iderabilité (voir Reinsel, 1997,
p. 37-40, ou Hannan (1971, 1976), Hannan et Deistler, 1988cson 2.7). Pour avoir
identi abilité, il est parfois nécessaire d'introduire ds formes plus contraintes, comme
par exemple la forme échelon. Pour des renseignements campntaires sur les formes
identi ables, et en particulier la forme échelon, on peut paexemple se référer a Hannan
(1976), Hannan et Deistler (1976), Dufour J-M. et PelletieD. (2005), Lutkepohl (1991,
p. 246-247 et 289-297, 2005, p. 452-453 et 498-507) et Re&i(i€97).

Dé nition de l'estimateur du QML

Pour des raisons pratiques, nous écrivons le modele soussané réduite

)()0 1 )QO 1 1 1
Xy ApgAiXi i = & Ao BOj B oo Aoco& iv &= Ao Boo t:

i=1 j=1

On dispose d'une observation de longueur; X ;:::;X,. Pour 0<t n et pour tout
#2 , les variables aléatoires (#) sont dé nies récursivement par

Xo Xo
&(#) = X; A 'AX, i+ Ay'BiBotAce (#);
i=1 i=1
ou les valeurs initiales inconnues sont remplacées par zéney(#) = =€ #) =
Xo = = X1 p, = 0. Nous montrons que, comme dans le cas univarie, ces valeurs

initiales sont asymptotiquement négligeables et, en pactilier, quee&(#,) e ! 0

presque slrement quand ! 1 . Ainsi, le choix des valeurs initiales est sans e et sur

les propriétés asymptotiques de I'estimateur. La quasi-atisemblance gaussienne s'écrit
A4

oy (2)02 det .

o) = op e el

oll ¢= o(#)= A,'Bo B2A,Y: Un estimateur du QML de#, est dé ni comme toute
solution mesurablef?, de

. _ 2
fo = argmax Lo (#) =argmin 7(#); (¥ = = log Ty (#):
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Propriétés asymptotiques de I'estimateur du QML/LS

A n d'établir la convergence forte de I'estimateur du QML, i est utile d'approxi-
mer la suite (&(#)) par une suite stationnaire ergodique. C'est ainsi que nouaisons
I'nypothése d'ergodicité suivante

Hs: Le processug ) est stationnaire et ergodique.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de convergefarge suivant.

Théoréme 1.1. (Convergence forte)  Sous les hypothesell;, H, et H3, soit (X;)
une solution causale ou non anticipative de I'équationl(1) et soit (#n) une suite d'es-
timateurs du QML. Alors, nous avons presque siremei, | #, quandn ! 1

Ainsi comme dans le cas ou le processus des innovations estbanit blanc fort,
nous obtenons la consistance forte de I'estimatedy, dans le cas faible.

Nous montrons ce théoréme en appliquant le théoreme12°, les conditions
d'identi abilité et l'inégalité élémentaire Tr (A B) logdet(A B)  Tr(A 'A)
log det(A *A) = d pour toute matrice symétriqgue semi-dé nie positive de taiéd d.

L'ergodicité ne sut pas pour obtenir un théoréme central Imite (noté TCL dans
la suite). Pour la normalité asymptotique du QMLE, nous avos donc besoin des hypo-
theses supplémentaires. Il est d'abord nécessaire de suggrague le parametref, n'est
pas situé sur le bord de I'espace compact des parameétres

Hy: Nous avonst#y 2 , ou est l'intérieur de
Nous introduisons les coe cients de mélange fort d'un prossus vectorielX = ( Xy)
dé nis par

x (h) = sup iP(A\ B) P(AP(B)j:
A2 (Xu; 1);B2 (Xu; t+h)

On dit que X est fortement mélangeant si x (h) ! Oquandh!1 . Nous considérons
I'nypothése suivante qui nous permet de contrdler la dépeadce dans le temps du
processuy ).

Hs: Il existe un réel > O0tel que Ek (k*? < 1 et les coe cients de

mélange du processug;) veri ent LO f (kg < 1.
Notons que d'apres I'hypothesed ; et I'équation (1.1), le processugX;) peut s'écrire
comme une combinaison linéaire deg;  1;:::, ce qui implique, d'aprésH s que le pro-
cessugX;) est mélangeant. Cette hypotheskl 5 est donc plus faible que I'hypothése de
bruit blanc fort de point de vue de la dépendance. D'autre parnous faisons I'hypothése
d'existence de moments d'ordrel* (supérieur a quatre), c'est-a-direEk k**? < 1

6. Théoreme ergodique, voir annexe.
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pour un réel > 0, qui est légérement plus forte que I'hypothese d'existenck® mo-
ments d'ordre 4 qui est faite dans le cas standard. Etant donné I'hypothéde, sur les
racines des polynémes, il est clair que les hypothéses de motrEk k*2? < 1 et
EkX:k*? < 1 sont équivalentes. Par contre, les hypothéses de mélangessont pas
équivalentes.

Nous dé nissons la matrice des coe cients de la forme rédwtdu modele par
Mo = [AgAo1: A Aop :ApwBoiBogAw:  AgBogBogAoo: eol:

Ainsi nous avons besoin d'une hypothese qui spéci e commargtte matrice dépend du
parametre #y. Soit M , la matrice @edM;)=@%appliquée ent.

He : La matrice M 4, est de plein rangko.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant qui reodonne le comportement
asymptotique de I'estimateur du QML.

Théoréme 1.2. (Normalité asymptotique) Sous les hypothéses du Théoréniel,
H4, Hs et Hg, Nnous avons

Pa B8 # N (0 = 3 U3 Y
ouJ = J(#o) etl = | (#), avec

J(#) = Lllrln ;1(#) p:s:; 1(#)= !]I'I’ln Var —@“n(#):

@
Q#@ Q#

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréfn&3’ de Herrndorf (1984),
le théoremel.1 et l'inégalité ® de Markov (1968) pour les processus mélangeants.

Remarque 1.1. Dans le cas standard de modéles VARMA fort&e. quand I'hypothése
H s est remplacée par celle que les termes d'erreQi) sont iid, nous avonsl = 2J,
ainsi =2 J 1 Par contre dans le cas général, nous avorisé 2J. Comme consé-
quence, les logiciels utilisés pour ajuster les modeles VAR forts ne fournissent pas
une estimation correcte de la matrice pour le cas de processus VARMA faibles. C'est
aussi le méme probleme dans le cas univarié (voir Francq etkdégan (2007), et d'autres
références ).

Notons que, pour les modeles VARMA sous la forme réduite, ilest pas restrictif

dants du coe cient .. Ceci nous permet de faire I'hypothese suivante

7. Voir TCL pour processus -mélangeant en annexe
8. Voir inégalité de covariance en annexe
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H,:  Posons# = (#O%#@%0 oy #0 2 Rk dépend des coe cients

e, pour une matriceD de taille k, d?, aveck; + ky = kKo.
Par abus de notation, nous écrivons,(#) = & (#%). Le produit de Kronecker de deux
matricesA et B est noté parA B (noté dans la suiteA 2 quandA = B). Le théoréme
suivant montre que pour des modéles VARMA sous la forme rédei les estimateurs
du QML et du LS coincident.

Théoréme 1.3. Sous les hypothéses du Théoréme?2 et H;, le QMLE #, =
0 0
AL D0 peut étre obtenu par

N N
£ = Dvecy; "e=

& (A eAD);

et
X
£D = arg min det e (#Y)e#WV):
# _

t=1
De plUS, nous avons
!
'Jll 0 @ 07 (1) 1 @ 1)
J = X Ji1=2E ——€(# #
0 J22 aveCJdq, @#)et( 0 ) e0 @#_)oet( 0 )

etJpn=D( o  «)D°

Remarque 1.2. Notons que la matrice]l a la méme expression dans les cas de modeles
ARMA fort et faible (voir Lutkepohl (2005) page 480). Contraement, a la matrice |
qui est en général plus compliquée dans le cas faible que darmss fort.

1.1.2 Estimation de la matrice de variance asymptotique

A n d'obtenir des intervalles de con ance ou de tester la sigi cativité des coe -
cients VARMA faibles, il sera nécessaire de disposer d'untiggateur au moins faible-
ment consistant de la matrice de variance asymptotique.

Estimation de la matrice J

La matrice J peut facilement étre estimée par

!
fi 0

F= 70 5

J\22= D(AeO:L Aeol)DO et
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2% @ @
=5 @@ e ggrat)
Dans le cas standard des VARMA forts" = 2 J ! est un estimateur fortement
convergent de . Dans le cas général des VARMA faibles, cet estimateur n'epas
convergent quandl 6 2J.

Estimation de la matrice I

Nous avons besoin d'un estimateur convergent de la matrite Notons que

1 xXn X1
| = Vargs P— (= cov( ¢ t n); (1.4)

t=1 h=1

@
= ¥ logdet o+ ed#Y) ta#?Y) H=tho "

L'existence de la somme des covariances dais4] est une conséquence de I'hypothése
H s et de l'inégalité de covariance de Davydov (1968). Cette ntade | est plus délicate
a estimer. Néanmoins nous nous reposons sur deux méthodeasgasiies pour I'estimer

la méthode d'estimation non parametrique du noyau aussi gelée HAC (Hete-

roscedasticity and Autocorrelation Consistent),

la méthode d'estimation parametrique de la densité spedite (notée SP).

Dé nition de Il'estimateur HAC de la matrice

Dans la littérature économique, I'estimateur non parameigue du noyau (aussi ap-
pelé HAC) est largement utilisé pour estimer une matrice deeariance de la forme dé.
La technique que nous utilisons consiste a pondérer convblement certains moments
empiriques. Cette pondération se fait au moyen d'une suiteegoids (ou fenétre). Cette
approche est semblable & celle de Andrews (1991), Newey etstMd 994). Soit ", le
vecteur obtenu en remplagant, par ﬁn dans ;. La matrice est donc estimée par un
estimateur "sandwich" de la forme

AHAC _ {* 1fHAC { 1. oo 1 AN
n

tis=1
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Dé nition de l'estimateur SP de la matrice I

Une méthode alternative consiste a utiliser un modele VAR pametrique estimé de
la densité spectrale du processus ;). Cette approche a été étudiée par Berk (1974)
(voir aussi den Haan et Levin, 1997). Ceci revient a interptér (2 ) I comme étant la
densité spectrale évaluée a la fréquen@elu processus stationnair¢ ;) (voir Brockwell
et Davis, 1991, p. 459). Nous nous basons sur I'expression

= ') . '

quand ( ) satisfait une représentation VAR1 ) de la forme

R
(L) ¢:= ¢+ i ti— Ut
i=1

ou u; est un bruit blanc faible de matrice covariance ,. Notons "r;l;:::; e les

coe cients de IaPregressmn des moindres carrés d& sur "y iy, et posons
r(z) =1y s+ i’:l ri Z'. Soit O les résidus de cette regression eto la variance

empirique dely.q;:::; 0., . Nous énongons maintenant le théoréme suivant qui est une

extension de celui de Francq, Roy et Zakoian (2005).

Théoréme 1.4. (Convergence faible de |) Sous les hypothéses du Théorénies,
nous supposons que le procesdus;) admet une représentation VAR1 ) pour laquelle
les racines dedet (z) = 0 sont a l'extérieur du disque uniték k= ofi ?), et que la
matrice = Var(u;) est non singuliere. Nous supposons également duekg,, < 1
et ,of x (K)g=® )< 1 pourunréel > 0, 00f x (K)g, , désigne la suite des
coe cients de mélange fort du processugX 2 9° Alors, I'estimateur

[SP= " 2D, ") L |

en probabilité quandr = r(n)!'1  etr3=n! Oquandn!1

La démonstration s'inspire de celle de Francq, Roy et Zakaig2005) et repose sur
une série de lemmes.

1.1.3 Tests sur les coe cients du modele

En dehors des contraintes imposées pour assurer lidentbdité du modele
VARMA (po; @), d'autres contraintes linéaires peuvent étre testées sugd parametres
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#, du modele (en particulierAg, = 0 ou Boq = 0). A n de tester s, contraintes lineaires
sur les coe cients, nous dé nissons notre hypothése nulle

Ho: Ro#g = ro;

ol Rg est une matricesy ko connue de rangsy et ro est aussi un vecteur connu
de dimensionsy. Pour e ectuer ce testHg : Ro#o = ro, il existe diverses approches
asymptotiques dont les plus classiques sont la procédure \dald (notée W), celle du
multiplicateur de Lagrange (en anglais LM) encore appeléaigcore ou de Rao-score et
la méthode du rapport de vraisemblance (notée LR pour likblood ratio). Pour calculer
nos di érentes statistiques de test, nous considérons la mige "= J 'S 1 ou S et

[* sont des estimateurs consistants d& et | dé nis dans la sectionl.1.2

Statistique de Wald

Le principe est d'accepter I'hypothése nulle, si I'estimaur non contraint #, de #
est susamment proche de zéro. Ainsi de la normalité asymptaue de #,, nous en
déduisons que

PSRy 1o "N Ry RO:=Re J MJ ! RY;

quandn!1 . Sous les hypothéses du théorenie3 et I'hypothese quel est inversible,
la statistique de Wald modi ée est

Wn = n(Roﬁn fo)O(RoARg) 1(R0£n rO):

SousHy, cette statistique suit une distribution de §O. Ainsi nous retrouvons la méme

formulation que dans le cas fort standard. Nous rejetoridg quand W, > 2 (1 )
pour un niveau de risque asymptotique .

Remarque 1.3. Notons que le test de Wald nécessite la maximisation de la sjua
vraisemblance non contrainte, mais pas la maximisation de Iquasi-vraisemblance
contrainte.

Statistique du LM

L'idée de ce test consiste a accepter I'hypothése nulle, sidcore contraint est proche
de zéro. Soiu@ﬁ le QMLE contraint sousH,. Dé nissons le Lagrangien

L# )= "%#  ARo#  ro);
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ou est le vecteur multiplicateur de Lagrange de dimensios,. Les conditions de
premier ordre s'écrivent

Ty =R Rofl =1

Notons a = b pour signier que a = b+ c. En e ectuant le développement limité de
Taylor sousHg, nous avons

0 =

p—@?](ﬁn) op (1) p_@;}(ﬁg) P c
—er - " an J'n #, £

Nous déduisons que

C
PAReB To) = Ro (B £ °EY RyJ 1pﬁ%ﬁ‘)= Rod RS A"

Il en résulte, que sous I'hypothéskl, et les hypothéses précédentes la normalité asymp-
totique du vecteur multiplicateur de Lagrange,

Par i 0;(Rod 'RY) 'Ry RI(RoJ 'RY (1.5)

ainsi que la statistique du LM modi ée dé nie par
0

A

n
LM , n"% (R 'RY 'Ro"RI(RoJ *RY) *

A L n/Ncy.
n%(ﬁg)f 'R R"RY RS 1%#(#”).

Rappelons que dans le cas de modéles VARMA forfs= 2 J' 1. Ce qui donne a la
statistique du LM une forme plus conventionnelledLM , = (n=2)"RoJ' 1R8’? De la
convergence 1.5 du vecteur multiplicateur de Lagrange, nous avons la digtsution
asymptotique de la statistiqueLM ,, qui suit une distribution §0 sousHg. Pour un

niveau de risque asymptotique , I'hypothése nulle est rejetée quantdM ,, > §0 @a ).
Ceci reste valide dans le cas des modeles VARMA forts.

Remarque 1.4. Notons que pour calculer la statistique du LM, nous remplage#, par
son estimation#ﬁ (i.e. #, sousH,) dans I'expression de la variance asymptotique de
n”". Par conséquent, le test du LM nécessite uniquement la maisation de la quasi-
vraisemblance contrainte ice. la maximisation de la quasi-vraisemblance non contrainte

sousHy).

Statistique du LR

Ce test est fondé sur la comparaison des valeurs maximales ldelog-quasi-
vraisemblance contrainte et non contrainte. L'hypotheseutle est acceptée, si I'écart
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entre les maxima contraint et non contraint de la log-quasiraisemblance est assez
petit. Un développement limité de Taylor montre que

PR o PR Ry
et que la statistique du LR satisfait

n (0]
LR =2 logEa(A) logbn(A) 2" 28 #)%(h £ "L LM,

En utilisant ces précédents calculs et des résultats standasur les formes quadratiques
de vecteurs (voire.g. le lemme 17.1 de van der Vaart, 1998), noys trouvons que la

So

statistique du LR (i.e. LR ) suit asymptotiquement une distribution 2, Z? ou les

R =J PSRRI % SR = %Rg(ROJ 'R9) Ry RI(RoJ 'RY) *Ro:

Notons que dans le cas de modéles VARMA fortgg. quand = 2 J 1, la matrice

R = J ¥RY(ReJ 'RY) ReJ 2 est une matrice de projection. Les valeurs propres
de cette matrice sont donc, soit égales@ou 1, et le nombre de valeurs propres égales a
lestTrJ ?RY(RoJ RY) RoJ ¥2=Tr Is, = so. Ainsi, nous retrouvons le résultat
bien connu queLR , §0 sousH, dans le cas des modeles VARMA forts. Pour les
modeles VARMA faibles la distribution asymptotique est cé d'une forme quadratique
de vecteurs gaussiens, qui peut étre évaluée avec l'algomie de Imhof (1961), qui a
cependant l'inconvénient de nécessiter beaucoup de temps chlcul. Une alternative
est d'utiliser une statistique transformée

2(#n s I, )

ol S est l'inverse généralisée d&r . Cette statistique suit une distribution 2
sousHo, quand J' et Sr sont des estimateurs faiblement convergents de et Sy .
L'estimateur QLR peut étre obtenu a partir d'une décomposition des valeursrgjulieres
d'un estimateur faiblement convergenéLR de Sr . Plus précisément, nous dé nissons

. . . N < N N N
la matrice dlagonale’\: diag "1;::1 k, OU g 2 k, Sont les valeurs

propres de la matrice symétriqueS. , et notons P la matrice orthogonale telle que
Sr = P"P? nous posons
S =P" P% " =dag " %0 500000

Alors, la matrice S converge faiblement vers la matriceS ,, laquelle satisfait
Sir Sk Sir = Sir, puisqueS g est de plein rangso.

Remarque 1.5. Notons que le test du LR nécessite a la fois la maximisation te
quasi-vraisemblance contrainte et non contrainte, et enys I'estimation de l'inverse
généralisée de la matric& g ou l'utilisation de l'algorithme de Imhof (1961).
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Remarque 1.6. (Comparaison des tests)  Notons que le choix parmi ces trois prin-
cipes peut étre fondé sur les propriétés de ces tests qui sdintiles a expliciter. Une
alternative est de se reposer sur la simplicité de calcul de dtatistique. Ainsi au vue
des remarquesdl.3, 1.4 et 1.5, les procédures de Wald et du multiplicateur de Lagrange
se révelent les plus simples. En général, la procédure du tiplicateur de Lagrange qui
nécessite le calcul de I'estimateur contraint se révele ldup simple.

En n, nous illustrons nos résultats de ce chapitre 2 par unetdde empiriqgue basée
sur des expériences de Monte Carlo réalisée sur de modelefRRMA(1;1) bi-variés
fort et faible sous la forme échelon dont le vecteur de paratrgs a estimer# =
(a1(2; 2); b (2; 1); bu(2; 2))°. L'innovation dans le cas du modéle fort est, 11D N (O; 1)
et dans le cas du modele faible, I'innovation est

it = (i J+1) 4 i=1;2 avec ; 1IDN(O;ly):

Ce bruit blanc faible est une extension directe de celui déirpar Romano et Thombs
(1996) dans le cas univarié. Ces expériences montrent que distributions de &,(2; 2)
et £.(2; 1) sont similaires dans les cas fort et faible. Par contre le QNA_de H(2; 2)
est plus précis dans le cas faible que dans le cas fort. Dans danulations similaires
avec comme bruit blanc faiblejy = it it 11 = 1;2, le QMLE de 61(2; 2) est plus
précis dans le cas fort que dans le cas faible. Ceci est en codance avec les résultats
de Romano et Thombs (1996) qui ont montré que, avec ce genrelieit blanc faible
la variance asymptotique des autocorrélations de I'échalbn peut étre supérieure ou
égale al alors que dans le cas fort, cette variance asymptotique estCes expériences
de Monte Carlo réalisées montrent aussi que les tests stamdlale Wald, du LM et du
LR ne sont plus valides quand les innovations présentent dégpendances temporelles.

1.2 Reésultats du chapitre 3

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme de l'estiioat de la matrice de
variance asymptotique des estimateurs QML/LS d'un modele ARMA sans faire I'hy-
pothese d'indépendance habituelle sur le bruit. L'objedtiest de proposer une méthode
d'estimation qui est di érente de celles utilisées dans lehapitre précédent {.e. dif-
férente des méthodes du HAC et de la densité spectrale) de latnce de variance
asymptotigue = J !1J 1. La méthode que nous proposons consiste a trouver des
estimateurs des matriced et | dans lesquels, les estimateurs des coe cients du modéle
VARMA sont isolés de ceux dépendants de la distribution deifinovation. Dans un
premier temps, nous proposons une expression des dérivées résidus en fonction des
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résidus passés et des parametres du modele VARMA. Ceci noasrpettra ensuite de

donner une expression explicite des matricéset J impliquées dans la variance asymp-
totique des estimateurs QML/LS, en fonction des paramétredes polynémes VAR et

MA, et des moments d'ordre deux et quatre du bruit. Enn nous B déduisons un

estimateur de la matrice . Nous établissons la convergence de cet estimateur.

1.2.1 Notations et paramétrisation des coe cients du model e
VARMA

Nous utilisons la méthode du quasi-maximum de vraisemblamciéja dé nie dans le
chapitre précédent pour I'estimation des parametres du mete ARMA(po; ¢p) structurel
d-multivarié (1.1) dont le terme d'erreur ; = ( 1¢; : dt)o est une suite de variables
aléatoires centrées, non corrélées, avec une matrice deacewice non singuliere .
Les parametres sont les coe cients des matrices carrées e d suivantes (A, i 2

un parametre de nuisance. Nous supposons que ces matricasg paramétrées suivant
le vecteur des vraies valeurs des parameétres not¢ Nous notonsAg = Ai( o), 1 2
f1,::5;p00, Bj = Bj( o), j 2fL::s;pget o= ( o), OU o appartient a I'espace
compact des parametres Rko, et ko est le nombre de paramétres inconnus qui
est inférieur a(py + o + 2) d? (i.e. le nombre de paramétres sans aucune contrainte).
Pour tout 2 , nous supposons aussi que les applications’! Aij( ) i =0;:::;po,

7'Bj()j=0;::i;pet 7! () admettent des dérivées continues d'ordr8. Nous
dé nissons vec() l'opérateur qui consiste a empiler en un vecteur les colormé'une
matrice en partant de la premiere colonne jusqu'a la dernieér Sous I'hypotheseH 4, les
matrices Agg et Bgg sont inversibles. Ceci nous permet d'écrire le modéle rétlaous sa
forme compacte

A (L)X¢=B (L)a( );

P . P .
ou A (L) = Igq P AiL" est le polyndme VAR etB (L) = Iq4 * BiL' est
le polyndme MA, avecA; = A,'A; et B; = A 'BiB,*Ao. Pour * = 1;:::;p et
0=1;::;0, posonsA- = (@ ); Bwo=(bj-0); a = vec[A:]etbo=vec[B-d.

a:=(ad;::;a2)° et b:=(bY:::;b2)5

matriciels Mj; (L) et N; (L) par
M; (L)= B *(L)E; A *(L)B (L) and N;(L)= B *L)Ej;;
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ou E; est une matrice carree d'ordred prenant la valeur 1 a la position (i;j ) et O
ailleurs. NotonsA ;,, et B, les matrices carrées d'ordre dé nies par

R A R o
M (z) = AinZ'; Nij(2)= Binz's jzj 1
h=0 h=0
pour h 0. Par convention A, = By, = 0 quand h < 0. Soit A, =
Appp At TAgn €tBp = By iBop i By, les matrices de tailles
d d* Posons
()= Anit 1 AnpiBrat 1Bp g (1.6)

la matrice de tailled d3(py + ¢p) constituée uniqguement des parameétres des polyndémes
VAR et MA. Cette matrice est bien dé nie car les coe cients A ' et B ! décroissent
exponentiellement vers zéro.

1.2.2 Expression des dérivées des résidus du modele VARMA

Dans le cas de modeles ARMA univariés, McLeod (1978) avait dédes dérivees
résiduelles par

@e : @e :
— = =150 et — = U j; ] =1, 0;
@i toi Po @j t ] J ®
ou | et i |s:pnt respectivement Ies Barametres AR et MA. Dé nissons lgmlynémes
(L) = P, iLlet' (L)= °, "iL'. Notons , et' , les coe cients dé nis
par
1 x h 1 x he o
(2) = nZ's ()= "nZ Jzp 1
h=0 h=0
pour h  0: POSONS = (171155 poi po+liiil: po+cp)S POUN Po €t ¢ di érents de O.
Alors, on peut facilement représenter les dérivées résitlas univariées par
Q@d )
@ =( el )imin vopoC)iue a( )5 b qo())0
ou
1 X- 1 X-
()= (Le()= ne n( ) w()=" “(L)al)=  "a ()
h=0 h=0

avec l'innovation

a()=" L) (L)X
Nous énoncgons la proposition suivante qui donne une extemsiau cas multivarié des
expressions de ces dérivées résiduelles.
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Proposition 1.1. Sous les hypothesed ; Hg, nous avons

@€ )

W:[th(): Ve ()t U a() PUe ()]
ou
X X
V()= Ap(le & n()) et U()= Br(lee & n())
h=0 h=0
aveCA, = A iAot CAggn €tBy= By Byt iBggn les matrices
de taille d d® dé nies immédiatement avant (L.6). De plus, pour = ( nous avons
@e_X
@)= i lazgo+ae) © i

i1

ou les matrices ; sont dé nies par (1.6).

La démonstration de cette proposition repose sur deux lemmeui donnent les
expressions des dérivées résiduelles par rapport aux paédres VAR et MA.

1.2.3 Expressions explicites des matrices J et |

Nous donnons des expressions explicites des matritegt J impliquées dans la
variance asymptotique du QMLE. Dans ces expressions, nous isolons tout ce qui est
fonction du parametre o du modéle VARMA, de ce qui est fonction de la distribution
du bruit blanc faible e. Nous notons par

n 20
M :=E leprg) €

la matrice impliquant les moments d'ordre deux de l'innovabn (e). Maintenant nous

donnons I'expression dé = J( o; eo), danslaquelle les termes dépendants dg(via les

matrices ;) sont distingués de ceux dépendants des moments d'ordre gelu processus
(&) (via la matrice M ) et des termes dépendants de la variance de l'innovation &la

matrice ).

Proposition 1.2. Sous les hypotheses de la propositidnl, nous avons
X
vecd =2 Mf ?  Jgvec
i1

ou les matrices ; sont dé nies par (1.6).
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La démonstration de cette proposition repose sur le théorénergodiquel.12 et la
proposition 1.1

Rappelons que

1 xn X1
| = Var ,s P— = Cov( t; 1 n); (1.7)
n t=1 h=1
ou @
(= — logdet o+ €& ) Jta() _ : (1.8)

0

Comme pour la matriceJ, nous décomposon$ en termes impliquant le paramétre
o du modéle VARMA et ceux impliquant la distribution des innowations ;.. Soit les
matrices

— 0 0 0 0
Min = E €& n ldpe+aw & n & laepera) & |

Les termes dépendants des paramétres du modéle VARMA sorg hleatrices ; dé nies
par (1.6). Les matrices

Xl

(i;)) = M ijn

h=1
mettent en jeux les moments d'ordre quatre du bruit blanc faile e. Les termes dépen-
dants de la variance de l'innovation sont dans la matrice ¢o. Nous énongons maintenant
la proposition suivante pour la matricel = 1 ( o; ) qui est similaire a la proposition
1.2

Proposition 1.3. Sous les hypotheses de la propositidn2, nous avons
Xl
vecl =4 (i) la { flg (g vec vec o vec °.
ihj =1

ou les matrices ; sont dé nies par (1.6).

La démonstration de cette proposition repose sur la proptisin 1.1, ainsi que sur
quelques formules de calculs sur le produit de Kronecker &ifdérateur vec

Remarque 1.7. En considérant le cas univariéj.e. quandd = 1, nous avons
vecd=2 f; d® et vecl= Giyf ;g%
i1 iij =1

X 4X1
_4.

+

P
ou (i;j) = h=11 E(e& i& ne& j n) et les vecteurs ? 2 RP*% sont dé nis par
(1.6).
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Remarque 1.8. Toujours pour le cas univarié (§ = 1), Francgq, Roy and Zakoian
(2005) ont utilisé I'estimateur des moindres carrés et onthdenu
@ X 2 0 @ﬁ{ 0) X FE 0
E—— =2 i, et Var 2 =4 I; P
@92 i al =g () i ]

i1 ij 1

ou 2 est la variance du processus univariée, et les vecteurs ; =
1 1 0 M 1
C 0 e i bt g 2 RPT® avec la convention ; = '; =0 quand
i < 0. En utilisant I'opérateur vec et la relation élémentairevec@a® = a a° leur
résultat donne

@ . 1 @ X
vecJ =vec E@ I’l( 0) = ) veckE metz( 0) =2 - i i et
N X
vecl = vec Var @g o . %vecVar 2e, @ﬁ(@ o - i4‘ (D

ij 1

lesquelles sont les expressions données dans la rematque

1.2.4 Estimation de la matrice de variance asymptotique
J 3t

Etant donné que nous disposons des expressions explicitesl det J, nous nous
intéressons a l'estimation de ces matrices. Sdit = et('\n) les résidus du QMLE quand
po> Oetqg > 0, etsoité = g = Xy quandpy = ¢ = 0. Quand py+ ¢ 6 0, nous avons
& =0 pourt Oett>n, etposons

)(Jo 0

et = xt Aol(An)Ai(An)%t i+ Aol(An)Bi(An)Bo l(An)AO(An)ét i

i=1 i=1
poupt = 1;::::n, avecX; = 0 pourt OetX, = X{pourt 1 Soit g =
nt [‘:1 &€ un estimateur de ¢. La matrice M impliquée dans I'expression dé
peut facilement étre estimée empiriquement par

X n 0
M, = % leprg & °
t=1

En vue de la propositionl.2, nous dé nissons un estimateud,, de J par
X r]l\ N 0 N
vect, = M, "0 "9 vec" &

i i
i1

Nous énong¢ons maintenant le théoreme suivant qui montre lamsistance forte def),.
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Théoréme 1.5. (Convergence forte de  J,,) Sous les hypothéses de la proposition
1.3 nous avons

Jy!' J pis quand n'1l

La démonstration de ce théoréme repose sur une série de tterames, dans lesquels
AN |

nous montrons les convergences presque sdres dede M, et de 0 -

Dans le cas de modéles VARMA forts standard= 2 J' ! est un estimateur forte-
ment consistant de . Dans le cadre général de modéles VARMA faibles, cet estireat
n'‘est pas consistant des que 6 2J. Dans ce cas, nous avons besoin d'un estimateur de
| . Cette matrice est délicate a estimer car son expression égjpe fait intervenir une
in nité de moments d'ordre quatre

Xl
(i;j) = M ijn -
h=1
A n d'estimer cette matrice, nous utilisons une technique gi consiste a pondérer conve-
nablement certains moments empiriques (voir Andrews 199Igir aussi Newey et West
1987). Cette pondération se fait au moyen d'une fonction deouls (ou fenétre) et d'un
parametre de troncature. Soit

ey

. 0 0 0 0
M nijn = o & n  lepora & j n & laepera) & |
t=1

Pour estimer (i;j ), nous considérons une suite de rédls,) .n telle que
10+4

b,! O et nb, !1 guand n!1 ; (1.9)

et une fonction de poidsf : R! R bornée, a support compacf a;a] et continue a
l'origine avecf (0) = 1. Notons que sous les hypothéses précédentes, nous avons

X
b jf (hby)j = O(1): (1.10)
jhj<n
Soit
-
1™
M nipn o= n &1 lemperw & n & leperan &
t=1
Nous considérons la matrice
KTn a
"a(inp) = f(ho )M nijn et Ty = b

h="Tn
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ou [x] désigne la partie entiére de.

En vue de la proposition1.3 nous dé nissons un estimateufy, del par

X1 n 0o n 0 n 0
r\ _4 AN | N | N N1 N1
vecl, = n(i)  la 7 ¢ | Vvec vec 4 vec' g

ihj =1

Maintenant nous énoncons le théoréme suivant qui montre laomsistance faible de
l'estimateur empirique [},.

Théoréme 1.6. (Consistance faible de  [},) Sous les hypothéses du théoréndes,
nous avons

(W1 | en probabilit¢; quand n!1

La démonstration de ce théoréme repose sur une série de tteirames, dans lesquels
nous montrons les convergences deet de " .. Dans le dernier lemme, nous montrons

la convergence dé',(i;j ) uniformément eni et j.

Les théoremesl.5 et 1.6 montrent alors que
PN M O M

est un estimateur faiblement consistant de la matrice de caniance asymptotique :=
J hy L

1.3 Reésultats du chapitre 4

Dans la modélisation des séries temporelles, la validitéddi érentes étapes de la
méthodologie traditionnelle de Box et Jenkins, & savoir letapes d'identi cation, d'es-
timation et de validation, dépend des propriétés du bruit @nc. Aprés l'identi cation
et I'estimation du processus vectoriel autorégressif mayge mobile, la prochaine étape
importante dans la modélisation de modeles VARMA consiste \éri er si le modele
estimé est compatible avec les données. Cette étape d'aditipn permet de valider ou
d'invalider le choix des ordres du modele. Ce choix est imgant pour la précision des
prévisions linéaires et pour une bonne interprétation du nugle.

Pour les modeles VARMApo; &), le choix depg et ¢ est particuliérement important
parce que le nombrépy + o + 2) d> de parameétres augmente rapidement aves et op.
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La sélection d'ordres trop grands a pour e et d'introduire @s termes qui ne sont
pas forcément pertinents dans le modele et aussi d'engemndies di cultés statistiques
comme par exemple un trop grand nombre de parametres a estimnee qui est suscep-
tible d'engendrer une perte de précision de l'estimation deparametres. Le praticien
peut aussi choisir des ordres trop petits qui entrainent lagste d'une information qui
peut étre détectée par une corrélation des résidus ou encare estimation non conver-
gente des parametres.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier le comportement asgptotique du test port-
manteau dans le cadre de modeles VARMA dont les termes d'asresont non corrélés
mais peuvent contenir des dépendances non linéaires. Nowsre choisi d'étudier ce
test car c'est l'outil le plus utilisé pour tester les ordregp et p. Ainsi pour des ordres
po et g donnés, nous testons I'hypothése nulle

Ho: (X) satisfait une représentationv ARMA (po; &)
contre l'alternative

Hy: (X{) n'admetpas une représentatio’v ARMA;
ou admet une représentatio’’/ ARMA (p; g avecp > po ouq > Qo:

Dans un premier temps, nous étudions la distribution asymptique jointe du
QMLE/LSE et des autocovariances empiriques du bruit. Cecigus permet ensuite d'ob-
tenir les distributions asymptotiques des autocovarianeeet autocorrélations résiduelles.
Ces autocorrélations résiduelles sont normalement diditiees avec une matrice de co-
variance di érente du cas iid. En n, nous déduisons le comptement asymptotique des
statistigues portmanteau. Dans le cadre standard (c'est@dire sous les hypothéses iid
sur le bruit), il est connu que la distribution asymptotiquedes tests portmanteau est
approximée par un chi-deux. Dans le cas général, nous momtsoque cette distribution
asymptotique est celle d'une somme pondérée de chi-deuxit€alistribution peut étre
tres di érente de I'approximation chi-deux usuelle du casdit. Nous en déduisons des
tests portmanteau modi és pour tester 'adéquation de modes VARMA faibles.

1.3.1 Modele et paramétrisation des coe cients

Pour une lecture indépendante de cette section, rappelonsidvement le cadre
des chapitres précédents. Comme estimateur des paramétdesmodele ARMA(po; &)
structurel d-multivarié (1.1), nous utilisons I'estimateur des moindres carrés dé ni dae

centrées, non corrélées, avec une matrice de covariance sioguliere . Les parameétres
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des vraies valeurs des parameétres notg. Nous notonsAg = Ai( o), 1 2 f1;:::; g,

Bj = Bj(o),j 2fL:::;pget o= ( o), Ou o appartient a I'espace compact des
parametres Rk et ko est le nombre de paramétres inconnus qui est inférieur a
(po + g + 2)d? (i.e. le nombre de paramétres sans aucune contrainte).

1.3.2 Distribution asymptotique jointe de "\, et des autocova-
riances empiriques du bruit

Dé nissons les autocovariances empiriques du bruit

1 X
(h):ﬁ ee), pour O h<n:

t=h+1

Notons que les (h) ne sont pas des statistiques (sauf §io = @ = 0) puisqu'elles
dépendent des innovations théoriqueg = &( o). Nous considérons des vecteurs des
(pour m 1) premieres autocovariances empiriques du bruit

n= fvec (1)g%::::fvec (m)g°°

et soit
s

(9= E fa- agfan o and;
h=1

pour (*;9 6 (0;0). An d'assurer I'existence de ces matrices dans le cas de nébeb
ARMA univariés, Francq, Roy et Zakoian (2004) ont montré das leur lemme A.1 que
i (579 K max(;™9 pour une constantek . Ce résultat peut étre directement étendu
au cas de processus ARMA multivariés. Ansi nous obtenoky ;" 9k K max(’;"9
pour une constanteK . La démonstration est similaire au cas univarié. Nous allsn
maintenant énoncer le théoreme suivant qui est une extensidirecte du résultat donné
dans Francq, Roy et Zakoian (2004).

Théoréme 1.7. Supposongy > 0 ou @ > 0. Sous les hypothésebl; Hg, quand
n!l ,nous avons

p_— . . _
N( m; An o)o)dN (0;) ou = o mA, n :

avec = (599 vomi Om_An = Cov(pﬁJ Yo

m m

Var (g v, = J 4d L

pﬁm) et ~ =

n
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La démonstration de ce théoreme résulte des formules de @ations matricielles
standard, de l'inégalité de covariance obtenue par Davyddi1968), du théoreme de la
convergence dé,, et du théoréme1.13(TCL ).

1.3.3 Comportement asymptotique des autocovariances et au -
tocorrélations résiduelles

Soit & = et(’\n) les résidus du LSE quangy > Oetqp > O, et soit & = g = X;
quandpy = @ =0. Quandpy+ ¢ 6 0, nous avons® =0 pourt Oett>n, et posons

Xo Xo
& = X A CDAICDR i+ A (WBI(W)B, (AW
i=1 i=1
pourt = 1;:::;n, avecX; = 0 pour t Oet X, = X, pour t 1. Dé nissons les
autocovariances résiduelles
1 X
"e(h) = 0 &, pour 0 h<n:

t=h+1

. P .
Soit "o = "e(0) = n 1 I, &€ Nous considérons des vecteurs des (pour m 1)
premiéres autocovariances résiduelles
n 0y n 0y ©
l\ l\ ----- /\
m = vec (1) ;:::; vec ¢(m)

Soit les matrices diagonales

ou 2(i) estla vari@nce de la-eme Boord@née de l'innovatios, et ~2(i) est son estima-
teur,avec ((i)= Eeiet”(i)= n !t [, &.Nousdé nissons les autocorrélations
théoriques et résiduelles de retard

Re()= Se® o()Se ™ et Re()= 5. 1"()S

avec o('):= Ee€® . =0; 8 60.Nous dé nissons aussi la matrice

80 1 9

2 €& 1 =

_ . @€ o) .
m = E?% . X 50 > (1.11)

€& m '

Nous considérons des vecteurs des (pour m 1) premiéres autocorrélations rési-
duelles
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Nous énoncons le résultat suivant qui donne le comportemeasymptotique des auto-
covariances et autocorrélations résiduelles.

Théoréme 1.8. Sous les hypotheses du théorenie7, nous avons

IDﬁ"m)N 0, ~ et IOﬁ’\m)N (0; ) ou
"m = m T omoA ?n+ m AT 9\n. N Om (1.12)
m = I (Se Se) ' oA Im (Se St (1.13)

et ., estdonné par (.11J).

Dans la démonstration de ce théoréme, nous utilisons les anbvariances empiriques
du bruit précédemment dé nies et le théoremel.7. Le résultat (1.12 découle de la
relation

h 0 n 0y © R
m:= Vec ¢(1) ;::i:; vec ¢(m) = mt+ m(n o)+ Op(l=n);

gue nous montrons en utilisant un développement limité de Véor. Finalement nous
obtenons le résultat (.13 en calculant la variance asymptotique Vai n”\,) de

1.3.4 Comportement asymptotique des statistiques portman -
teau

Le test portmanteau a été introduit par Box et Pierce (1970)rfoté BP dans la suite)
a n de mesurer la qualité d'ajustement d'un modele ARMA fortunivarié. Ce test a été
étendu au cas de modéles ARMA multivariés par Chitturi (1974 Comme dans le cas
univarié, ce test est basé sur les résidiisrésultants de l'estimation des parametres du
modéle (L.1). Hosking (1981a) a proposé plusieurs formes équivalente$a statistique
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de BP dont les plus basiques sont les suivantes

X0
Pn = n Tr "3(h)".*(0)"(h)". (0)
h=1
A N 0 A 1 N1 N
= n vec ¢(h) «(0) 14 vec ",7(0) e(h)
h=1
A N 0 A 1 N1 N
= n vec ¢(h) (0 g g4 o (0) vec "o(h)
h=1
xn o
= n vec "o(h) ".10) ".%0) vec “c(h)
h=1

A n/\ A 0 A
= nﬂq I'm el(o) el(o) m

n A A A o n A A A 0
= n A% I'm n e(O) e 1(0) e(o)o e(O) e 1(0) 9(0) "
= n Aom I m I:‘\ie 1(0) IQe 1(0) Am :

Ces égalités sont obtenues a partir des relations élémengsivec(AB) = (1 A)vecB,
(A B)(C D)= AC BD etTr(ABC)=vec(A9YC® 1I)vecB.

Ljung et Box (1978) (LB dans la suite) ont proposé une version modi ée du test
portmanteau univarié deBP qui est a nos jours I'un des outils de diagnostic le plus
populaire dans la modélisation ARMA de séries chronologigs. D'une facon similaire
a la statistique du testLB en univarié, Hosking (1980) a dé ni une version multivariée
de cette statistique du test portmanteau

Pn = n* (n h)Tr "Yh)".10)"(h)".*0) ;

qui a de meilleurs résultats pour des échantillons de petiteailles que la statistique de
BP quand les erreurs sont gaussiennes. Sous les hypothéseslg¥sP (pour data
generating process) suit un modéele VARM#o; ¢p) fort et que les racines des polyndmes
VAR et MA ne sont pas trop proches de la racine unité, la distbution asymptotique
des statistiquesPy, et Py, est généralement bien approximée par la distribution?, Ko
(d?m >k o). Lorsque les innovations sont gaussiennes, Hosking (198@)onstaté que la
distribution des echantillons nis dePy, est plus proche d'une distribution gz(m (Po+ @)
que celle de&P,: En vue du théoremel.8 nous déduisons le résultat suivant, qui donne la
loi asymptotique exacte de la statistique standar®,,. Nous verrons que cette distribu-
tion peut étre tres di érente de celle d'une distribution %, . dans le cas de modeles
VARMA (po; ).

Théoréme 1.9. Sous les hypothéses du théoréeme8, les statistiques P, et P,
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convergent en loi, quanch ! 1 ; vers

yfm
— 2
Zm( m) - i;dZmZi
i=1
ol m=( 1zg2m;: %) emdzm)lest le vecteur des valeurs propres de la matrice
= | 1=2 1=2 | 1=2 1=2 .
m — m e e Ao Im e e ’

et lesZq;:::;Zy sont des variables indépendantes, centrées et réduites matement
distribuées.

Ainsi quand le processus d'erreurs est un bruit blanc faibléa distribution asymp-
totique des statistiquesP,, et P, est une somme pondérée de chi-deux.

En vue du théoremel.9, la distribution asymptotique des statistiques du test padr
manteau deBP et de LB dépend du parameétre de nuisance, de la matrice |, et
des éléments de la matrice . Nous avons donc besoin d'estimateurs consistants de ces
matrices inconnues. La matrice . peut étre estimée a partir des résidus d'estimation
par "o = "¢(0). La matrice , peut étre estimée empiriquement par

A n d'estimer la matrice , nous utilisons la méthode d'estimation de la densité spec-
trale (déja dé nie les chapitres précédents) du processusisonnaire = ( 9; gt)",
ou 1= € ;i O get , = 2 L@ 0)=@) o &( o). Eninterprétant
(2 ) ! comme étant la densité spectrale évaluée en zéro du processtationnaire

( ¢), nous avons

= M.
quand ( ) satisfait une représentation VAR1 ) de la forme
b3
(L) t:= ¢+ i ti= U (1.14)

i=1

ou u; est un bruit blanc faible de matrice de variance u- Puisque  est inconnu,
nous posons”; le vecteur obtenu en remplaga]gto par dans I'expression de ;.

Nous dé nissons le polynome ((2) = I g aem + i’:l IzI ou r;1; ;'\r;r sont les
coe cients de la régression des moindres carrés de sur %, 1; - .. Notons Ort
les résidus de cette régression é\to la variance empirique des re3|du1§r1; N | P

Nous établissons le théoréme suivant qui est une extensiom gésultat de Francq, Roy
et Zakoian (2004).
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Théoréme 1.10. Sous les hypothéses du théorémed, nous supposons que le processus
( ) admet une représentation VAR1 ) (1.14) dont les racines dedet (z) = 0 sont

a l'extérieur du disque unité,k ;k = o(i 2?), et que la maﬁrice v = Var(u;) est non
singuliére. De plus, nous supposons qhkeks,, < 1 et . f x (Kg=® ) < 1
pour un réel > 0, ouf x (k)g, , est une suite de coe cients de mélange fort du
processugX 2 9% Alors I'estimateur spectral de

nSP= M), MO !

en probabilité quandr = r(n)!'1  etr3=n! Oquandn!1

Soit “, la matrice obtenu en remplacant par son estimateur” et . par "o
propres de” .

Pour un niveau asymptotique de risque , le test de LB (resp. celui deBP)
gue nous proposons consiste a rejeter I'hypothést, (i.e. I'adéquation de modeles
VARMA (po; p) faibles) quand

Pn>Sm(l ) (resp. Pmn>Sn(l )
n 0
oUSn(1 )esttelqueP Zm('m)>Sm(@l ) =

1.3.5 Mise en oeuvre des tests portmanteau

Les observations dont nous disposons sont des vecteMrs :::; X, de dimensiond.
Pour tester I'adéquation de modéles VARMApo; @) faibles a ces données, nous propo-
sons la méthode suivante pour implémenter les versions meéeis des tests portmanteau
(LB et BP).

2. Calculer les résidus de ce QMLB, = & (") quand po > 0 ol ¢p > O, et soit
&=e=X;quandpy = g =0. Quandp,+ ¢ 6 0, nous avons®, =0 pourt O
ett>n, et posons

)()0 N N >€0 N N N N

& = Xi Aot (n)AI( n)%t it Ao ("n)Bi("n)Bo H("n)Ao( )& i

i=1 i=1

pourt=1;:::;n, avecX; =0 pourt OetX,= X, pourt 1.
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10.

11.

12.

l\ — l\ 00 ..... l\
et = () i Te(m)

Calculer la matriceJ' = 2n ! P N (@=@) "¢ (@=@9:
0

. Calculer le processud, = "9;"9, ,ou’y = & ;i@ ° set”, =
28 1(@=@) " Ja.
. Ajuster le modeéleV AR(r)
!
Ar(l—)/\t e B Ar;i (L) At = Ry

i=1
Notons que l'ordrer du modeéle VAR peut étre xé ou sélectionné par un critere
d'information comme celui de Akaike, le AIC.
Dé nir l'estimateur

ASP ._ N 1NN A0 174y — Am Am;“n LA _1X] 0.
= @) e D)= NQ n =, Ort Opy -

m; n n t=1

Dé nir l'estimateur

Dé nir les estimateurs

AN LN A A0 LA A AQ AQ
“m T m m %om m "m M m

n

0 m 0
o= I'm (ée §e) 1 A'\m I'm (ée ée) !

m

N N 1=2 N 1=2 N N 1=2 N 1=2

m= Im €0 €0 " I'm €0 €0
Calculer les statistiques des tests portmanteau P et de LB
n

(0]
N 1m R0 R0 M et

P =
2){“ 1 NQ Nl N AN | .
Po=n® oo™ 0 () 0
h=1
Evaluer lesp-valeurs
n N 0 n 7\ 0 7\ %m N
P Zu("w)>Pm et P Zu("m)>Pn 5 Zn(m)=  flamZ;

i=1
en utilisant I'algorithme de Imhof (1961). Le test deBP (resp. celui delLB)
rejette l'adéquation de modéles VARMApo; p) faibles quand la premiére (resp.
la seconde)p-valeur est inférieure au niveau asymptotique .
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Les expériences de Monte Carlo réalisées dans ce chapitredas modéles VARMA bi-
variés montrent que les résultats des tests modi és deB et de BP sont meilleurs que
ceux des tests standard deB et de BP , en particulier quand les innovations présentent
des dépendances et quand le nombre d'autocorrélatioms= 1;2 (i.e. m  po + ).

Il est donc préférable d'utiliser la distribution que nous pposons dans le théoreme
1.9 plutét que l'approximation chi-deux usuelle. Nous consta@ins aussi que, comme
dans le cas ou les erreurs sont gaussiennes (Hosking, 19@03tatistique deLB a de
meilleurs résultats pour des échantillons de petites tagb que celle ddBP pour des
erreurs dépendantes.

1.4 Resultats du chapitre 5

Dans l'étape d'identi cation de la traditionnelle méthoddogie de Box et Jenkins,
un des problemes les plus délicats est celui de la sélecticumdoetit nombre de valeurs
plausibles pour les ordregg et gy du modele VARMA.

Parmi les méthodes d'identi cation, les plus populaires o celles basées sur I'opti-
misation d'un critére d'information. Le critére d'information de Akaike (noté AIC pour
Akaike's information criterion) est le plus utilisé. L'objectif de ce chapitre est d'étudier
le probleme de sélection des ordres et gy de modeles VARMA dont les termes d'erreur
sont non corrélés mais non nécessairement indépendantss fandements théoriques du
critere AIC ne sont plus établis lorsque I'hypothese de bruiid est relachée. An de
remédier a ce probleme, nous proposons un critere d'infortitm de Akaike modié
(noté AIC ).

1.4.1 Modele et paramétrisation des coe cients

Nous utilisons la méthode du quasi-maximum de vraisemblamaéja dé nie dans
le chapitre 2 pour l'estimation des parametres du modele ARM§y; @) structurel d-

aléatoires centrées, non corrélées, avec une matrice deacawice non singuliere .
Les parametres sont les coe cients des matrices carrées e d suivantes (A, i 2
f1,:::;p00, Bj,j 2f1;:::;pget . Nous supposons gque ces matrices sont parameétrées
suivant le vecteur des vraies valeurs des parameétres noté Nous notonsAg = Ai( o),
i2fL::;m0 By = Bj(0),] 2fL::5;pget o= ( o), OU o appartient a I'espace
compact des parameétres p.q, R, et ko est le nombre de paramétres inconnus qui
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est inférieur a(po+ op+3) d? (i.e. le nombre de paramétres sans aucune contrainte). Sous
les hypothésedd; Hg, nous avons établi dans le chapitr@ la consistance {, ! o p:s
quandn!1 ) etla normalité asymptotique du QMLE :

Par o IN (0= J LY, (1.15)
oudJ=J(o) etl =1(y)), avec
2
J()=1Im ﬁ@@@logLn( ) ps

et
o 2 @ .
()= lim Var p—ﬁ@log Ln( ):

n!l

Dans le chapitre 3, sous les hypothesesl; H;, nous avons obtenu des expressions
explicites des matriced ;; et J;;, données par
X
vecd;; =2  Mf 2 gvec 4 et
i1

1
vec|11:4x (i) 1a 2 fla % vec vec f vec  °;
ihj =1
ou la matrice n 0
M =E lepeg &
les matrices ; dépendent du parametre o et les matrices
Xl
(i;)) = E &4 | 62 (po+ ao) e?j h e | e (po+ ao) C
h= 1

ont déja été dé nies.

1.4.2 Deé nition du critere d'information

En statistique on est souvent confronté au probléme de l'idé cation d'un modéle
parmi m modeles, ou les modeles candidats ont des parametrgsde dimensionsk,,.
Le choix peut s'e ectuer en estimant chaque modele et en mimisant un critére de la
forme

mesure de l'erreur d'ajustement + terme de pénalisation.

On mesure souvent cette erreur d'ajustement par la somme desrrés des résidus, ou
encore par 2 fois la log-quasi-vraisemblancée. 2logC,("w). Le terme de pénali-
sation est une fonction croissante de la dimensidqg, du parametre ",. Ce terme est
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indispensable car la mesure de l'erreur d'ajustement eststgmatiquement minimale
pour le modeéle qui posséde le plus grand nombre de paramétiessque "\, minimise
cette erreur d'ajustement et quand les modeéles sont embaitd e critére le plus connu
est sans doute le AIC introduit par Akaike (1973) et dé ni de maniére suivante

AlIC(modélem estimé)=  2logCy("wm) + dim("m):

Le critere AIC est fondé sur un estimateur de la divergence déullback-Leibler dont
nous en parlerons ultérieurement. Tsai et Hurvich (1989, 28) ont proposé une correc-
tion de biais du critére AIC pour des modeéles de séries tempties autorégressifs dans
les cas univarié et multivarié sous les hypothéses que leadmations ; sont indépen-
dantes et identiguement distribuées.

1.4.3 Contraste de Kullback-Leibler

une mesure - nie . Considérons un modele candidain avec lequel les observations
seraient a densitéf ,( ; ), avec un parametre ,, de dimensionk,,. L'écart entre le
modele candidat et le vrai modéle peut étre mesuré par la digence (ou information,
ou entropie) de Kullback-Leibler

fo(X)

1 L
¢ ) = E¢, logfo(X) + édffm(, m)jfod;

ffm(; m)ifog= Es,log

ou
Z

dffm(; m)ifog= 2Ef 10gfm(X; m)= 2 flogfm(X; m)gfo(x) (dx)

est souvent appelé le contraste de Kullback-Leibler (ou €art entre le modéle ajusté
et le vrai modéle). Notons que ( fjfo) n'est pas symétrique erf et f,, et s'interpréte

comme la capacité moyenne d'une observation de fgia se distinguer d'une observation
de loif . On peut aussi interpréter ( f jfg) comme étant une perte d'information liée a
l'utilisation du modele f quand le vrai modele esf,. En utilisant l'inégalité de Jensen,
nous montrons que ff,(; m)jfog existe toujours dang0;1 ] :

fm(X; m)
fo(X)
fm(X; m)
fo(x)

avec égalité si et seulement si les lois dg(; m) et fo sont les mémes.e. f(; m) =
fo. Telle est la propriété principale de la divergence de Kuldtzk-Leibler. Minimiser

Z
ffm(; m)ifog = log fo(x) (dx)

Z

log fo(x) (dx)=0;
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ffm(; m)jfog revient a minimiser le contraste de Kullback-Leibledff(; m)jfo0.
Soit
om =arginf dff(; m)ifog=arginf 2E logf(X; m)
le parametre optimal du modélem (nous supposons qu'un tel paramétrey., existe).
Nous estimons ce paramétre par le QMLE, .

1.4.4 Critere de sélection des ordres d'un modele VARMA

Soit
_ 2
n( ) = ﬁlogtn( )
1 X
=~ diog(2 )+logdet .+€X) .'a()
t=1

Dans le lemme7 de I'annexe du chapitre2, nous avons montré que,( ) = T ( )+ o(1)
p.s, ou

2

—loglL

2 log La( )
1 X
n

()

dlog(2 ) +logdet ¢+ e ) o'ea() ;

t=1
et ou
a( )= Ay'BoB *(L)A (L)X.:

Nous avons aussi montré uniformément en2  que

@) _ @()

@ @
dans le lemme9 de I'annexe du méme chapitre. Notons que les mémes égalitéats
aussi véri ées pour les dérivées secondes @ePour tout 2 , nous avons

+0(1) ps;

X
2logLy( )= ndlog(2 )+ nlogdet .+ €\ ) ,‘a():
t=1
Dans la partie précédente consacrée au contraste de Kullkdaibler, nous avons vu que
minimiser l'information de Kullback-Leibler pour tout modele candidat caractérisé par
le paramétre , revient & minimiser le contraste( )= Ef 2logL,( )g. En omettant
la constantendlog(2 ), nous trouvons que

( )= nlogdet o+ nTr 'S() ;

ouS( )= Eey( )€)( ). Nous énoncons le lemme suivant.
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S
Lemme 1.4. Pourtout 2 .,y pg NOUS avons

() (o

Nous montrons ce lemme en utilisant le théoremk 12 ergodique et l'inégalité éle-
mentaire Tr(A 'B) logdet(A B)  Tr(A 'A) logdet(A A) = d pour toute
matrice symétrique semi-dé nie positive de tailled d.

En vue de ce lemme, l'application 7! ( ) est minimale en = .

Estimation de la divergence moyenne

Posons”}, le QMLE du paramétre du modéle VARMA candidat. Soit& = e[(’\n) les
résidus du QMLE/LSE quandpy > Oetqg > O, et soit& = ¢ = X, quandpy = ¢ =0.
Quandp+ g6 0, nous avons& =0 pourt Oett>n, et posons

0 0
b=x ActUAICX i+ A (BB (AW i

i=1 i=1
pourt=1;:::;n, avec)@t =0 pourt Oet )@t = X{ pourt 1. En vue du Lemme
1.4, il est naturel de minimiser le contraste moyerE ( ). L'écart f ( %)  ( o)g
s'interprete comme une perte de précision globale moyenngagd on utilise le modéle
estimé a la place du vrai modeéle. Nous allons par la suite adaple critére d'information
de Akaike corrigé (noté AICc) introduit par Hurvich et Tsai (1989) pour obtenir un
estimateur approximativement sans biais d& ( ",). En utilisant un développement
limité de Taylor de @og L,(")=@Y au voisinage de {, il s'en suit que

L xXn
Ny @ %W 2J 1@ogl,(o) _ 2 ] @K o) _
n 0 - Y1 - = 11 0 €&( 0); (1.16)
n @® n ., @0
ou Ji = 'Jll( 0) avec
_ . 2@logLa( ) .
mO)=1 T emeer P
Nous avons
E( ") = Enlogdet”.+ nETr "_S(") ; (1.17)

ou AF” = (")) est un estimateur de la matrice de variance des erreurs, aveg( ) =

nt L, e&()eX ). Ensuite, le premierterme du second membre de I'équation.(7)

peut étre estimée sans biais parlogdet n ' [, et('\n)e?(’\n) . Par conséquent, nous



Chapitre 1. Introduction 42

prenons uniquement en considération I'estimation du dewine terme. En outre, en vue
de (1.19, un développement de Taylor des( ) au voisinage de él) veri e

@4 o)
a()= alo+ (¥ )+ Re (1.18)
ou
1 @ea( ) .
Rt = é( @ él))o@(l)@(l)o( @ (()1)) = OP 2 )
avec = @ W et estentre {’ et @. Nous obtenons alors
Q@4 o)
S() = S(9+E g (@ elo) +EReX0)
@K o)
tE a(o(® ) @{i((l)o +D O
@
+ERy (@ (()1))0 @f((l)o) + Eei( o)Rt
@
*E @%1)%)( @ Oy R +ER?
ou

D O - (@) o)( ® @y (1))0@2( 0)
B @"° 0 ° 7 @O
En utilisant les propriétés d'orthogonalité entree,( () et toute combinaison linéaire des

valeurs passées deg( o) (en particulier @€ o)=@°et @e( o)=@ @), et le fait que les
innovations sont centrées.e. Ee;( ¢) =0, nous avons

S() = S(g)+D(®W)+0 * = o+D(P)+0 *;
OU & = ¢( 0). Nous pouvons donc écrire I'écart moyenl (17 comme
E(’) = Enlogdet"c+nETr "1 o +nETr ",D('WV)

1
+nETr "' Op el (1.19)

Comme dans une régression multivariée classique, nous a/tarelation

n .o dn A0
e0 —E e - 1~ 1, e

n d(p+ q) dn ki

De cette précédente approximation et de la consistence dg, nous déduisons

n o n_ 0,

E”, ndind  ky) * - (1.20)
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En utilisant des propriétés élémentaires sur la trace d'unmatrice, nous avons

Q@d o) Q¥ o)
Tr el( )D r(11) = Tr el( )E @(1)0 ( 1) él))( 1) (()l))o @%D
@H o) @€ o)
= E Tr @E((l)o () @(1)% (@ (()1))0( 1) (()1))
@K o) Q@€ o)
= Tr E @0 () Q0" (@ él))o( ) él))
Maintenant, en utilisant (1.19, (1.20 et cette derniére égalité en,, nous avons
n 0]
1 @¥ o) n 1@ 0)
AN N1) - - 1
ETr e D n - nTr E @(1) e @(1)0
En("® )PP
d @K o) @ o)
- nd ler E @® eol @®° ‘]111|11J111
d
= —  Tr 144J 1 :
2(d  ky) | o

ouldy; =2E @¥ o)=@0 @€ 0)=@%° (Voir le Théoréme 3 dans Boubacar Mai-
nassara et Francq, 2009). Par conséquent, en utilisart.20, nous avons

n 0]
ETr ".'s(h) = ETr "' o +ET ".'D P
1
Nl

+E Tr e Op F
nd d 1
= T o 0 + 55— 1330, +O =
nd ki © € " 2(nd ky) whit + 0

nd? N
nd ki 2(nd ky)

1
Ainsi, en utilisant cette derniére égalité dan€ ( "), sous les hypothéseld ; H; nous
obtenons un estimateur approximativement sans biais d& ( ",) (noté AICy, pour AIC
"modi €") donné par

n2d? N nd
nd ki 2(nd ky)

AICy = nlogdet”,+ Tr Nndidy
ou les vecteursx/ec(\ll;n et vecJ‘ll;n sont des estimateurs des vecteursgecl 11 et vecJqq
dé nis & la sous-sectionl.4.1 En utilisant la relation Tr (AB) = vec (A9°vec B), nous
avons

n2d? N nd
nd ki 2(nd k)
Nous obtenons des estimateuret ¢ des ordregy et g en minimisant le critére modi é

(1.22).

AICy = nlogdet”,+

0
veclY,, vecdi} : (1.21)
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Autre décomposition du contraste (écart)

Dans la section précédente le contraste (écart) minimal a étapproximé par
2E logL,(",) (l'espérance est prise avec l'observation du vrai modék). Notons
que l'étude de cette moyenne de I'écart est trop dicile en rison de la dépendance
entre I'estimateur ", et l'observation X . Une méthode alternative (Iégérement di é-
rente de celle de la section précédente mais équivalente eteriprétation) pour arriver
a la quantité E ( ") (écart moyen) consiste & considérel, comme étant le QMLE de

et générée par le méme modélé.(). Ensuite, nous approximons la distribution dg(Y;)
par Ln(Y;"). Nous considérons donc I'écart moyen du modeéle ajusté (méléandidat
Y) en”,. Ainsi, il est généralement plus facile de chercher un modéjui minimise

C("W)= 2EylogLa("); (1.22)

ou Ey est l'espérance de I'observatiod du modéle candidat. Puisque’\n etY sontindé-
pendants,C(",) est la méme quantité que I'écart moye& ( ). Le modéle minimisant
(1.22 peut étre interprété comme le modéle qui aura une meilleuepproximation glo-
bale sur une copie indépendante d'observations &, mais ce modéle peut ne pas étre
le meilleur pour les données a portée de main. Cette moyenng ebntraste peut étre
décomposée comme

C(")= 2ExlogLa("n)+ au + &;

a1 = 2Ey logLa( o) +2Ex logLa("h)

et
a = 2EylogLy(")+2Ex logLa( o):

Le QMLE satisfait log Ln(’\n) log L ( o) presque slrement (c'est-a-dire un ajustement
anormal des données au modele quand ce sont ces mémes donéiesnt ajusté le
modele), donc le termea; s'interpréte comme le sur-ajustement de ce QMLE. Notons
que Ex logLn( o) = Ey logL,( o), donc le termea, S'interpréte comme le colt moyen
d'utilisation (sur replications indépendantes de I'obsemation X) du modele estimé a
la place du vrai modeéle. Nous discutons maintenant dans lagposition suivante des
conditions de régularité dont nous aurons besoin an que ldsrmes a; et a, soient
équivalents au nombre Trl11J,," .

Proposition 1.5. Sous les hypothesebl; H;, quandn ! 1 , nous avonsa; (sur-
ajustement moyen) eta, (perte de précision sur replications indépendantes) sonbus
deux égaux a Tr 113" .

Remarque 1.9. Dans le cas de modéles VARMA forts c'est-a-dire quand I'hytbése
d'ergodicité H; est remplacée par celle dont les termes d'erreurs sont iidpus avons
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l11=2J1, €t Tr IllJlll = k;. Par conséquent, en vue de la propositioh5, nous obte-
nons que les termea; (sur-ajustement moyen) eta, (perte de précision sur replications
indépendantes) sont tous deux égaux a fais= dim( él)) (nombre de parameétres). Dans
ce cas, un estimateur approximativement sans biais &e( ") prend la forme suivante

22
n<d . nd 2k,
nd ki 2(nd k)
(nd + ky)

nd
nd kl

AIC nlogdet”. +

nlogdet”. +

n
nd k]_

nlogdet”. + nd +

2K1; (1.23)

qui illustre que les criteres AIC standard et AlG ne di erent que de l'inclusion d'un
terme de pénalitétnd=(nd k;). Ce facteur peut jouer un réle important dans perfor-
mance du AlGy si k; est non négligeable par rapport a la taille de I'échantillom En
particulier, ce facteur contribue a réduire le biais du AICJequel peut étre important
quand n n'est pas grand. Par conséquent, l'utilisation de cet estabeur amélioré de
I'écart moyen devrait conduire a une amélioration des perimances du AlG, plus que
le AIC en termes de choix du modele.

Remarque 1.10. Sous certaines hypothéses de régularité, il est montré ddfiadley
(1993) que, les termesa; et a, sont tous les deux équivalents l&. Dans ce cas, le
critere AIC

AIC = 2logL, (") + 2k, (1.24)

est un estimateur approximativement sans biais du contras€(",). La sélection des
ordres du modéle est obtenue en minimisant.@4) pour les modeles candidats.

Remarque 1.11. Pour une famille donnée de modeles candidats, nous préfé&raelui
qui minimise E ( "). Ainsi les ordresp et ¢ du modéle sélectionné sont choisis dans
I'ensemble des ordres qui minimise le critére d'informatio(1.21).

Remarque 1.12. En considérant le cas univariéd = 1, nous obtenons
n 1 X
- N+ ~a

Al nAAlO AN 10

— N2 .
AICM = n e+ j o i jo )

ou”Z estla vlgriance estimée du processus univali@) et ou”(i;j ) sont des estimateurs
des (i;j) = ;:11 E (e& i& n& j n). Les vecteurs 92 RPe*% sont les estimateurs
des vecteurs dé nis par {.6).
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1.5 Annexe

Pour une lecture indépendante de l'ouvrage, cette annexegreupe des résultats
élémentaires de stationnarité, ergodicité et mélange. N®ueprenons pour cela lI'annexe
du livre de Francq et Zakoian (2009), en énoncant certains sdtats dans un cadre
multivarié.

1.5.1 Stationnarité

La stationnarité joue un role majeur en séries temporellesicelle remplace de ma-
niere naturelle I'nypothese d'observations iid en statigjue standard. Garantissant que
I'accroissement de la taille de I'échantillon s'accompagrd'une augmentation du méme
ordre de l'information, la stationnarité est a la base d'un¢héorie asymptotiqgue géné-
rale. On considére la notion de stationnarité forte ou strie et celle de la stationnarité
faible ou au second ordre. Nous considérons un processusoved (X;),,, de dimension

Dé nition 1.6.  Le processus vectorieX;) est dit strictement stationnaire si les vec-

t2Z.

La dé nition de la stationnarité stricte s'énonce donc de laméme maniére en univarié
et en multivarié. La stationnarité au second ordre se dé nicomme suit.

Dé nition 1.7. Le processus vectorie(X;) a valeurs réelles est dit stationnaire au
second ordre si

(i) EXy=m 8t2Z
(i) Cov(XXeun)=E (Xi mXwn m°=(h) 8h;t22z:

La fonction ( ), a valeur dans I'espace des matrices d est appelée fonction d'auto-
covariance de(Xy).

Il est évident que x(h) = $( h). En particulier x(0) = Var (X;) est une ma-
trice symétrique. Cette dé nition de la stationnarité faible est moins exigeante que
la précédente car elle n'impose de contraintes qu'aux deuxemiers moments des va-
riables (X{), mais contrairement a la stationnarité stricte, elle reqart I'existence de
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ceux-ci. L'exemple le plus simple de processus stationreamultivarié est le bruit blanc,
dé ni comme une suite de variables centrées et non corrélgee matrice de variance
indépendante du temps.

Dé nition 1.8.  Le processus vectorig| ) est appelé bruit blanc faible s'il véri e

(i) E{=0 8t22Z
(i) E¢{= 8t2Z;
(i) Cov(y¢; t+n)=0 8h;t2Z; h6O0;

ou , est une matriced d de variance-covariance non singuliere.

Remarque 1.13. Il est important de noter qu'aucune hypothése d'indépendann’est
faite dans la dé nition du bruit blanc faible . Les variablegux di érentes dates sont
seulement non corrélées. |l est parfois nécessaire de reaggr I'nypothése(iii ) par I'hy-
pothese plus forte

(iii") les variables  sont des di érences de martingale.
On parle alors de bruit blanc semi-fort.

Il est parfois nécessaire de remplacer I'hypothééié ) par une hypothése encore plus
forte
(ii") les variables et ; ;, sont indépendantes.
On parle alors de bruit blanc fort.

1.5.2 Ergodicité

On dit qu'une suite vectoriel stationnaire est ergodique ®lle satisfait la loi forte
des grands nombres.

Dé nition 1.9.  Un processus vectoriel strictement stationnairgX+),,,, a valeurs dans
RY, est dit ergodique si et seulement si, pour tout borélieB de RY" 1 et tout entier

h, .
1 X 0y O o O h 0 o O I
~ lg XX i Xy VP X5t Xy, 2B

t=1

avec probabilité 1.

Certaines transformations de suites ergodiques restengediques.

Theoreme 1.11. Si (Xy),,, est un processus vectoriel strictement stationnaire ergo-
dique de dimensiord et si (Y;),,, est dé ni par

Ye=f oo X o XEXE
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ouf estune fonction mesurable dB* dansRY, alors(Y:),,, est également un processus
vectoriel strictement stationnaire ergodique.

Théoreme 1.12. Si (Xy),,, €st un processus vectoriel strictement stationnaire et
ergodique de dimensiord, si f est une fonction mesurable deR? dans RY et si
E f X0 X2X8,:::0 <1, alors

1 X

n t=1

foon X nXAXO i PPEF X XX 0

1.5.3 Accroissement de martingale

Dans un jeu équitable de hasard pur (par exemple et G jouent a pile ou faceF
donne un euro aG quand la piéce fait pile,G donne un euro aF quand la piece fait
face), la fortune d'un joueur est une martingale.

Dé nition 1.10.  Soit (X;),,, €st un processus vectoriel de variables aléatoires réelles
(v.a.r) et (Fy),,, une suite de tribus. La suite(X;; Fy),,, €st une martingale si et
seulement si

1. Fe F o,

2. X; estF;-mesurable,
3. EkKXik< 1,

4. E (X jFy) = Xy

Quand on dit que (X),,, €st une martingale, on prend implicitementF, =
(Xy; u 1), c'est-a-dire la tribu engendrée par les valeurs passéegsisentes.

Dé nition 1.11.  Soit ( {),,, UN processus vectoriel de v.a.r gtF),,, une suite de
tribus. La suite ( ; F¢),, €st une di érence de martingale (ou une suite d'accroissente
de martingale) si et seulement si

1. Ft F e,
2. : estF;-mesurable,
3. Ek k<1,
4. E( 1jF¢) =0.
Remarque 1.14. Si la suite (X; Fy),,, €st une martingale et si on posey = Xo,

t = Xy X 1, alors la suite( ; Ft),,, €St une di érence de martingale E ( (+1jF¢) =
E (Xt+1JF1)  E(XyFy) =0.
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Remarque ?:15 Si la suite ( ¢;F),5 €st une diérence de martingale et si on
pose X; = n=o n, alors la suite (X;F¢),,, est une martingale :E (X:1jF¢) =
E({fXi+ w1gjF) = Xt

1.5.4 Meélange
Dé nition de I -mélange

Dans un espace probabilis€ ;Ag; P), considéronsA et B deux sous-tribus deA,.
Nous dé nissons le coe cient de -mélange (ou de mélange fort) entre ces deux tribus
par

(A;B)= sup jP(A\ B) P(AP(B):
A2A ;B2B
Il est évident que siA et B sont indépendantes alors (A;B) = 0. Si par contre
A =B = fA;A%?; gavecP(A) = 1=2 alors (A;B) = 1=4. Les coe cients de
mélange fort d'un processus vectorieX = ( X;) sont dé nis par

x(=sup [ (Xu 05 (Xo; t+ 0]

Si X est stationnaire, on peut enlever le termsup. On dit que X est fortement mé-
langeant si x (h)! Oquandh!1l

Inégalité de covariance

Soientp; get r trois nombres positifs tels quep 1+ g '+ r 1 =1. Davydov (1968)
a montreé l'inégalité de covariance suivante

JCOVX; Y )i KokX kopkYkg[ f (X); (Y)dI'™; (1.25)

ou kX kg = EXP et Ky est une constante universelle. Dans le cas univarié, Davydo
avait proposéK o = 12. Rio (1993) a obtenu une inégalité plus ne, faisant intervar les
fonctions quantiles deX et Y. Cette inégalité montre également que l'on peut prendre
Ko =4 dans (1.25. Notons que (.25 entraine que la fonction d'autocovariance d'un
processus stationnaire -mélangeant ( et possédant des moments su sants) tend vers
zéro. Ces résultats peuvent étre directement étendus a unogessus vectoriel.
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Théoréme central limite (TCL)

Herrndorf (1984) a montré le TCL suivant pour un processus-mélangeant

Théoréme 1.13. Soit X = ( X;) un processus centré tel que

b
supkXik,y <1 et f x(klg¥ <1 pour un > O
t k=0

. . _P .
Si 2=lim,; Var n ¥ 1 X, existe et est non nulle, alors

xXo
n?2 XN o 2:

t=1

Ce résultat aussi peut étre directement étendu a un processvectoriel.
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Estimating structural VARMA models
with uncorrelated but
non-independent error terms

Abstract The asymptotic properties of the quasi-maximum likelihoodestimator
(QMLE) of vector autoregressive moving-average (VARMA) mdels are derived under
the assumption that the errors are uncorrelated but not nessarily independent. Re-
laxing the independence assumption considerably extendsetrange of application of
the VARMA models, and allows to cover linear representatia of general nonlinear
processes. Conditions are given for the consistency and mgyotic normality of the
QMLE. A particular attention is given to the estimation of the asymptotic variance
matrix, which may be very di erent from that obtained in the standard framework.
Modi ed versions of the Wald, Lagrange Multiplier and Likelhood Ratio tests are pro-
posed for testing linear restrictions on the parameters.

Keywords :  Echelon form, Lagrange Multiplier test, Likelihood Ratio test, Nonlinear pro-
cesses, QMLE, Structural representation, VARMA models, Wéd test.

2.1 Introduction

This paper is devoted to the problem of estimating VARMA repesentations of
multivariate (nonlinear) processes.

In order to give a precise de nition of a linear model and of aanlinear process,
rst recall that by the Wold decomposition (seee.g. Brockwell and Davis, 1991, for
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the univariate case, and Reinsel, 1997, in the multivariattbtamework) any zero-mean
purely non deterministic d-dimensional stationary procesgX;) can be written in the
form

Xy = Tt (1) WN(QO;) (2.1)

whereP .k -k? < 1 . The process( ;) is called the linear innovation process of the
processX = (X.), and the notation ( {) WN(O; ) signies that () is a weak
white noise A weak white noise is a stationary sequence of centered andcorrelated
random variables with common variance matrix . By contrast, a strong white noise
denoted by IID(0; ) , is an independent and identically distributed (iid) sequece of
random variables with mean 0 and variance . A strong white noise is obviously a
weak white noise, because independence entails uncorrethtess, but the reverse is not
true. Between weak and strong white noises, one can de ne arsestrong white noise
as a stationary martingale di erence. An example of semi-ging white noise is the
generalized autoregressive conditional heteroscedagtizARCH) model. In the present
paper, a processX is said to belinear when ( ) [IDO; ) in (2.1, and is said
to be nonlinear in the opposite case. With this de nition, GARCH-type processes are
considered as nonlinear. Leading examples of linear proses are the VARMA and the
sub-class of the vector autoregressive (VAR) models wittdinoise. Nonlinear models are
becoming more and more employed because numerous real tiriges exhibit nonlinear
dynamics, for instance conditional heteroscedasticity, vich can not be generated by
autoregressive moving-average (ARMA) models with iid naés.!

The main issue with nonlinear models is that they are genetalhard to identify
and implement. This is why it is interesting to consider weakV)ARMA models, that
is ARMA models with weak white noises, such linear represextions being universal ap-
proximations of the Wold decomposition 2.1). Linear and nonlinear processes also have
exact weak ARMA representations because a same process natysf/ several models,
and many important classes of nonlinear processes admit We&RMA representations
(see Francqg, Roy and Zakoian, 2005, and the references theye

The estimation of autoregressive moving-average (ARMA) naels is however much
more di cult in the multivariate than in univariate case. A  rst di culty is that non
trivial constraints on the parameters must be imposed for ehti ability of the para-
meters (see Reinsel, 1997, Lutkepohl, 2005). Secondly, thplementation of standard
estimation methods (for instance the Gaussian quasi-maxum likelihood estimation)
is not obvious because this requires a constrained high-dinsional optimization (see
Litkepohl, 2005, for a general reference and Kascha, 200at, & numerical comparison

1. To cite few examples of nonlinear processes, let us mentidhe self-exciting threshold autore-
gressive (SETAR), the smooth transition autoregressive (FAR), the exponential autoregressive (EX-
PAR), the bilinear, the random coe cient autoregressive (R CA), the functional autoregressive (FAR)
(see Tong, 1990, and Fan and Yao, 2003, for references on tleesonlinear time series models). All
these nonlinear models have been initially proposed for umariate time series, but have multivariate
extensions.
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of alternative estimation methods of VARMA models). Thesedchnical di culties cer-
tainly explain why VAR models are much more used than VARMA inapplied works.
This is also the reason why the asymptotic theory of weak ARMAnodel estimation is
mainly limited to the univariate framework (see Francq and Zkoian, 2005, for a review
on weak ARMA models). Notable exceptions are Dufour and Petier (2005) who study
the asymptotic properties of a generalization of the regrei®n-based estimation method
proposed by Hannan and Rissanen (1982) under weak assumpsiaon the innovation
process, and Francq and Raissi (2007) who study portmantedests for weak VAR
models.

For the estimation of ARMA and VARMA models, the commonly usd estimation
method is the QMLE, which can also be viewed as a nonlinear &aquares estimation
(LSE). The asymptotic properties of the QMLE of VARMA modelsare well-known un-
der the restrictive assumption that the errors are independent (see Lutkepohl, 2005).
The asymptotic behavior of the QMLE has been studied in a muctvider context by
Dunsmuir and Hannan (1976) and Hannan and Deistler (1988) whproved consis-
tency, under weak assumptions on the noise process and basada spectral analysis.
These authors also obtained asymptotic normality under a oditionally homoscedastic
martingale di erence assumption on the linear innovationsHowever, this assumption
precludes most of the nonlinear models. Little is thus knowwhen the martingale dif-
ference assumption is relaxed. Our aim in this paper is to ceider a exible VARMA
speci cation covering the structural forms encountered ireconometrics, and to relax
the independence assumption, and even the martingale dience assumption, in order
to be able to cover weak VARMA representations of general nlimear models.

The paper is organized as follows. Sectidh2 presents the structural weak VARMA
models that we consider here. Structural forms are employaa econometrics in order
to introduce instantaneous relationships between econarrwariables. The identi ability
issues are discussed. It is shown in Secti@3 that the QMLE is strongly consistent
when the weak white nois€ ;) is ergodic, and that the QMLE is asymptotically nor-
mally distributed when ( ;) satis es mild mixing assumptions. The asymptotic variance
of the QMLE may be very di erent in the weak and strong cases.&stion 2.4 is devoted
to the estimation of this covariance matrix. In Sectior2.5it is shown how the standard
Wald, LM (Lagrange multiplier) and LR (likelihood ratio) te sts must be adapted in the
weak VARMA case in order to test for general linearity consaints. This section is also
of interest in the univariate framework because, to our kndedge, these tests have not
been studied for weak ARMA models. Numerical experiments epresented in Section
2.6. The proofs of the main results are collected in the appendix
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2.2 Model and assumptions

Consider a d-dimensional stationary process(X;) satisfying a structural
VARMA (p; g representation of the form

xXP Xxd
AooXt Ao Xt i = Boo t Boit i; (1) WN(@O; o); (2.2)
i=1 i=1
where o is non singular andt 2 Z = f0; 1;:::9. The standard VARMA(p; g form,
which is sometimes called the reduced form, is obtained fBgy = By = | 4. The struc-
tural forms are mainly used in econometrics to identify stretural economic shocks and
to allow instantaneous relationships between economic valles. Of course, constraints
are necessary for the identi ability of the(p+ g+ 3) d? elements of the matrices involved
in the VARMA equation (2.2). We thus assume that these matrices are parameterized
by a vector #, of lower dimension. We then writeAy = A;(#o) and By = B (#o) for
i=0;:::;pandj =0;:::;0 and o= ( #o), Where#, belongs to the parameter space
Rko, and k is the number of unknown parameters, which is typically mucemaller
that (p+ g+ 3)d?. The parametrization is often linear (see Exampl&.1 below), and
thus satis es the following smoothness conditions.
Al : The applications# 7! Aj(#) i =0;:::;p# 7' Bj(#)] =0;:::;9and
# 7! ( #) admit continuous third order derivatives for all# 2 .

For simplic['gy we now write A;, B; andP instead of A;(#), Bj(#) and ( #). Let
Ax(z) = Ao P L Aiz' and B4(z) = By 1, BiZ'. We assume that corresponds
to stable and invertible representations, namely

A2 : forall #2 , we havedetAx(z)detBx(z) 6 0 for all jzj 1.
To show the strong consistency of the QMLE, we will use the folving assumptions.

A3 : We have#, 2 , where is compact.
A4 : The procesqy ;) is stationary and ergodic.
A5 : For all #2 such that# 6 #,, either the transfer functions

Ao 'BoB, 1 (2)Ax(2) 8 Ay BooB, . (2)Ax,(2)
for somez 2 C, or
A,'Bo BIALT 6 AydBoo oBLALL

Remark 2.1. The previous identi ability assumption is satis ed when tb parameter
space is su ciently constrained. Note that the last condition in A5 can be dropped
for the standard reduced forms in whicl\g = B = | 4, but may be important for struc-
tural VARMA forms (see Example2.1 below). The identi ability of VARMA processes
has been studied in particular by Hannan (1976) who gave saV@rocedures ensuring
identi ability. In particular A5 is satis ed when we imposéd, = Bg = |4, A2, the

common left divisors ofAx(L) and Bx(L) are unimodular (.e. with nonzero constant
determinant), and the matrix[A, : By] is of full rank.
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The structural form (2.2) allows to handle seasonal models, instantaneous economic
relationships, VARMA in the so-called echelon form represtation, and many other
constrained VARMA representations.

Example 2.1. Assume that income Inc) and consumption Cong variables are re-
lated by the equationdnc; = ¢ + o1 Inct 1+ o Cong 1 + 3 and Cong =
C+ o3 Ince+ o4 INce 1+ o5 Consg 1 + . In the stationary case the process
X, = flnc, E(Inc;);Cons E(Cons)g’ satis es a structural VAR(1) equation

1 0 X, = 01 02

1 Xi 1+ ¢
03 04 05

We also assume that the two components qf correspond to uncorrelated structural
economic shocks, with respective varianceg, and 2,. We thus have

0_ T S S
#o=( o1, o025 03 04 05 01 02)

Note that the identiability condition A5 is satised because for all# =
(1 25 3 4 5 % 3)°6 # we have

1 2 Z@lz 01 02

P
131t 4 2 3 5 o1 031t o4 02 03t o5

for somez 2 C, or

2 2 2
1 1 3 6 01 01 03
2 2 24 2 2 4 2
1 3 1 3 2 01 03 01 03 02

(2.2). Note that from A2 the matrices Agg and Bgo are invertible. Introducing the
innovation process

€& = AoolBOO ts
the structural representation A, (L)X: = By, (L) ¢ can be rewritten as the reduced
VARMA representation

X 1 X 1 1
Xt ApAoXt i = & A BoiBog A& i: (2.3)
i=1 i=1
Forall #2 , we recursively de nee(#) fort =1;:::;n by
X 1 X 1 1
&(#) = X, A AiXy i+ Ay BiBy Ace i(#);

i=1 i=1
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with initial values ey(#) = =€ ¢#) = Xo= = X1 p =0. It will be shown that
these initial values are asymptotically negligible and, iparticular, that &(#,) e ! O
almost surely ast ' 1 . The Gaussian quasi-likelihood is given by

¥
oy (2)82" det

o () = op e el

where .
e= o(#)= Ay'Bo BJA":

Note that the variance ofe is e = o(#0) = AyiBoo oBoGAL T A quasi-maximum
likelihood estimator (QMLE) is a measurable solutiorf?, of

. - 2
fo = argmax Lo (#) =argmin 7(#); (%) = - log Ty (#):

The following theorem shows that, for the consistency of th@MLE, the conven-
tional assumption that the noise( ;) is an iid sequence can be replaced by the less
restrictive ergodicity assumption A4 . Dunsmuir and Hannan (1976) for VARMA in
reduced form, and Hannan and Deistler (1988) for VARMAX mods, obtained an
equivalent result, using spectral analysis. For the proofye do not use the spectral ana-
lysis techniqgues employed by the above-mentioned authotst we follow the classical
technique of Wald (1949), as was done by Rissanen and Caind9719) to show the
strong consistency of the Gaussian maximum likelihood estator of VARMA models.

Theorem 2.1. Let (X;) be the causal solution of the VARMA equation?(2) satisfying
Al A5 and let#, be a QMLE. Then#, ! #, ais:asn!1

For the asymptotic normality of the QMLE, it is necessary to asume that#, is not
on the boundary of the parameter space .

A6 : We have#, 2 , where denotes the interior of .

We now introduce mixing assumptions similar to those made yrancq and Zakoian
(1998), hereafter FZ. We denote by (k), k = 0;1;:::, the strong mixing coe cients
of the procesy ). p

A7:  We haveEk k*? <1 and ,,f (k)g¥ <1 for some > O.
We de ne the matrix of the coe cients of the reduced form @.3) by

Mo = [AgAo1: A Aop AywBoiBogAw:  AgBogBogAoo: eol:

Now we need an assumption which speci es how this matrix depds on the parameter
#o. Let M 4, be the matrix @eqM ;)=@%evaluated at#,.

A8 : The matrix M #, is of full rank ko.
One can easily verify thatA8 is satis ed in Example 2.1
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Theorem 2.2. Under the assumptions of Theorerg.1, and A6 -A8, we have
Pa B 8 N (0 = 3 U3 Y

whered = J(#p) and | = | (#), with

@

@ =1 Fre

;1(#) ass; I(#)= I|m Var n(#)

For VARMA models in reduced form, it is not very restrictive to assume that the
coe cients Ao;:::;Ap; Bo;:ii:; By are functionally independent of the coe cient .
Thus we can write # = (#(1)0 #(2) )% where #9 2 Rk depends onAg;:::; A, and
Bo;::1;Bg, and where#® 2 R*2 depends on ., with k; + k, = ko. With some abuse
of notat|on we will then write e (#) = & (#Y).

A9 :  With the previous notation # = (#®°; #@°° where#® = D vec , for
some matrixD of sizek, d?.
The following theorem shows that for VARMA in reduced form, he QMLE and LSE
coincide. We denote byA B the Kronecker product of two matricesA and B.

The%)rem0 2.3. Under the assumptions of Theoren2.2 and A9 the QMLE 2, =
AL D0 can be obtained from

1
AP =Dvec’s "e= o a@)e#D);
t=1
and
xXn
#D = arg min det & (#Y)d#D):
#l t=1
Moreover
_ Ju 0 @ .0 e @)
J = 0 Jp with J1; = 2E @#)et(#) €0 @#)Oet(#)

Remark 2.2. One can see that) has the same expression in the strong and weak
ARMA cases (see Litkepohl (2005) page 480). On the contrarthe matrix | is in
general much more complicated in the weak case than in theosty case.

Remark 2.3. In the standard strong VARMA case,i.e. when A4 is replaced by the
assumption that( ) is iid, we havel =2J, sothat =2 J . In the general case we
havel 6 2J. As a consequence the ready-made software used to t VARMA dot
provide a correct estimation of for weak VARMA processes. The problem also holds
in the univariate case (see Francq and Zakoian, 2007, and theferences therein).
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2.4 Estimating the asymptotic variance matrix

Theorem 2.2 can be used to obtain con dence intervals and signi cance $¢s for the
parameters. The asymptotic variance must however be estimated. The matrixJ can
easily be estimated by its empirical counterpart. For instace, underA9, one can take

N PR R 22X
e

@ :
o @F aw ¥ " Gerad)
and Jp, = D(",t ".1DC In the standard strong VARMA case "= 2 J lis a
strongly consistent estimator of . In the general weak VARMA case this estimator is
not consistent whenl 6 2J (see Remark2.3). So we need a consistent estimator of.

Note that

1 X X1
I =Varasp—ﬁ t = Cov( ; t n); (2.4)
t=1 h=1
where @
(T gy l00det o+ (V) JTa?) (2.5)

In the econometric literature the nonparametric kernel egnator, also called heteros-
cedastic autocorrelation consistent (HAC) estimator (se&lewey and West, 1987, or
Andrews, 1991), is widely used to estimate covariance mates of the forml . Let ",
be the vector obtained by replacingt, by #, in ;. The matrix is then estimated by
a "sandwich" estimator of the form

1 X
AHAC — 4§ 1[HAC f* 1. AC — = AT
) Sjtsj t sy
n tis=1
where! o;:::;1, 1 is a sequence of weights (see Andrews, 1991, and Newey andt\Wes

1987, for the problem of the choice of weights).

Interpreting (2 ) !l as the spectral density of the stationary procegs ;) evaluated
at frequency 0 (see Brockwell and Davis, 1991, p. 459), anahative method consists in
using a parametric AR estimate of the spectral density of ;). This approach, which
has been studied by Berk (1974) (see also den Haan and Levif97), rests on the
expression

= WL 'O
when (' {) satis es an AR(1 ) representation of the form
b3
(L) = ¢+ it = U (2.6)

i=1

whereu, is a weak white noise with variance matrix . Let " (z2) =1y, + |-, " 2,
N

where”.;; ;" denote the coe cients of the LS regression of ;on "y 1; ;"¢ ..
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Let 0. be the residuals of this regression, and Ie’for be the empirical variance of

We are now able to state the following theorem, which is an estision of a result
given in Francg, Roy and Zakoian (2005).

Theorem 2.4. In addition to the assumptions of Theoren®2.2, assume that the pro-
cess( () dened in (2.5 admits an AR(1 ) representation @.6) in which the roots
of det (z) = O are outside the unit disk,k k = ofi Pz), and , = Var(u) is non-

i 1 =2+ )

singular. Moreover we assume that k;,, < 1 and ,_,f x (k)g < 1 for
some > 0, wheref x, (k)g, , denotes the sequence of the strong mixing coe cients
of the procesg X2 9% Then the spectral estimator of

[Po= ™ )"y, M) L

in probability whenr = r(n)!'1  andr3=n! Oasn!1l

2.5 Testing linear restrictions on the parameter

It may be of interest to testsg linear constraints on the elements of, (in particular
Agp =0 or Bog = 0). We thus consider a null hypothesis of the form

Ho . Ro#o = TI9

whereRg is a knowns, ko matrix of rank sy and rg is a knownsy-dimensional vector.
The Wald, LM and LR principles are employed frequently for tsting Hy. The LM test
is also called the score or Rao-score test. We now examinehiése principles remain
valid in the non standard framework of weak VARMA models.

Let "= J 'S 1, whereJ and I" are consistent estimator of] and |, as de ned in
Section2.4. Under the assumptions of Theorem&.2 and 2.4, and the assumption that
| is invertible, the Wald statistic

W = n(Rofn  10)ARo"RY) (R  1o)

asymptotically follows a §0 distribution under Hq. Therefore, the standard formulation
of the Wald test remains valid. More precisely, at the asympttic level , the Wald test
consists in rejectingH, whenW , > §0(1 ). It is however important to note that
a consistent estimator of the form™= J \f' ! is required. The estimator"=2 J' 1,
which is routinely used in the time series softwares, is onalid in the strong VARMA

case.

We now turn to the LM test. Let #¢ be the restricted QMLE of the parameter under
Ho. De ne the Lagrangean

L# )= "7#  ARo#  ro);
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where denotes asg-dimensional vector of Lagrange multipliers. The rst-or@r condi-
tions vyield

Tih= RE Robi=ro

It will be convenient to write a = bto signify a = b+ c. A Taylor expansion gives under
Ho

PR @n() ooy PR @) P g e

0= @# @#
We deduce that
PAReBr 1)) = Ro (B £9) "V R 1pﬁ@éﬁ%) = RoJ R
Thus under Hg and the previous assumptions,
Pt NG 0:(Rod RY 'R, RY(RoJ 'RY ! ; (2.7)

so that the LM statistic is de ned by

A

LM

n (0]
n"% (R 'RY 'Ro"RIRoJ *RY) *

AN 1 n C\-
n%}#(#g)f 'R R"Ry RS 1%#%).

Note that in the strong VARMA case, "= 2 J' ! and the LM statistic takes the more
conventional formLM , = (n=2)"RoJ' 1R8'? In the general case, strong and weak as
well, the convergence.7) implies that the asymptotic distribution of the LM ,, statistic
is 2 under Ho. The null is therefore rejected whertM , > 2 (1 ). Of course the

conventional LM test with rejection regionLM , > §0(1 ) is not asymptotically
valid for general weak VARMA models.

Standard Taylor expansions show that
Pa, gy oL P RY?

and that the LR statistic satis es
n O mn op (1)
LRy :=2 logCa(f) loga(#) "= S(Fn A)I(E ) 7= LM

Using the previous computations and standard results on qdeatic forms of normal
vectors (seee.g.Lemma 17.1 i van der Vaart, 1998), we nd that theLR ,, statistic is
So

asymptotically distributed as 2, {Z? where theZ;'s are iid N (0;1) and 1;:::; o
are the eigenvalues of

_ _ 1
R =J ¥?2SRrJ ¥ SRk = éRg(ROJ 'RY) 'Ry RI(RoJ 'RY) 'Ry:
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Note that when =2 J ! the matrix g =J ?RY(RoJ *RY) !RoJ 2 is a projec-

tion matrix. Its eigenvalues are therefore equal to 0 and 1nd the number of eigenvalues
equal to 1isTrJ ¥RIJ(RoJ 'RY) ReJ ¥ =Tr Is, = so. Therefore we retrieve the
well-known result that LR , §0 under Hq in the strong VARMA case. In the weak

VARMA case, the asymptotic null distribution of LR , is complicated. It is possible
to evaluate the distribution of a quadratic form of a Gaussia vector by means of the
Imhof algorithm (Imhof, 1961), but the algorithm is time corsuming. An alternative is

to use the transformed statistic

MRS (2.8)
which follows a 2 underHo, whenJ and S, are weakly consistent estimators of and
of a generalized inverse db r . The estimator QLR can be obtained from the singular
value decomposition of any weakly consistent estimat® r of S,gr . More precisely,
de ning the diagonal matrix "= diag("1;:::;",) where™; ", " denote
the eigenvalues of the symmetric matris. , and denoting byP an orthonormal matrix
such that §,r = P"P?° one can set

S§g=P" P% " =diag ", 5000

The matrix §LR then converges weakly to a matrix§ ; satisfying Sir S|r Stk = Sir
becauseS, g has full rank sg.

2.6  Numerical illustrations

We rst study numerically the behaviour of the QMLE for strong and weak VARMA
models of the form

Xlt — O O X1;t 1 + 1t O 0 1t 1
Xt 0 ai(2;2) Xot 1 2t b(2;1) b(2;2) 2t 1
(2.9)
where
;: 11D N (O; 1,); (2.10)
in the strong case, and
Lt 1( g+ b - 1t Ry
: = SN th : IID N | 2.11
2t 20( 2t 4j+1) W 21t (©O:12); ( )

in the weak case. Model4.9) is a VARMA(1,1) model in echelon form. The noise de ned
by (2.11) is a direct extension of a weak noise de ned by Romano and Timbs (1996)
in the univariate case. The numerical illustrations of thissection are made with the
free statistical software R (see http ://cran.r-project.ag/). We simulated N = 1;000
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independent trajectories of size = 2; 0000f Model (2.9, rst with the strong Gaussian
noise @.10, second with the weak noise4.11). Figure 2.1 compares the distribution of
the QMLE in the strong and weak noise cases. The distributianof, (2; 2) and §,(2; 1)
are similar in the two cases, whereas the QMLE & (2; 2) is more accurate in the weak
case than in the strong one. Similar simulation experimentsiot reported here, reveal
that the situation is opposite, that is the QMLE is more accuate in the strong case
than in the weak case, when the weak noiseisdened by = i i1 1fori =1;2 This
is in accordance with the results of Romano and Thombs (199&ho showed that, with
similar noises, the asymptotic variance of the sample autoelations can be greater or
less than 1 as well (1 is the asymptotic variance for strong \té noises).

Figure 2.2 compares the standard estimatof'= 2 J' ! and the sandwich estimator
= J 1F ! of the QMLE asymptotic variance . We used the spectral estimator
" = ('SP de ned in Theorem 2.4, and the AR order r is automatically selected by
AIC, using the function VARselect() of the vars R package. In the strong VARMA
case we know that the two estimators are consistent. In viewf the two top panels of
Figure 2.2, it seems that the sandwich estimator is less accurate in th&rong case.
This is not surprising because the sandwich estimator is n@robust, in the sense that
this estimator continues to be consistent in the WeaanARMA ase, congglry to the

AN

standard estimator. It is clear that in the weak caseVar £,(2;2) ©(2;2) is better

estimated by "SP(3;3) (see the box-plot (c) of the right-bottom panel of Figure2.2)
than by 2J° 1(3;3) (box-plot (c) of the left-bottom panel). The failure of the sandard
estimator of in the weak VARMA framework may have important consequences
terms of identi cation or hypothesis testing.

Table 2.1 displays the empirical sizes of the standard Wald, LM and LRests, and
that of the modi ed versions proposed in Sectior2.5. For the nominal level = 5%,
the empirical size over theN = 1;000independent replications should vary between the
signi cant limits 3.6% and 6.4% with probability 95%. For the nominal level = 1%,
the signi cant limits are 0.3% and 1.7%, and for the nominaldvel = 10%, they
are 8.1% and 11.9%. When the relative rejection frequenciae outside the signi cant
limits, they are displayed in bold type in Table2.1. For the strong VARMA model I, all
the relative rejection frequencies are inside the signi ca limits. For the weak VARMA
model II, the relative rejection frequencies of the standdrtests are de nitely outside
the signi cant limits. Thus the error of rst kind is well controlled by all the tests in
the strong case, but only by modi ed versions of the tests inhe weak case. Tabl.2
shows that the powers of all the tests are very similar in the bdel 11l case. The same
is also true for the two modi ed tests in the Model IV case. Theempirical powers of
the standard tests are hardly interpretable for Model IV, beause we have already seen
in Table 2.1 that the standard versions of the tests do not well control ta error of rst
kind in the weak VARMA framework.

From these simulation experiments and from the asymptotichieory, we draw the
conclusion that the standard methodology, based on the QMLEllows to t VARMA
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representations of a wide class of nonlinear multivariateinhe series. This standard
methodology, including in particular the signi cance tess on the parameters, needs
however to be adapted to take into account the possible lack mdependence of the
errors terms. In future works, we intent to study how the exisng identi cation (see
e.g. Nsiri and Roy, 1996) and diagnostic checking (seeg. Duchesne and Roy, 2004)
procedures should be adapted in the weak VARMA framework csidered in the present
paper.

Table 2.1 Empirical size of standard and modi ed tests : relative frequencies (in %) of
rejection of Hp : by(2;2) = 0. The number of replications isN = 1000.

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
Wald LM LR Wald LM LR
=1% 1.1 0.7 0.8 1.7 07 17
I n =500 =5% 50 45 51 6.0 52 6.0
=10% 89 93 94 11.0 99 109
=1% 0.7 08 0.7 1.0 06 1.0
I n=2;000 =5% 50 43 46 55 51 55
=10% 92 8.6 838 10.0 9.0 10.2
=1% 0.0 0.0 0.0 14 14 13
[l n =500 =5% 06 05 0.6 6.2 65 6.1
=10% 23 22 22 12.0 11.2 12.0
=1% 0.0 0.0 0.0 09 07 09
[l n=2;000 =5% 04 03 0.3 46 43 46
=10% 1.3 13 13 92 98 9.2

| : Strong VARMA(1,1) model (2.9)-(2.10 with #, = (0:95;2;0)
Il : Weak VARMA(1,1) model (2.9)-(2.11) with #, = (0:95;2;0)
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Table 2.2 Empirical power of standard and modi ed tests : relative frequencies (in %) of
rejection of Hp : b1(2;2) = 0. The number of replications isN = 1000.

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
Wald LM LR Wald LM LR
=1% 6.8 59 6.6 8.0 6.5 7.9
1 n =500 = 5% 205 194 204 21.6 20.1 21.7
=10% 29.5 29.0 294 30.6 29.5 30.6
=1% 1.7 18 1.7 15.5 14.3 15.6
v n =500 =5% 114 94 10.1 35.1 34.0 35.0
=10% 21.1 20.2 20.6 47.1 449 46.8

[l : Strong VARMA(1,1) model ( 2.9-(2.10 with #, = (0:95; 2; 0:05)
IV : Weak VARMA(1,1) model (2.9)-(2.11) with #, = (0:95; 2; 0:05)
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Figure 2.1 QMLE of N = 1;000independent simulations of the VARMA(1,1) model (2.9) with
sizen = 2;000and unknown parameter#y = (( a1(2; 2); 1 (2; 1); b1(2; 2)) = (0 :95; 2; 0), when the noise
is strong (left panels) and when the noise is the weak noise€2(11) (right panels). Points (a)-(c), in the
box-plots of the top panels, display the distribution of the estimation errors#(i) #o(i) fori = 1;2;3.
The panels of the middle present the Q-Q plot of the estimates@(S) = 61(2; 2) of the last parameter.
The bottom panels display the distribution of the same estinates. The kernel density estimate is
displayed in full line, and the centered Gaussian density wth the same variance is plotted in dotted
line.
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Figure 2.2 Comparison of standard and modi ed estimates of the asympttic variance  of the
QMLE, on the simulated models presented in Figure2.1. The diamond symbols represent the mean,
over the N = 1;000 replicationshof the stangardized squared erroran fa,(2; 2) 0:9592 for (a) (0.02

2
in the strong and weak cases)n $(2;1) 2 for (b) (1.02 in the strong case and 1.01 in the strong
n 05
case) andn B, (2;2) for (c) (0.94 in the strong case and 0.43 in the weak case).
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2.7 Appendix of technical proofs

We begin with a lemma useful to show the identi ability of#,.

Lemma 1. Assume that  is non singular and that A5 holds true. If
AolB B l(|_)A#(0|_)xt = AOOBOOt with probability one and A,'B, BJA,* =

Proof : Let # 6 #. Assumption A5 implies that either A,'Bo BIA,Y 6
Ay Boo OBovoo or there exist matricesC; such that C;, 6 0 for someip > 0 and

R .
Ao 'BoB, (2)Ax(2) A BooBy (2)Ak(2) = Ciz':

By contradiction, assume that A,'BoB,'(L)As(L)X: = AygBo: =
Ao BooB (L)A4, (L)X, with probability one. This implies that there exists 6 0 such
that % ;, is almost surely a linear combination of the components of; ;i > i o.
By stationarity, it follows that % is almost surely a linear combination of the
components ofX; ;;i > 0. Thus 9, =0 almost surely, which is impossible when the
variance g of . is positive de nite. 2

Proof of Theorem 2.1 : Note that, due to the initial conditions, f & (#)g is not
stationary, but can be approximated by the stationary ergoit process

a(#) = Ay'BoB,(L)As(L)Xq: (2.12)

From an extension of Lemma 1 in FZ, it is easy to show thaup,, ke(#) e(#k! O
almost surely at an exponential rate, as ! 1 . We thus have

1 X
71(#) OP:(l) ‘n(#) = ﬁ |t(#) as n!l ;

t=1

where
li(#) = dlog(2 ) +logdet o+ el#) . 'a(#):

Now the ergodic theorem shows that almost surely
n(#) ! dlog(2 )+ Q(#);
where Q(#) = logdet .+ E€(#) .ei(#). We have

Q#) = Efe(#)d® ‘fei(#o)g+logdet .
+Efe(#) e(#0)d fe® ety
+H2Efe(#) e(#)d . ‘e(#):
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The last expectation is null because the linear innovatior, = e (#o) is orthogonal to
the linear past (.e. to the Hilbert spaceH; ; generated by linear combinations of the
Xy foru<t), and becausd e (#) e(#0)g belongs to this linear pastH; ;. Moreover

Q(#o) = logdet oo+ E€)(#o) o0 er(to)
= logdet &+ Tr Eei(#0)e)(#o) =logdet o + d:
Thus
Q#) Qo) Tr ' & logdet ,* oo d O (2.13)
using the elementary inequality Tr(A B) log det(A !B) Tr(A A)
logdet(A *A) = d for all symmetric positive semi-de nite matrices of order

d d. At least one of the two inequalities in .13 is strict, unless if e;(#) = ey (#o)
with probability 1 and . = ¢, Which is equivalent to# = #, by Lemma 1. The
rest of the proof relies on standard compactness argumenas,in Theorem 1 of FZ. 2

Proof of Theorem 2.2 : In view of Theorem 2.1 and A6, we have almost surely

£, 1 #,2 . Thus @,(#,)=@#= 0 for suciently large n, and a Taylor expansion
gives &
o (1) P —@n(#0) “n(#o)P =
0= n@#+@#@#n#n
using arguments given in FZ (proof of Theorem 2). The proof #n directly follows from
Lemma3 and Lemmab below. 2
We rst state elementary derivative rules, which can be foud in Appendix A.13 of

Lutkepohl (1993).

#o (2.14)

Lemma 2. If f (A) is a scalar function of a matrixA whose elements;; are function
of a variablex, then

@ _* enes_. @A)GA.

- 2.15
@x  , @ @x | @A @x (2:49)
When A is invertible, we also have
@ogjdet(A)j _ 1
@A = A (2.16)
@r(CA 'B) _ 1 1
—@K - A BCA (2.17)
@r(CAB) _
— @R BC (2.18)
Lemma 3. Under the assumptions of Theoren2.2, almost surely
Q#®#

whereJ is invertible.
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%ﬁ?:w 61%; le(#eEX#H) 81%; +2@§§) o Te(#): (2.19)
Using the previous relations and.18), for all i;j 2 1;::::keg, we have
Ghol = Sge ST T Jamds C o
e R UL O
[Ce O 040,
+2 @@gz) el@é(:) 2Tr elet(#)@(gz) elgé (2.20)

UsingEeie® = ., Eg =0, the uncorrelatedness betwees and the linear pastH; 1,
Q@g#o)=@#2 H, 1, and @e (#0)=@#2#2 H, 1, we have

@lt(#o) 1 @ e(#O) 1 @ e(#O)

@#o) | @dHo)
@#@# Tr 0 +2E

@# © o @# © o
J(ij): (2.21)

E

The ergodic theorem and the next lemma conclude. 2

Lemma 4. Under the assumptions of Theoren2.2, the matrix

@l (#0)
J=E QL

is invertible.

Proof of Lemma 4 : In view of (2.21), we haved = J; + J,, where

@K#o)  @dHo)

32:2E

@# * @#
and
Jl(';] ) = Tr eo1:2 @é(z()) eo1:2 eo1:2 @é(:()) eo1:2 — h|0h] :
with

@ e(#O).
Q#

In the previous derivations, we used the well-known relatis Tr(AB) = ( vecA)VedB
and vedABC) = (C° A)ved. Note that the matricesJ, J; and J, are semi-de nite

hi=( o’ o )di; di=vec
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positive. If J is singular, then there exists a vectoc = (¢;:::;G,)° 6 0 such that
c%ic=cUc=0.Since 5 ° o ~and . are de nite positive, we havec?;c = 0
if and only if
Xo Xo @ o(# )
cdy = cvec— 0 (2.22)
k=1 k=1 @i

P
and c¥,c = 0 if and only if 2, ck@E(#O) 0 a:s. Di erentiating the two sides of the

reduced jgrm representalgonz 3, the Iatter equation yields the VARMA(p 1,9 1)
equation 7, A;X: i = [, Bje& ;. The identi ability assumption A5 excludes the
existence of such a representatlon Thus

@A'B;B, A
(#)=0; Bj= o %(5#0 “(#)=0:  (2.23)

k=1

@A'A
@#

A = ck
k=1

It can be seen that .22 and (2.23, fori =1;:::;pandj =1;:::;q, are equivalent
to M4, ¢ = 0. We conclude fromA8. 2

Lemma 5. Under the assumptions of Theoren2.2,

pP_— @n (#0) 14
@#

I'N(0;1):

Proof of Lemma 5 : In view of (2.12, we have

@d#o) _ *
eF __ %°

. (2.24)

1

where the sequence of matricess = d-(i) is such thatkd-k! 0 at a geometric rate as
11 . By (2.19, we have for allm

@l(#o) . 0o 1 @e(#) |, @f#)
Tr I +2
@t w 4 A% 0 Ty “er °°
= Yt;m;i +Zt;m;i
where
@ e(#0) o1
Yemi = Tr eO:L I &€ o0 +2 & d 0 &
@# .
b
Ztm| = 2 e?do eOle[
‘=m+l

Let Yem = (Yom, 1;::”thko) and Zym = (Zym, 1;:1"thko) The processeg Yim )t
and (Z.n): are stationary and centered. Moreover, under AssumptioM7 and m
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xed, the processY = (Yim): is strongly mixing, with mixing coe cients v (h)
(maxfO;h  mg). Applying the central limit theorem (CLT) for mixing processes
(see Herrndorf, 1984) we directly obtain

1 X L s
p_ﬁ Yem I'N (O;Im); Im = COV(Yt;m;Yt h;m):
t=1 h=1

As in FZ Lemma 3, one can show that =lim ;| exists. SincekZyh k! 0at an
exponential rate whenm ! 1, using the arguments given in FZ Lemma 4, one can
show that ( )

lim limsupP  n = Zwmn >" =0 (2.25)
m!

|
n'l t=1

for every" > 0. From a standard result (see.g.Brockwell and Davis, 1991, Proposition
6.3.9), we deduce that

1 X # 1 X 1 X
2 @é;)=p—ﬁ Yo+ B= Zen IN (O1)

t=1 t=1 t=1

which completes the proof. 2

Proof of Theorem 2.3 : Note that

- 1 X
W(#) = = R#); K#) = dlog(2 )+logdet o+ €(#) . &#):
t=1
Under the assumption of the theorem@(#)=@% =0, and (2.19 yields

#
@(#n) — N 1n 1)\ 207 £(1) AN 10 @ e(#n)
Q# =Tr e lg et(:&n )et(ﬁn ) e @#

fori = ki +1;:::ko, with "¢ such that #2 = D vec”.. Assumption A6 entails that
the rst order condition @;(#,)=@% = 0 is satis ed for n large enough. We then have

xn
"e=n b e(FD)HY)

t=1
and
~(#,) = dlog(2 ) +logdet "¢ + d;
because " #
%Xﬂ DT = T %Xn a(B)AD) ! = d

The conclusion follows. 2
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2.9 Appendix of additional example

Example 2.2. Denoting by ag(k; ") and ky(k; ) the generic elements of the ma-
trices Agi and B, the Kronecker indices are de ned bypx = maxfi : ag(k;’) 6

The reader is refereed to Lutkepohl (1993) for details abotite echelon form. For ins-
tance, a 3-variate ARMA process with Kronecker indicegl;2; 0) admits the echelon
form

0 1 0 1
1 00 0 0 0O
@0 1 0AX, @9 0AX,, @ 0A X, »,
1 0 0O 0 0O
0 1
1 00 0 0O
=@010At@ Atl@ At2
1 0 0O 0 0O

where denotes an unconstrained element. The variance gfis de ned by 6 additional
parameters. This echelon form thus corresponds to a paramgation by a vector# of
sizekg = 24.

2.9.1 \Verication of Assumption A8 on Example 2.1

In this example, we have

My, = 01 02 ) Sl ) 521 03 ,
01 03t o4 02 03t o5 01 03 00 03t 02
Thus 0 1
1 s 0 0 O O 0 0
0 0 1 o 0 O 0 0
0 00 020 & & 20
M #,= 0O 1 0 0 0 O 0 0
0O 0 01 0 O 0 0
0O 0 0 O 1 o3 o3 2
0O 0 0 0 0 O 0 1

is of full rank kg = 7.



Chapitre 2. Estimating weak structural VARMA models 79

2.9.2 Details on the proof of Theorem 2.1

Lemma 6. Under the assumptions of Theoren2.1, we have

supke(#) ek K
#2

where is a constant belonging td0; 1), and K > 0 is measurable with respect to the
- eld generated by fX,;u Og.

Proof of Lemma 6 : We have

X Xd
e(#) = X, A PAX i+ AG'BiBy'Ace i(#) 8t 2 Z; (2.26)
i=1 i=1
and
X Xd
&(#) = X, A tAX: i+ Ag'BiBytAce (#)  t=1;:::;n (2.27)
i=1 i=1
with the initial values ey(#) = =€ ¢#)=Xo= = X1 p=0. Let
0 1 0 1
&(#) &(#)
& 1(#) & 1(#)
g(#)=% : %: g(#)=% : ;
€ g+l (#) & g+l (#)

From (2.26 and (2.27), we have
e#=h+Ceg (#) 8t27Z;

and
e#=0+Ceg 1(# t=1:::::n;
where
0 P, . 1
Xt i=1 A0 AiXy
oo Ad'BiBo'Ag Ag'BeBo Ao % O |
L@ 1d O 1 L : !
Oq
B=Qhfort>p,B=0qfort O, and
0 P 1
Xt ot AgTAIX |
Oq
g = : fort=1;:::;p:

Oy
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Writing d,(#) = e(#) e&(#), we obtain fort>p,
a#) = Cg Jn(#) = C! pgp(#) o
= C'?P b B +C b, B, + +CP' Db B +CPh

Note that C is the companion matrix of the polynomial

Xi .

P(z) = lgq A,'BiB, Az = A,'B4(2)B, *Ao:

i=1

By A2, the zeroes oP(z) are of modulus strictly greater than one :
P(z)=0)j zj>1 (2.28)

By a well-known result on companion matrices,A.28 is equivalent to (C) < 1, where
(C) denote the spectral radius ofC. By the compactness of , we thus have

sup (C)< L
#2

We thus have
supkd,(#)k K
#2

whereK and are as in the statement of the lemma. The conclusion follows. 2

Lemma 7. Under the assumptions of Theoren2.1, we have
sup W#) (¥ =0(1)

almost surely.

Proof of Lemma 7 : We have

X
(#) ‘n(#)=% fa(#) e Ja@+ & tfal) e

t=1

In the proof of this lemma and in the rest on the paper, the ledrs K and denote
generic constants, whose values can be modi ed along the teguch that K > 0 and
0< < 1. By Lemmaé,

X0
sup W(#)  n(#) " supke (#)k + sup ke (#)k
#2 #2 #2

t

1

S|X S|X

supke (#)k (2.29)
#2

t=1
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In view of (2.26), and using Al and the compactness of , we have

Ps
e#) = X+  C#EHX¢ i supkCi(#)k K " (2.30)
#2

i=1
We thus haveE sup,, ke(#)k < 1 , and the Markov inequality entails

b3 Xt
P ‘'supke(#)k>" E supke(#)k —<1:
#2 #2

t=1 t=1

By the Borel-Cantelli theorem, 'sup,, ke(#)k ! 0 almost surely ast ! 1 . The
Cesaro theorem implies that the right-hand side of229 converges to zero almost
surely. 2

Lemma 8. Under the assumptions of Theoren2.1l, any # 6 #, has a neighborhood
V (#) such that
Ilmllnf , |2r\1/f(#) n(# ) >El(#); as: (2.31)

Moreover for any neighborhood/ (#,) of #, we have

limsup f#

m. #ZIO( ) n(#) Eli(#); as: (2.32)

0

Proof of Lemma 8 : Forany# 2 and any positive integerk, let Vi (#) be the
open ball with center# and radius 1=k. Using Lemma?7, we have

Ilmlnf . 2\}[1(]:#)\ n(#) |Irl’]T!11Inf . 2\|/£1(1;)\ n(#) Ilrnrrlsupiéjpj n(#) (B

- - X1 -
liminf n * inf  1.(#)
nil g # 2Vl

- E # 2\|/[](£¢)\ 1(#)
For the last equality we applied the ergodic theorem to the godic stationary pro-
cess infy oy, en  t(#) . By the Beppo-Levi theorem, whenk increases tol ,
Einfy oy ) 11(# ) increases toEl,(#): BecauseEl,(#) = dlog(2 ) + Q(#), the dis-
cussion which follows 2.13 entails El1(#) > El 1(#), and (2.3]) follows.

To show (2.32), it su ces to remark that Lemma 7 and the ergodic theorem entail

Ilrnr!llsup# Z\I/QL)\ n(#) Ilrnrrlsup# Z\I/QL)\ n(#)+ Imn]!fup ?;Jpj #H T
X
limsupn * Ii(#o)
n'l t=1

= Eli(#o):
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The proof of Theorem2.1 is completed by the arguments of Wald (1949). More
precisely, the compact set is covered by a neighborhood/ (#,) of #, and a nite
number of neighborhoodsV (#,);:::;V(#«) satisfying (2.31) with # replaced by#;,

I =1;:::;k. In view of (2.31) and (2.32, we have almost surely
;tgf n(#) = i=ron;|1?::;k #2VI{#]¢T)\ n(#) = #2\}?;:0)\ n(#)

for n large enough. Since the neighborhood(#,) can be chosen arbitrarily small, the
conclusion follows.

2.9.3 Details on the proof of Theorem 2.2

Lemma 9. Under the assumptions of Theoren2.2, we have

Prioup @) @0

#2 Q@# Q#

= op(2):

Proof of Lemma 9 : Similar to (2.30, Assumption Al entails that, for k =

@) _* wimy . @ X iy
@F . C/#HX¢ i; @F . C/(#HXt i (2.33)
)y = @EH). ® ’
G (#) @% sup G # K=& (2.34)
Similar to Lemma 6, we then have
@ (#) QE#H) t.
#S;Jp oF @ K % (2.35)
Using (2.19, we have
( )
P @g(:) @é(:) Cat
with
_ 2 eEnm eédw @#
a = F5  ToF aF oMt gy o @M @)
B = T L fe® a®edH)+a@fe® e 2

¢ o#
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From Lemma6 and (2.39), it follows that

... kX . @gH)
ajj + ja — : = su
Jaa] T Jag) P—n . b b #2p o

+supke(#)k+ K !
#2

In view of (2.30 and (2.33-(2.34), we have

E sup @&%) <1; Esupke#k<1l:
#2 @# #2

By the Markov inequality, for all " > 0 we thus have
K " t
P p= b > = o
n t=1 n t=1

and the conclusion follows. 2

Lemma 10. Under the assumptions of Theoren2.2, (2.14 holds, that is

OP:(1) P ﬁ@ﬁ(#o) + @\n(#o)p — #

0 @# = ores "

#o -

Proof of Lemma 10 : By Lemma 9 and already given arguments, we have

P _P—n@) P P _a) oy P n(#n)
"“er - "aexr "aer " a@r = " oz

Taylor expansions of the functiong@, ( )=@#around #, give

0=

pﬁ‘n(#n) _ pﬁ@r;(#o) " @\n(#i) pﬁ ﬁn

Q# @# Q#O#

#o

for some#, between#, and #o.

From (2.20 and Lemma2, one can see that the random terms involved in

@l(#)
Q% Q¥ Q¥
are linear combinations of the elements of the following mates
0/ 4. @FH) @eX#) .
a@ea#), a#) @t ' et(#)@#@%,
@d) @kH . @) @) L @)
Q% @# @# Q% @#’ Q% @# @#

83
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Since all these matrices have nite expectations uniformlin # 2 , we have

@ (#)
=P o% @ 0%

for all ky; ko ks 21 1;:::; kog. Now a second Taylor expansion yields

@) _ @ulhe), @ @)
@#@# @i@f# @fF QW
@‘n(#o)

@HQ#
using the ergodic theorem, .36 and the almost sure convergence &f, to #,. The

proof is complete. 2
Now we need the following covariance inequality obtained davydov (1968).

<1 (2.36)

(#  #o)

+ 0(1) a.s.

Lemma 11 (Davydov (1968)). Let p, g and r three positive numbers such thap * +
ql+r 1=1. Davydov (1968) showed that

JCOVX; Y )i KokX kpkYkg[ f (X); (Y)dI'™; (2.37)

where kXkf = EXP, Ko is an universal constant, and f (X); (Y)g denotes the
strong mixing coe cient between the -elds (X) and (Y) generated by the random
variablesX and Y, respectively.

Lemma 12. Under the assumptions of Theoren2.2, (2.29 holds, that is

C )
lim limsupP n ¥ Z., >" =0:
mil - nn
t=1
Proof of Lemma 12 : Fori =1;:::;kp, by stationarity we have
|
1 X ' 1 X
var p_ﬁ Zt;m;i - ﬁ COV(Zt;m;i ;Zs;m;i)
t=1 t;s=1
1 X .
= n (n j h)Cov(Zimi; Zt nmii)
jhj<n
X - -
JCOV(Zt;m;i ;Zt h;m;i )J :
h=1
Becausekdk K , we have
- - X s
1Zimi] K kerkke: -k:
=m+1

2. Davydov, Y. A. (1968) Convergence of Distributions Generated by Stationsy Stochastic
ProcessesTheory of Probability and Applications 13, 691 696.
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Using alsoE ke k* < 1 , it follows from the Holder inequality that
SLJijOV(Zt;m;i P Ze mii )] = S'-rj]ijZt;m;i Zi pmij K™ (2.38)

Let h > 0 such that [h=2] > m. Write
Zimi = Zimi *+ Ziy

t;m;i t;m;i ;

where

=2l %

Ztt?m;i =2 e? do eOlet; Ztt?r:l;i =2 etO do eOlet:

=m+1 “=[h=2]+1
Note that Zt*;‘m;i belongs to the -eld generated by fe;e 1;:::;& n=20 and that
Zy nmi belongs to the -eld generated byfe ;e 1 1;:::0. Note also that ¢() =

() and that, by A7, Ejz{.;j** < 1 and EjZ; nmij** < 1. Lemma 11 then

entails that

COUZ{i  Zt nmi) K =@ )([h=2]): (2.39)

By the argument used to show Z.389, we also have
Cov(ZPi i Ze hmi) K "™ (2.40)

In view of (2.38, (2.39 and (2.40),

P s B
JCOV(Zym;i s Zt mmi)] K M+ K =@t o
h=0 h=m

asm!1 by A7. We have the same bound foh < 0. The conclusion follows from
the Markov inequality. 2

Lemma 13. Let the assumptions of Theoren®.2 be satised. For# 2 , the matrix
o Q. .
| (#) = Lllrln Var @#n(#),

exists.

Proof of Lemma 13 : Let

L@ . @ @
le = @#(#)— @#It(#),...,@#olt(#) ; (2.41)
By stationarity of I ; we have
[
@. ~ 1 X R _
var @#n(#) = var p—ﬁmk = ﬁt;s_l Cov Iyl
1 X
= 5 (n j hj)Cov Ll y

h= n+1
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By the dominated convergence theorem, it follows thalt(#) exists and is given by

hs
| (#) = Cov lskn
h= 1
whenever 2
Cov Ik, <1: (2.42)
h=1
Recall that, for all i 2 1;:::; kog we have
@) _ A o 1 @) L OKH
@7 T 7 lg e@He#H) . oL +2 @7 ° e (#)
s
=T 1y ameEm b 2 0T @ e e

@#

1

In view of the last equality, the i-th component ofl. is of the form

X X .
L = (ki ko)e t(#) e, (#) (2.43)
=0 kiko=1
where \
jo(ikika)j Ko (2.44)
uniformly in (i;kq1; ko) 2 f L;::iikog f 1;::::dg?. In order to obtain (2.42), it su ces
to show that %
Cov Lt—tyl-]-t h <1 (245)
h= 1

Cov L+t n G+ Gy
where
R b xd 0. .
o =K JCoV(e,t(#)e,t ~(#); 8t n(#H)et o n(#))]
*=[h=2]+1 "9=0 kq;:ka=1
and
fax  ox |
=K jCov (e, t(H)e,t ~(#);aut n(#)ayt o n(#)j:
=0 '0=0 kq;:ka=1
Because

JCoV(eq (et ~(H) gt n(#H)eut o n(#)] Eke(#k'< 1
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by Assumption A7, we have
g KM

Lemma 11 entails that

A
© K S (h=2) K@) (h=2)):
=0 "0=0
It follows that
X x ®o
Cov lily n K M+K o @) (h=2)< 1
h=0 h=0 "

by Assumption A7 . The same bounds clearly holds for

X0
Cov L bkt v

h=1

which shows g.45 and completes the proof. 2
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Chapitre 3

Estimating the asymptotic variance of
LS estimator of VARMA models with
uncorrelated but non-independent
error terms

Abstract We consider the problems of estimating the asymptotic vanee of the
least squares (LS) and/ or quasi-maximum likelihood (QML) gtimators of vector auto-
regressive moving-average (VARMA) models under the assutigm that the errors are
uncorrelated but not necessarily independent. We relax thetandard independence as-
sumption to extend the range of application of the VARMA modks, and allow to cover
linear representations of general nonlinear processes. W& give expressions for the
derivatives of the VARMA residuals in terms of the parametes of the models. Secondly
we give an explicit expression of the asymptotic variance tfie QML/LS estimator, in
terms of the VAR and MA polynomials, and of the second and foth-order structure of
the noise. We deduce a consistent estimator of the asymptotvariance of the QML/LS
estimator.

Keywords : QMLE/LSE, residuals derivatives, Structural representation, weak VARMA
models.

3.1 Introduction

The class of vector autoregressive moving-average (VARMA)odels and the sub-
class of vector autoregressive (VAR) models are used in tinseries analysis and eco-
nometrics to describe not only the properties of the individal time series but also the
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possible cross-relationships between the time series (Rsnsel, 1997, Lutkepohl, 2005,
1993). This paper is devoted to the problems of estimating ghasymptotic variance of
the least squares (LS) and/ or quasi-maximum likelihood (QM) estimators of VARMA
models under the assumption that the errors are uncorrelateout not necessarily inde-
pendent (:e: weak VARMA models). A processX = ( Xy) is said to benonlinear when
the innovation process in the Wold decomposition (semg. Brockwell and Davis, 1991,
for the univariate case, and Reinsel, 1997, in the multivate framework) is uncorrela-
ted but not necessarily independent, and is said to baear in the opposite casei(e:
when the innovation process in the Wold decomposition is jidWe relax the standard
independence assumption to extend the range of applicati@mi the VARMA models,
and allow to cover linear representations of generabnlinear processes.

The estimation of weak VARMA models has been studied in Boubar Mainassara
and Francq (2009). They showed that the asymptotic variancef the usual estimators
has the "sandwich" form = J 1J 1, which reduces to the standard form= J ?!in
the linear case. They used an empirical estimator of the matriX. To obtain a consistent
estimator of the matrix |, they used a nonparametric kernel estimator, also called
heteroscedastic autocorrelation consistent (HAC) estinbar (see Newey and West, 1987,
or Andrews, 1991) and they also used an alternative method $&d on a parametric AR
estimate of a spectral density at frequenc (see Brockwell and Davis, 1991, p. 459). The
asymptotic theory of weak ARMA model is mainly limited to theunivariate framework
(see Francq and Zakoian, 2005, for a review of this topic). the multivariate analysis,
notable exceptions are Dufour and Pelletier (2005) who stydhe asymptotic properties
of a generalization of the regression-based estimation rhet proposed by Hannan and
Rissanen (1982) under weak assumptions on the innovationogess, Francq and Raissi
(2007) who study portmanteau tests for weak VAR models and Bbacar Mainassara
(in a working paper, 2009) who studies portmanteau tests faveak VARMA models.
The main goal of the present article is to complete the avaitde results concerning
the statistical analysis of weak VARMA models, by proposingnother estimator of |,
which allows to separate the e ects due to the VARMA parametes from those due
to the nonlinear structure of the noise. This topic has not been studied in thabove-
mentioned papers.

The paper is organized as follows. Sectidh2 presents the models that we consider
here, and presents the results on the QMLE/LSE asymptotic dtribution obtained by
Boubacar Mainassara and Francq (2009). In Sectiod.3 we give expressions for the
derivatives of the VARMA residuals in terms of parameters athe models. Sectior3.4
is devoted to nd an explicit expression of the asymptotic vaance of the QML/LS
estimator, in terms of the VAR and MA polynomials, and of the econd and fourth-
order structure of the noise. In Sectior3.5 we deduce a consistent estimator of this
asymptotic variance. The proofs of the main results are celited in the appendix. We
denote by A B the Kronecker product of two matricesA and B (and by A 2 when
the matrix A = B), and by vedA the vector obtained by stacking the columns of. The
reader is refereed to Magnus and Neudecker (1988) for the pesties of these operators.
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Let O; be the null vector ofR", and let I, be ther r identity matrix.

3.2 Model and assumptions

Consider a d-dimensional stationary process(X;) satisfying a structural
VARMA (p; g representation of the form

xXP xa
AgoX¢ AgiX: i = Boot Boiti; 8t22Z=10 1;,:::0; (3.1)

i=1 i=1

where ; is a white noise, namely a stationary sequence of centereddamncorrelated
random variables with a non singular variance o. The structural forms are mainly used

in econometrics to introduce instantaneous relationshipgetween economic variables.
Of course, constraints are necessary for the identi abiljt of these representations. Let
[Aco:::AgBoo:::Bgg] be thed (p+ g+ 2)d matrix of all the coe cients, without
any constraint. The matrix ¢ is considered as a nuisance parameter. The parameter of
interest is denoted o, where o belongs to the parameter space R, and ko is the
number of unknown parameters, which is typically much smadt that (p+ g+2) d?. The

we write Ag = Ai( o) and By = Bj( o) fori =0;:::;pandj =0;:::;9 and o =
(o). We need the following assumptions used by Boubacar Mainass and Francq
(2009) to ensure the consistence and the asymptotic norntgliof the quasi-maximum
likelihood estimator (QMLE).

Al : The applications 7! Aj( )i =0;:::5;p, 7' Bj()j =0;:::;9and

7! () admit continuous third order derivatives for all 2

For siﬁpplicity we now write A, B; gnd instead ofAi( ), Bj( ) and ( ).LetA (2) =
Ao P LAz andB (z) = By 1 Biz'.

A2 : Forall 2 , we havedetA (z)detB (z) 6 0 for all jzj 1.

A3 : We have o2 , where is compact.
A4 : The procesy ;) is stationary and ergodic.
A5 : Forall 2 suchthat 6 , either the transfer functions

A;'BoB Y(2)A (2) 6 AggBaoB H(2)A (2)
for somez 2 C, or

A,'By BIA, e Ay Boo oBgvoolo:

A6 : We have o2 , where denotes the interior of .
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P
A7 : We haveEk k**2 <1 and ,,f (k)g# <1 forsome > O.

The reader is referred to Boubacar Mainassara and Francq (®) for a discus-
sion of these assumptions. Note thaf ;) can be replaced by(X;) in A4, because
Xi = A XL)B (L) and { = B *(L)A ,(L)X;, whereL stands for the backward
operator. Note that from A1 the matrices A, and B, are invertible. Introducing the

innovation processe = AoolBoo t, the structural representationA ,(L)X; = B ,(L) ¢

can be rewritten as the reduced VARMA representation

xXP L Xi 1 1
i=1 i=1

o X 1
&( )= X Ay AiXy i+ Ay, BiBy "Ace i( );

i=1 i=1
with initial values ey( ) = =€ ()= Xo = = X1 p = 0. The gaussian
quasi-likelihood is given by
L( )_Y] ,;I'\ ex :_LO() 1() . _AlB BOAlo.
T ey e o 2 e B e e B B

A quasi-maximum likelihood estimator (QMLE) of and . is a measurable solution
(" "e) of

N N

("n; e)=arg rznax Ln(; e):
We now use the matrixM , of the coe cients of the reduced form to that made by
Boubacar Mainassara and Francq (2009), where

M, =[AgAos: i AgpAop: AggBoiBogAoo::::: AggBogBogAool:
Now we need an assumption which speci es how this matrix depds on the parameter

0. Let M , be the matrix @edM )=@° evaluated at .

A8 : The matrix M , is of full rank ko.
Under AssumptionsAl1 A8, Boubacar Mainassara and Francq (2009) have showed the
consistency (\n I pas:asn!l ) and the asymptotic normality of the QMLE :

Pa 8 # N (0 = J U3 Y (3.2)
whered = J( o; e) @and!l = 1( o; o), With
w2 @ . -
J(; &)= Lllrln H@plogLn(, e) as:

and > @
1(; &)= Lllrln Varp—ﬁ@log La(5 o) (3.3)
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3.3 Expression for the derivatives of the VARMA re-
siduals

The reduced VARMA representation can be rewritten under theompact form
A (L)X =B (L)a();

P . P .
whereA (L): lq ip=1AiL| andB (L): lq iq=1 BiL', with A; = AolAi andB;
Ay'BiBo'Ao. For =1;:::;pand °=1;:::;q let A =(a; ); Bo=(bjo); a

the coe cients of the multivariate AR and MA parts. Thus we can rewrite = (a° b‘)o,
wherea 2 Rt depends orAg;: :: ; Ap, and whereb 2 R¥2 depends orBg;:::; Bg, with

de ned by
Mj(L)=B *L)E;A *(L)B (L) and Nj(L)=B *(L)Ej;

whereE; is thed d matrix with 1 at position (i;j ) and O elsewhere. We denote by
Ajn and B, the (d d) matrices de ned by

b A X o
M (z) = AinZ'y Nj(2)= Binz's jzj 1
h=0 h=0
for h 0 Take Ay, = By, = 0 when h < 0 Let respectively A, =
An A ittt Ay, and By = By 1By iiiiiByy, thed  d® matrices.
We consider the white noise "empirical” autocovariances
1 X
e(h) = — e[e? ho for O h<n:
t=h+1
For k;K&m;m®=1;:::;1 ; let
X 0
(kK9 = E fe v« egfeanww &ng ;
h=1
and
b3
m:mo = (( kakc))l k m;1 kO mo= Cov( ¢; ¢ n)
h=1

where = (€ ;;:::;€ )% e.Letthed d3(p+ g) matrix

h( )= Ap ittt Ag piBp piiiiiBy g (3.4)
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This matrix is well de ned because the coe cients of the seds expansions ofA 1!

and B ! decrease exponentially fast to zero. For the univariate AR model, Francq,
Roy and Zakoian (2004) have showed in Lemma A.1 that( k; k9); K max(k; k9

for some constantK . We can generalize this result for the multivariate ARMA moel.

Then we obtaink ( k;k9k K max(k; k9 for some constantk . The proof is similar
to the univariate case. For univariate ARMA models, McLeod1978) de ned the noise
derivatives by writing

@e_ g @e_\ i1
@ @,
whepe  and  are respectivelyghe univariate AR and MA parameters. Let (L) =
1 P, illand' (L) =1 1. "iL'. We denote by , and' , the coe cients

de ned by

1 X h 1 h P
(2) = nzs @)= hzh gz 1
h=0 h=0
for h  0: When p and g are not both equal to0; let = ( 1111} p; pe1iiil peg)’
Then, McLeod (1978) showed that the univariate noise deritiges can be represented
as
@
OO OO o 0
where
1 >4 ' 1 >4 '
()= (Le( )= ne n( ) u()=" “(L)a()= he n( )
h=0 h=0
and

a()=" *L) (L)X

We can generalize these expansions for the multivariate eais the following propo-
sition.

Proposition A 1. Under the assumptionsAl A8 , we have

@
OO = v )15V U ) 10 g
where
bS DS
Vi() = An(le & n()) and U()=  Bp(le & n())
h=0 h=0
with the d d® matrices A, = A, Ay, iiiiiAg, and B, =
Biih i Boyp i1l Bygn - Moreover, at = o we have
@ X
2)00) = i leprg & i(0) ;

i1

with the ;'s are de ned in (3.4).
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3.4 Explicit expressions for | and J

We now give expressions for the matricédsand J involved in the asymptotic variance
of the QMLE. In these expressions, we separate terms depearglirom the parameter

o from terms depending on the weak noise second-order struatulLet the matrix
n 0
2
M :=E lgpq &

element ofM ;;, as of the form 2, if k%= d(k 1)+ j, and zero otherwise and where

jzljz = Eg.i8,t = ( J1;]2). We are now able to state the following proposition, which
provides a form ford = J( o; eo), in Which the terms depending on ( (through the

matrices ;) are distinguished from the terms depending on the secondder moments
of (&) (through the matrix M ) and the terms of the noise variance of the multivariate

innovation process (through the matrix ).

Proposition A 2. Under AssumptionsAl1 A8 , we have

X
vecd =2 Mf ?  Jgvec
i1

where the i's are de ned by (3.4).

In view of (3.3, we have

X Xt

1
I :Varasp—ﬁ e Cov( ¢; ¢t n); (3.5)
t=1 h=1
where @
(= — logdet .+€&() ta() _ : (3.6)

0

The existence of the sum of the right-hand side oB(5) is a consequence o7 and of
Davyvov's inequality (1968) (seee.g. Lemma 11 in Boubacar Mainassara and Francq,
2009). As the matrixJ, we will decomposé in terms involving the VARMA parameter

o and terms involving the distribution of the innovationse;. Let the matrices

— 0 0 0 0
Min == E &y l2prag) & | n & lepg &

The terms depending on the VARMA parameter are the matrices; de ned in (3.4

and let the matrices
)(1
(i;j)= M jn
h=1
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involving the fourth-order moments ofe,.. The terms depending on the noise variance

M isisiih 6 Oae(prq) ai(prg if i2 = d?(in 1) d(is 1)+ jiandi, = d®(p+ q)+
dz(il 1) d(ll 1) + jl) and M i1ioih = Odz(p+q) d4(p+ @) otherwise. For (k,k() 2

M iyi,iin IS of the formEe,: n€,t j n€.t&,t i Whenk®= d?(k 1) d(k 1)+j,and
of the formEej,; n€,t | n€.16,t | Whenk®= d3(p+ @)+ d?(k 1) d(k 1)+j,, and
zero otherwise. We now state an analog of Propositighfor I = 1 ( o; eo)-

Proposition A 3.  Under AssumptionsAl1 A8 , we have

Xl

vecl =4 (5j) 1a { flg 0gvec vec 4 vec o °.
i =1
where the ;'s are de ned by (3.4).
Remark 3.1. Consider the univariate casal = 1. We obtain
X 4 X1
vecJ=2 f; ¢° and vecl = — Giyf ;%
i1 i =1

P
where (i;j)= [}, E(ee& i& n& j n) and 22 RP*9 are de ned by @.4).

Remark 3.2. Francg, Roy and Zakoian (2005) considered the univariate sad = 1.
In their paper, they used the least squares estimator and yhebtained

@ X @ X
E@qz( o)=2. 2.9 and Var 2e( o) d@O) =4 (i:i) ij0

i1 i1

where ? is the variance of Bhe univariate processe and the vectors ;| =
P ot w2 RPYY. with the convention ; = ', = 0 when
i < 0. Using thevec operator and the elementary relatiorvec@a® = a a° their result

writes

@ . 1 @ X
vecJ:vecE@n( 0) = —2vecE@@q2( 0)=2i 1 i i and
A X
vecl =vecvar &nlo) _ %vecVar 26, @f@ o) i4. Gi) g

ij 1

which are the expressions given in Remafk1.
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3.5 Estimating the asymptotic variance matrix

In Section 3.4, we obtained explicit expressions for and J. We now turn to the
estimation of these matrices. Le# = et("n) be the QMLE residuals whenp > 0 or
g>0andletg = ¢ = Xy whenp=q=0. Whenp+ g6 0, we haveg =0 fort O
andt>n and

xXp Xd
& = Xy Aol(An)Ai(An)%t it Aol(An)Bi(An)Bo l(An)AO(An)ét i
i=1 i=1
P
fort=1;:::;n, with X, =0 fort OandX;= X,fort 1 Let"q=n?t 7 &&
be an estimator of . The matrix M involved in the expression ofl can easily be
estimated by its empirical counterpart

1% n o0
M= = leepeg &
t=1

In view of Proposition 2, we de ne an estimatorJ,, of J by

)( n N N 0 N
vect, = M, "0 "9 vec" &
i1

We are now able to state the following theorem, which showséhstrong consistency of
Jn.

Theorem 3.1. Under AssumptionsA1 A8, we have

Fi1 J as as n!1

In the standard strong VARMA case™=2 f lisa strongly consistent estimator of
. In the general weak VARMA case this estimator is not consisht whenl 6 2J. So
we need a consistent estimator df. Let

-

— 1% 0 0 0 0

M nigh = n €& n ey & | n & leprq & |
t=1

To estimate (i;j ) consider a sequence of real numbefis,),.n such that

10+4

b,! 0 and nb, 'l as n!l ; (3.7)

and a weight functionf : R! R which is bounded, with compact suppor{ a;a] and

continuous at the origin with f (0) = 1. Note that under the above assumptions, we
have X
by jf (hby)j = O(1): (3.8)

jhj<n



Chapitre 3. Estimating the asymptotic variance of LSE of wdaVARMA models 97

Let
-
I\/1\nij;h = %5:1] T é?j h & lepig €
Consider the matrix
")) o= X f (ho,)M iin  and T, = & ;
h= T

where[x] denotes the integer part ok. In view of Proposition 3, we de ne an estimator
M, of | by

X1 n 0o n 0 n 0
r\ =4 N I A | N0 Nl Nl
vecl, = n()) 1o 7 ¢ | Vec vec 4 vec' g

i =1

We are now able to state the following theorem, which shows éhweak consistency of

r\n.
Theorem 3.2. Under AssumptionsA1 A8, we have

(W1 | in probability as n!1

Therefore Theorems3.1 and 3.2 show that
*= 3

is a weakly estimator of the asymptotic covariance matrix:= J 1J 1.

3.6 Technical proofs

Proof of Proposition 1 : Because °= (a%b9%, Lemmas3.3 and 3.4 below show
that

O = IO VO U0 U )

X

= Ap 1l e ()i Ap ple & n()):
h=0
Bh 1(lee & n()):iiiiiBy q(lee & n())

_ X : laezp & n( )

= AnaiER A By B DR
X

= h( ) lapeq & n() :

h=1
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Hence, at =  we have

@e_ X
o0

i Id2(p+q) € i :
i1

It thus remains to prove the following two Lemmas. 2

Lemma 3.3. We have

e¢) _ *
= Ap(lep & n());
@° h=0
whereA , = A, 1A, it Ay, isad  d®p matrix.

Proof of Lemma 3.3. Di erentiating the two terms of the following equality
A (L)X =B (L)a();
with respect to the AR coe cients, we obtain

@€ )
@

= B YL)E;j X, = B YL)EjA Y(L)B (L)e ()

= MLe () T=1;np;

whereE; = @\-=@; isthed d matrix with 1 at position (i;j ) and O elsewhere and
a()=B YL)A (L)X

Then we have

@d)_ X Y
@ = - Aij;h &  n(): (3.9)
Hence, for anya:- writing the multivariate noise derivatives
S = MulLa O Malb)e, )i Ma(ba ()
d d? 2 3
e-() O 0 0
0O e() O 0
= P\/|11(|_) ; MZlQ‘z) T Mdd(L)i : 0 :
d o : : . :
0 0 o .
| i e () )
d3 d2
= [M1a(L) i Mag(L) s i s Maa(L)] (Tee & ~())

ML) (e & ()= M@Le ()=W ()
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whereM (L) = [Myy(L) : Ma(L) 120 i Mga(L)]; & () =1lg & ()andV ()
are respectively thed d* d® d?andd d? matrices. Hence, we have
A A A
O8) = T ae w00z Ace)=  Ae()
@'
h=0 k "=0 k="
X
= A e k()= ()
k=0

with A, - =0 whenk <" . With these notations, we obtain

S
@éo) _ A 18 k()AL e ()i A e k()
o { }
d d?p
P2
€ k() 0 0 0
2 €t k() 0 O
= Ay 1Ak LA p ' :
keo | d{%a } :
{Z e k() )
d3p d?
R
= A 1A A (e e k()
k=0
R
= Ay lep & ()
k=0
where A, = A, ;:A, ,::iiiAp , isthed d®q matrix. The conclusion fol-

lows. 2

Lemma 3.4. We have

@¢) _*
= B :h (Idzq & h( )),
@
whereB , = By, ;:By, ,:::::B, , isad dqmatrix.

Proof of Lemma 3.4. The proof is similar to that given in Lemma3.3. Di eren-
tiating the two terms of the following equality

A (L)X =B (L)a();
with respect to the MA coe cients, we obtain

@€ )
@j;; o

B Y(L)E;jB *(L)A (L)X{ v=B YL)Eje o)

Nj (L)e o ); 0=1;:50;
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whereE; = @ o=@;;- o is thed d matrix with 1 at position (i;j ) and O elsewhere.
We then have

@g) _* oy
@i o = - Bij;h €& h( ) (3.10)
Similarly to Lemma 3.4, we have
D8 = [Nu(b)a o) Nalb)a o) 5 Naa(L)e o )
d d?
= N(@L)(ge & o ))= N(L)er o )= U of );
whereN (L) = [N11(L) : Nog(L) : :::: Ngg(L)] and U, -0 are respectively thed d® and
d d? matrices. Then, we have
X b3
2B=" B ()= B k()= U o)
0 h=0 k=0

whereB, ., =0 whenk <% With these notations, we obtain

@¢) _ *
= By 1& By ,€ N = I
@° _lkltk() kzt{lé() kqtk()}
k=0 7 g
R
= By (leqg & «());
k=0
whereB , = B, ;:B, ,:::::B, , isthed d*gmatrix. The conclusion follows. 2

Proof of Proposition 2 : Let

@@Oet( ) = @@jet( D -2a( o)

Let

S0 = Zlogka()

1 X 0 1

= 5 dlog(2 ) +logdet +€() . &()
t=1

In Boubacar Mainassara and Francq (2009), it is shown that,( ) = () + o(1) a.s.,

where

1 X
()= - dlog(2 ) +logdet o+ e() ‘a() :

t=1
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It is also shown uniformly in 2  that
@ () _ @)
@ @
The same equality holds for the second-order derivatives Gf. We thus have
@‘n( O).
@@
Using well-known results on matrix derivatives, we have
@i( o) _ 2%
@ n

In view of (3.11), we have
22X @K o) 1@ o) , @el(0)
n._ @ % @° @@
@€ o)
@@

by the ergodic theorem. Using the orthogonality betweeg and any linear combination
of the past values ofe,, we have2E f @) ¢)=@ @y & = 0. Thus we have

+0(1) a:s:

J= Iilrln J, as; where J, =
n!

S0 el o) (3.11)

t=1

NP &( o)

1

| 2E oo +2E @@e?( )« @@oet( o) 5 as

1228 20 Joalo)

Using vec (ABC) = (C° A)vec(B) with C = lgpq and in view of Proposition 1,
we obtain

Zi @%O) @%O) vec eol

2 E lepg & 1 leprg €& i | VEC o
i1
Using alsoAC BD =(A B)(C D), we have
X
vec) = 2 E lepq &  lepqg & f7  Jgvec o
i1
X : 0 20 02 1 X
= 2 E  lepq & i “Vvec o =2 M
i1 i1

vecd

02 1.
i “vec -

The proof is complete. 2

Proof of Proposition 3 : In view of (3.6), let

@ @ . °
@ '

t = @@Lt( 0) =
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where
Li( )=logdet .+ €l ) .‘a():
We have
=2 @é o) welo)=2 e?( 0) @é o) vec o'
In view of (3.5), we have
Xt @ @
= C 2 =9 1 2 = 0 el
. ov @et( 0) eOet @et h( 0) Oet h
Xt @g @
= Cov 2 & —F vec ;2 €, hovec of
- @ @
Xt @@ 0 @g, °
= 4 E & —=F vec & vec 4 =~ €, oo
h=1 @ @

Using the elementary relationvec ABC) = (C° A)vecB, we have

Xl
vecl = 4 E €&, @gh e %{é

h=1

1 1 0,
Vec vec ., VeC

By Proposition 1, we obtain

Xt X1
— 0 0 0
vecl = 4 E e, I 2(p+ g) & h
h=1 ij=1
0
e? I @2 (p+ o) e?i |O vec vec eo1 vec eol :

UsingAC BD =(A B)(C D), we have

Xt Xt
_ 0 0
0 0 0 1 10 .
& lepg €& fla g vec vec o vec o

Using alsbpAC BD =(A B)(C D), we have

Xt Xt
— 0 0 0 0

vecl = 4 E &n lepog & n & loepg &

h=1 i§j=1

0

la  { fla g vec vec o vec

1

X 1 10

0 0, .
i fla g vec vec 4 vec o

1
D
—~
i
~

o



Chapitre 3. Estimating the asymptotic variance of LSE of wdaVARMA models 103

where

X1
(i,j) = E e?h | 42 (p+ q) e?j h e? I 42 (p+ q) e?i
h= 1

The proof is complete. 2

Proof of Remark 3.1. Ford=1, we have

n o
2

M:=E lpg & ~ = Zlpige;

where 2 is the variance of the univariate process. We also have

Xl

(i;j) = E & nej nlpeg e il(p+q
h=1
Xl
= E(ee i& n& j n)lprgz= (5] ) (p+ g2 (3.12)
h=1

In view of Proposition 2, we have
X
vecJ =2 Mf 9 g =%
i1

ReplacingM by 2l g2 in vecd, we have
X
vecl =2 f i igO:
i1
Using (3.12 and in view of Proposition 3, we have
4 Xt o, 4 X
vecl = — (;5) i —2
ij =1 i =1

i)t g

The proof is complete. 2

Proof of Theorem 3.1. For any multiplicative norm, we have
X n 0,
vecd vecd) 2 M M, vec o
i1

0 0

+ M, 2 N2 vec
0

+ M, N2 vec “F 4

The proof will thus follow from Lemmas3.5, 3.6 and 3.8 below. 2
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Lemma 3.5. Under AssumptionsAl A8, we have
vec(i (o) K ' ous(l) ais as nll

where is a constant belonging tq0; 1|, and K > 0.

Proof of Lemma 3.5. Boubacar Mainassara and Francq (2009) showed the strong
consistency of,, (w! o ais:asn!l ), which entails

AN

n 0o = Oa:s(l): (3.13)

We haveA;;, = O( ") and By, = O( ") uniformly in 2  for some 2 [0;1]. In
view of (3.4), we thus havesup, k n( )k K M. Similarly for any m 2 f 1;:::; kog,
we have

sup @n() K M (3.14)
2 @m
Using a Taylor expansion ofrec”; about o, we obtain
ecC |
vec", = vec i+ % " o)
where | is between”, and o: For any multiplicative norm, we have
@vec ;
vec(\i i) % An o -

In view of (3.13 and (3.14), the proof is complete. 2

Lemma 3.6. Under AssumptionsAl A8, we have

M, M as as n'1l

Proof of Lemma 3.6. We have

xp xa
e( )= X A tAX, ;i + A,'BiB, A () 8t2 Z: (3.15)
i=1 i=1
Forany 2 ,let
1% N ,0 n ,0
M n( ):: ﬁ |d2(p+q) e?( ) and M ( ):= E Idz(p+q) e?( )

t=1

Now the ergodic theorem shows that almost surely

Ma()!M ():
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In view of (3.15, and using A2 and the compactness of , we have

A
()= X+ Ci( )X i; supkCi( )k K "
2

i=1

We thus have
E supke( )k*< 1 ; (3.16)
2
q
by Assumption A7. Now, we will consider the norm de ned by (kZk, = E kZ Kk,

whereZ is ad; random vector. In view of Propositionl, (3.16 and sup, k n( )k
K N, we have

@d ) X .
sup 5 supk i( )k sup lepsq &() <1l: (3.17)
2 @ 2 i1 2 2 2
Let g = (;,elt; ::::e4)% The non zero components of the vectovecM ,( ) are of the

formn [ e( )ec(); for (i;j) 2 f1;:::;dg?. We deduce that the elements of the
matrix @ecM ,( )=@° are linear combinations of

X
% e ( )@J@( ).
t=1

By the Cauchy-Schwartz inequality we have

v
u
2 X @e() goX 2 X @e( ) ?
— su — supf e — su
”tlzp a«()—g ntzlzpe%()g 0 U5
v
u
X X 2
L supke ( )k? 1 sup@do) :
N 2 N 2 @
The ergodic theorem shows that almost surely
s
22X @e() 2 @d) °
lim — su 2 E supk k> E su :
S P eal)=g— upke:(') UP=50

Now using 3.16 and (3.17), the right-hand side of the inequality is bounded. We then

deduce that QvecM ()
ecM ,

sup ——=
2 P @°

A Taylor expansion ofvecM , about o gives

@ecM () A
@k "

= Oas(1): (3.18)

vecM',, = vecM , +

0);
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where | is between”, and o: Using the strong consistency of,, and (3.18), it is easily
seen that
vecM , =vecM () ! vecM (o) =vecM ; as:

The proof is complete. 2

Lemma 3.7. Under AssumptionsAl A8, we have

A\
|

0 ! 0 &S, as n'l

n

P
Proof of Lemma 3.7 : We have "o = (W) with o()=n1 e )X ). By
the ergodic theorem

n()! o)== Ee()el ); as:
Usmg the elelmentary relation vec(aa‘) a a, wherlg a is a vector, we have

vec" e = n ! tlet(n) a(") andvec 1(o) = nt Lialo &lo) Using
a Taylor expansion ofvec” « around o and (3.2), we obtain

1 X @e @ 1
vec" o = vec o o)"‘ﬁ & e, &e a (W o+ Op n

0 0
- @ @
Using the strong consistency of;,,

E supke( )k*< 1 and sup@g( ) <1 ;
2

2 @0 2
it is easily seen that
N
vec ¢! vec o o) =Vvec ; as:

The proof is complete. 2

Lemma 3.8. Under AssumptionsAl A8, we have

Nl 1 .
o! o as as nll

Proof of Lemma 3.8 : For any multiplicative norm, we have

Nl 1 — AN AN 1 AN N 1
€0 €0 - e0 €0 e0 e0 €0 €0 €0 €0

In view of Lemma 3.7 and eol < 1 (because the matrix ¢ is nonsingular), we
have

Nl 1 e
0 o ! 0 as:
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The proof is complete. 2

Proof of Theorem 3.2. Let the matrices

R n Lo .0
— 0 0 . — 0 0 .
i = I 4 i l4 i ) ij - fld ig I i ’
n 0g
N Nl Nl d — 1 10
0= Vec  Vec an 0= VeCc ., Vec
For any multiplicative norm, we have
vecl vecl}, 4 (i5]) n(i;]) Kk jkkvec ek
ij 1
N P N
+ n(l;J) ij ij kvec eOk
N N N 0
+ Ta(j) Tj veC o e
Lemma3.5andk k= O( ') entail
N n N N 0
VEC j VEC j vec ly ( i i) (ld j)
n R 0
+ vec (la i) la (5 )
K i+j Oas(l)

We also havek k= O( ). Inview of Lemma3.8and ., < 1 ,we have

n 0o
N N1 1 N1
e0 e0 vec e0 e0 vec e0
n . 0o
+ VeC 4  veC "o e I 0 as:

In the univariate case Francqg, Roy and Zakoian (2005) showdsee the proofs of their
Lemmas A.1 and A.3) thatsup.-o.oj ( ; 9j < 1 . This can be directly extended in the
multivariate case. The non zero elements of(i;j ) are of the form

X
E(6,t€,t i€t h€,t h j); for (igizis;is) 21 :::;dgh
h=1

We thus have

b3
sup E(e.t€,t i€t n€,t nj) Supk(ij)k<1: (3.19)
[ (M
We then deduce thatsup; ;k (i;j )k = O(1). The proof will thus follow from Lemma
3.9 below, in which we show the consistency &%, (i;j ) uniformly in i andj . 2
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Lemma 3.9. Under AssumptionsAl A8, we have

sup G (i5j) ! Oin probabilityas n!1
Il]

Proof of Lemma 3.9. Forany 2 |, let

1%
M pignh () = - & () laepqg € n()
t=1
e?( ) I @2 (p+ o) e? i()
By the ergodic theorem, we have
Mnign () ' M jn()=E €,() lepqg € ()
e?( ) I @2 (p+ o) e? i() as:

A Taylor expansion ofvecM' i;n around o and (3.2) give

ecM i 1
VeCM\nij;h = vecM ,jn + @l—onu'h (An 0+ Op —
@ . n
In view of (3.19, we then deduce that
) M .
lim sup sup @ecM njn. <1; as: (3.20)
Nl i 1jhj<n @°

By the ergodic theorem, 8.2) and (3.20, for any multiplicative norm, we have

. ecM
supsup vec M i M i lim sup sup @ecM nign

ij  1jhj<n 'l i 1jhj<n @k " °
1 1
+0p - =0p p= : (3.21)
n n
We have
KTn
n(is]) (i) = f(hth) Main M iin
h= Tn
XTn X
+ ff (hbn) 1g M ij;h M iih -
h= Th ihj>T »

By the triangular inequality, for any multiplicative norm, we have

sup "n(iij) (i) G+ G+ O

iy 1
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where
X
01 = Sup sup M\ nijh M ij;h jf (hbw)l ;
il 1ljhj<n ihi T
X X
O = jf (hth) lj kM ij:h k and Oz = kM ij:h k:
jhj Tn jhj>Tn

The non zero elements oM j, are of the form E (e, €, i€t n€,t n j), With
(1968), it is easy to show that
JE(&,t€,t i€t n€,t h j)] = JCov(e,tE,t i1€st n€ut h j)i
K =@ )(h):

We then deduce that
kKM jink K =@ )(h): (3.22)

In view of A7, we thus haveg; ! Oasn!1 .Let m be a xed integer and write
0 S1+ Sy, Where

X X
S1 = jf(hby)  1jkM jrk and s; = if (hbn) kM i k:

jhj m m< jhj Tn

For jhj  m, we havehly, ! Oasn!1l andf(hb,)! 1, it follows that s;! O.If
we choosan su ciently large, s, becomes small, using322 and the fact that f () is
bounded. It follows thatg, ! 0. In view of (3.8) and (3.21), we have

1 1
& —supsup Mo M 4 O(1)= Op —B= = 0y();
i 1jhj<n b n

sincenk? ' 1, in view of (3.7). The conclusion is complete. 2
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3.8 Veri cation of expression of | and J on Examples

The following examples illustrate how the matrice$ and J depend on o and terms
involving the distribution of the innovations e,.

Example 3.1. Consider for instance a univariateARMA (1;1) of the form X; =
aX; 1 bi1+ 4 with_variance _2. Then, with our notation_s we have = (a;b)o,
0 = (aol'Dl:b)O, A, =d, B, =8, ;= A B, =(a kb, EZ= 2

(5i)= 121 E(eeieneg nyla= (ij)laand
i = a2(i 1);(ab)i l;(ab)i 1;b2(i 1) .
Thus, we have

X . _ _ , 0
vecd =2 &y Vi(aoh) i(ak) LE' P and

vecl = ig__ (i) @ Y (aoh)' % (aoky) LB D

n # n #
L, -1 4 X L L
J=2 ' P and | = 7 (i;5) 0 fobo
1 agho 1 E% 0 i =1 1 aghp 1 E%

0 2.0
Xi= 01 , Xi 1+ &; e = Cl)l %2

With our notations, we have =( 1; 2)% o=( o1, 02)°

1 4.4 0 x h 0
AL)= ! , M (2) = Ej I 2" i =12
0 1 L . h
A - 10 h o _  ho
whT 00 o " - 0 o0
A - 01 h o _ 0 b
2T 0 0 o " T~ o0 o0
_ 00 0 _ 00
Aen= 10 o0 5 = 1o
00 h 0 _ 00
Aen= 01 0 5 = o0
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We also have
h
1
0

po O

0
0

N O

0
0

(@R N

00
Ah: All;h:A21;h:A12;h:A22;h = 00

h= A, ,.Let = 4 h a4 64 matrix de ned, with obvious notation, by

(LD = w(@25)= w333)= W@&37)= " Y

n(1:28) = h(2:32)= 1(3;60)= n(464)= 3" 7

n(1;4)= n(1;25)= n(28)= n(2,29)= n(3;36)
= w(@57)= a(440)= n461)=( 1 )" Y

and 0 elsewhere. The matriXM de ned before Proposition2 is a 16 64 matrix

2 3
Mll M12 MlS |\/|14 M15 MlG Ml? |\/|18

_@Ma Mpn Mz Mo Mo Mo Moz Mg 4,
M3t M3 M3z Mas Mags Mg Mgz Mg 2
Ma May Moz Mg Mus Mg Mz Mg

M

i, =2(iy 1)+ j,andM ;,;;, = 0 otherwise. For(k;k% 2 f1;:::;49 f 1;:::;8g and
j22f1;2g, the (k; k9-th element ofM ;,;, is of the form 7, if k%=2(k 1)+ j, and
0 otherwise. Because 2, = 3, = 0, we thus have

2, 3

2.0 0000 00

0 0 20000 O
M112M23:M35:M47:§ 00 0 0 20 0 oé;
0 00 0 O0 020

cooo
O o o
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and all the otherM ;,;, matrices are equal to zero. We then have

1
2 2h D) 0 0 0
0 0 0 0
2(h 1
0 2 2h 1) 0 0
02 4
2 2h 0 0 0
0 0 0 0
2(h 1
Mf O %2 2( ) O O .
“ 0 o " o
0 0 0 0
2(h 1
0 0 0 2 2h 1)
02 4
0 0 5300 o0
0 0 0 0
2(h 1
0 0 0 2 2D
and
0
2(h 1 2(h 1 2(h 1 2(h 1 .
M hvec o = ( ) 091’ Sz 112 0(2 ), 021 %1 222 0(1 ) 091’ 0(2 b
which entails that
1 (0] %2 11 0. 12.1 222 0. 1 °
vecl =2 1 0g; ;04 ; Oy :
1 %1 N 1 02 N 1 01 N 1 82
Thus we have 0 1
L 0 0 o0
2 2
0 2% 0 0
J= 2% oo 2 2 E ; (3.23)
0o 0o £# 0
0 o 0 i
02

It remains to obtain the expression of. The M j;, matrix introduced before Proposi-
tion 3isal1l6 256matrix of the form

2 3
M 1ih Moazin 00 Mogiph 0 Moagin 0 M 11gih
) g M oovitn Mozin  © Mogin @ Mogjn ¢ Moagin Z.
Ij . . . !
M sigh Ma2ign @ Musgipgh @ Moasgign @ M 31gjn
M aziih - Moazin 210 Mogipn @ Mouagin 110 M gagin
where theM j,i,in 's are 4 16 matrices. For (i%;i9) 2 f1;:::549 f 1;:::; ;169 and

jl 21,29, we haveM i%19:in 6 04 16 Iif |2 =2(i% 1+jlandil= 8+2(|l 1)+
i% and M ,o,ouh = 04 16 Otherwise. Forj? 2 f 1,2g, we haveM 1ih = M oogijn =
M 3siih = M 47i0n Where the(k; k9-th element is of the formEey ney | n€ue ot i
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whenk®=2(k 1)+ j3 and of the formEey ney ; nexgo i whenk®= 8+ 2(k

1) + j3. Similarly we haveM 125:n = M 2450n = M 3gjin = M gy Where the(k; k9-th
element is of the formEey nex ; nengo  whenk®=2(k 1)+ j2 and of the form
Eey néx j néxgo ; whenk®=8+2(k 1)+ j9. We also haveM 1gjin = M 211550 =
M 313ih = M 41540 Where the(k; k9-th element is of the formEe, ney | n€uE ot i
whenk®=2(k 1)+ j3 and of the formEey ney ; nexgo i whenk®= 8+ 2(k

1) + jg We have M 110jjih = M 212jh = M 314jjh = M 4 16;ij;h where the(k;k()-th
element is of the formEey nex j nengg | whenk®=2(k 1)+ j2 and of the form
Eex néx j néxgo ; whenk®=8+2(k 1)+ 9. We have thel6 4 matrix

0 ntoo 0 0 1
0 4
pt o0 0 0
o "' o 0
02 4
o 0 bt oo 0
|2 h — 0 0 21 0
024
0 o ' o
0 0 o It
0 4

0 0 o b1
and let the256 16matrix Fy = (1, ) 12 2 dened, by

Fy (1;1) = Fy (5;2) = Fy (9;3) = Fy (13,4) = F; (65,5) = Fy (69;6) = Fy (73,7)
= F; (77;8) = F; (1299) = F; (133 10) = F; (137.11) = F; (141 12)
= F; (193 13) = F; (197,14) = F; (201;15) = F; (205,16)= | ' 1 %

Fy (52,1) = F; (56;2) = F; (60;3) = F; (64;4) = F; (116,5) = F; (120,6)

Fij (1247) = F; (128 8) = F;; (180,9) = F; (184,10) = F; (188 11)
Fi (192 12) = F; (244 13) = F;; (248 14) = F; (252 15)
Fj (256,16)= L' b %

Fij (41) = Fy (8,2) = F; (12,3) = F; (16,4) = F; (68,5) = F; (72,6) = F; (76,7)
= F; (80;8) = F; (1329) = F; (136,10) = F; (140 11) = F;; (144 12)
= F; (196,13) = F; (200, 14) = F; (204 15) = F; (208 16)= | * L %
Fij (49;1) = F; (53;2) = F;; (57;3) = F;; (61;4) = F; (113 5) = F; (117,6)
= Fij (12l 7) = Fij (125, 8) = Fij (177; 9) = Fij (18], 10) = Fij (185, 11)
= F; (189 12) = F;; (241, 13) = F;; (245 14) = F; (249 15)

= Fj(25316)= L' )%
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and O elsewhere. We also de ne thd6 16 matrix j, = M j, Fj, with obvious

notation, by

ish (L, 1) =
ish (1, 3) =
ish (2,1) =
ish (2;3) =
ish (1, 9) =
i (1,11) =
ish (2,9) =
i (2,11) =

ish (5;1) =
izh (5:3) =
ish (6;1) =
izh (6;3) =
ish (5, 9) =
izh (5, 11) =
ish (6;9) =
izh (6,11) =

ish (3;2) =
ish (3;4) =
ish (4,2) =
ish (4, 4) =
izh (3;10) =
iz (3;12) =
izh (4,10) =
ish (4,12) =

ish (7:2) =
ish (7,4) =
ish (8;2) =
ish (8;4) =
izh (7,10) =
ish (7,12) =
izh (8;10) =
ish (8,12) =

in (95)= i (11,6) = Eex new j neuew i o' by’
in (97) = jn (11,8) = Eex neu j nexlu i o1 by s
in (10,5) = n (12,6) = Eex neéw | n€ubat i 0" by
in (107 = (128)= Eex neu | nex® i b’ be'
in (913) = jn (11,14) = Eex néu j néuu i o' by
iih (9;15) = jn (11,16) = Eey ney j n€xy i Y J.011;

ih (10,13) = in (1214) = Eex new | neulx i b1° bo

in (10;15) = i (12,16) = E€x neu j nex®xt i 01" 0o ;

ih (13;5) = jin (15,6) = E€y n€x | nuln i oy b
in (137) = 0 (15:8) = Eew nex | n2lu i by’ by’
in (14,5) = jn (16;6) = E€x néx j neubn i o' b2

ih (14,7) = jin (16;8) = Eey n€x | n€x€x i op It

in (13,13) = n (15 14) = Eexn n€x | nulu i o b1
in (13,15) = jn (15 16) = E€x n€x | n€x€u i o b1
in (14,13) = i (16,14) = Eex n€x | n€ubn i o bo';

in (14,15) = ijn (16;16) = E€x nex j nexlx i 0" 0o ;

and 0 elsewhere. We then deduce that

0
i:h VeC vec eOl vec eOl = (| ii:h (1); ool ij:h (16))0;



Chapitre 3. Estimating the asymptotic variance of LSE of wdaVARMA models 116

where

lin (1) = E€n neu j n€uln i 11 b’ by
lin (2) = E€n neu j n€ux i 11 b’ bo'
Liih (3) = E€r neu j nexr i 12 22 o1 b1
Liih (4) = E€x hew j nex€x i 12 22 b1 b2
lizn (5) = E€n nex | n€ulr i 11 b2 L
Liin (6) = E€1 nex | n€ux i 11 o’ bo'

I ij:h (7) = Een nex i h€xCit i 11 22 02 o1 s
— 2 2 i1 j 1.
liih (8) = E€1t n€x j n€x€t i 11 25 02 b2 )

_ 2 2 i1 1.
ligh (9) = E€x newr | neulu i 11 25 o1 J01 ,
_ 2 2 i 1 j 1.
lijn (10) = E€x neu j nux i 11 25 o1 02 5
_ 4 i1 1.
lign (11) = E€x neu | n€x€u i 2 o1 01 3

lin (12) = E€x n€i | n€x€x i 25 b1- bo'

liih (13) = E€x n€sx j n€uu i 12 27 ot b1t
liin (14) = E€x n€x | n€ubn i 122 22 oo- b
lizn (15) = E€x n€x | nx€u i 2 02 b1
liin (16) = E€x n€x | n€x€x i 2 bot b
which entails that
Xt xt 0
vecl =4 (Fign (1) 25510 (16))°:
i =1 h= 1
Thus we have
0 1
wi i Ligh (1) 1ign B)  1iin (9) 1 (13)
Ligh (2) 1ign (6) Lipn (10) 1in (14) &= .
Ligh (3) 1ijn (7) lin (A1) 14 (15) A
Ligh (4)  1iin (8) lipn (12) 1in (16)

In the particular case whereg, is a martingale di erence, the expression of simpli es.
We then have

ijj=lh=1

in )= =1inG) =T (M= =14 (20) =14 (12)= =14 (15)=0
and for h =0, wheni = j we have
liio1) = E€2€ ;1 oy 5 1io(6) = E€2& 11 o
li;o(11) = E€3 € i 25 o8 V5 lio(16) = E€€d | 2 o
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and !, ()=0 for h< Oor h> 0. We also have

- 0 li;o(1) O 0 0 "
~ 0 1i0(6) 0 0 .
=0 MY o K 829
= 0 0 0 'ii; 0(16)
In view of (3.23) and (3.24), we have
Xl
= J Y3 '=  Diagf i(3;1); i(22); i(33); i(44)9;
i=1
where
12 7
(LD=@ WMo  (22= % 1),
22 11
1 032
(33)= 5% liodly (44 =@  §)io(16)

11 22



Chapitre 4

Multivariate portmanteau test for
structural VARMA models with
uncorrelated but non-independent
error terms

Abstract We consider portmanteau tests for testing the adequacy of ater au-
toregressive moving-average (VARMA) models under the assption that the errors
are uncorrelated but not necessarily independent. We reldke standard independence
assumption to extend the range of application of the VARMA mdels, and allow to
cover linear representations of general nonlinear process We rst study the joint
distribution of the quasi-maximum likelihood estimator ((QMLE) or the least squared
estimator (LSE) and the noise empirical autocovariances. &\then derive the asympto-
tic distribution of residual empirical autocovariances ad autocorrelations under weak
assumptions on the noise. We deduce the asymptotic distritbon of the Ljung-Box (or
Box-Pierce) portmanteau statistics for VARMA models with ronindependent innova-
tions. In the standard framework {.e. under iid assumptions on the noise), it is known
that the asymptotic distribution of the portmanteau tests is that of a weighted sum of
independent chi-squared random variables. The asymptotitistribution can be quite
di erent when the independence assumption is relaxed. Caguently, the usual chi-
squared distribution does not provide an adequate approxaion to the distribution of
the Box-Pierce goodness-of t portmanteau test. Hence we gpose a method to adjust
the critical values of the portmanteau tests. Monte carlo gperiments illustrate the nite
sample performance of the modi ed portmanteau test.

Keywords : Goodness-of- t test, QMLE/LSE, Box-Pierce and Ljung-Box portmanteau tests,
residual autocorrelation, Structural representation, wak VARMA models.
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4.1 Introduction

The vector autoregressive moving-average (VARMA) modelseaused in time series
analysis and econometrics to represent multivariate timeeges (see Reinsel, 1997, Lit-
kepohl, 2005). These VARMA models are a natural extension tife univariate ARMA
models, which constitute the most widely used class of univate time series models (see
e.g. Brockwell and Davis, 1991). The sub-class of vector automegsive (VAR) models
has been studied in the econometric literature (see also lipohl, 1993). The validity
of the di erent steps of the traditional methodology of Box aad Jenkins, identi cation,
estimation and validation, depends on the noises propersie After identi cation and
estimation of the vector autoregressive moving-averagequesses, the next important
step in the VARMA modeling consists in checking if the estintad model ts satisfac-
tory the data. This adequacy checking step allows to validator invalidate the choice
of the ordersp and g. In VARMA (p; g models, the choice op and q is particularly
important because the number of parameter{p + g+ 2) d?, quickly increases withp
and g, which entails statistical di culties. Thus it is importan t to check the validity
of a VARMA (p; 9 model, for a given ordemp and g. This paper is devoted to the pro-
blem of the validation step of VARMA representations of mulitvariate processes. This
validation stage is not only based on portmanteau tests, bulso on the examination
of the autocorrelation function of the residuals. Based orhe residual empirical auto-
correlations, Box and Pierce (1970)EP hereafter) derived a goodness-of- t test, the
portmanteau test, for univariate strong ARMA models. Ljungand Box (1978) (B
hereafter) proposed a modi ed portmanteau test which is noadays one of the most
popular diagnostic checking tool in ARMA modeling of time s@es. The multivariate
version of theBP portmanteau statistic was introduced by Chitturi (1974). We use this
so-called portmanteau tests considered by Chitturi (1974nd Hosking (1980) for che-
cking the overall signi cance of the residual autocorrelans of a VARMA(p; g model
(see also Hosking, 1981a,b; Li and McLeod, 1981 ; Ahn, 198dpsking (1981a) gave
several equivalent forms of this statistic. The papers on ghmultivariate version of the
portmanteau statistic are generally under the assumptionhiat the errors ; are inde-
pendent. This independence assumption is restrictive bacse it precludes conditional
heteroscedasticity and/ or other forms of nonlinearity (se Francq and Zakoian, 2005,
for a review on weak univariate ARMA models). Relaxing thisndependence assump-
tion allows to cover linear representations of general nonéar processes and to extend
the range of application of the VARMA models. VARMA models wih nonindependent
innovations (i.e. weak VARMA models) have been less studied than VARMA models
with iid errors (i.e. strong VARMA models). The asymptotic theory of weak ARMA
model validation is mainly limited to the univariate framework (see Francq and Zakoian,
2005). In the multivariate analysis, notable exceptions arDufour and Pelletier (2005)
who study the choice of the ordep and g of VARMA models under weak assumptions
on the innovation process, Francq and Raissi (2007) who stgortmanteau tests for
weak VAR models and Boubacar Mainassara and Francq (2009) avktudy the consis-
tency and the asymptotic normality of the QMLE for weak VARMA model. The main
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goal of the present article is to complete the available reltsi concerning the statistical
analysis of weak VARMA models by considering the adequacy gislem, which have
not been studied in the above-mentioned papers. We proceeal $tudy the behaviour
of the goodness-of t portmanteau tests when the; are not independent. We will see
that the standard portmanteau tests can be quite misleading the framework of non
independent errors. A modi ed version of these tests is thysroposed.

The paper is organized as follows. Sectigh2 presents the structural weak VARMA
models that we consider here. Structural forms are employad econometrics in or-
der to introduce instantaneous relationships between ecmmic variables. Sectior4.3
presents the results on the QMLE/LSE asymptotic distributon obtained by Boubacar
Mainassara and Francq (2009) whef ;) satis es mild mixing assumptions. Sectiont.4
is devoted to the joint distribution of the QMLE/LSE and the noise empirical auto-
covariances. In Sectiort.5 we derive the asymptotic distribution of residual empirich
autocovariances and autocorrelations under weak assunmgis on the noise. In Section
4.6 it is shown how the standard Ljung-Box (or Box-Pierce) portmanteau tests must
be adapted in the case of VARMA models with nonindependent movations. In Sec-
tion 4.7 we give examples of multivariate weak white noises. Numegicexperiments are
presented in Sectiom.9. The proofs of the main results are collected in the appendix

We denote byA B the Kronecker product of two matricesA and B, and by veA
the vector obtained by stacking the columns oA. The reader is refereed to Magnus
and Neudecker (1988) for the properties of these operatot®t O, be the null vector of
R", and let |, be ther r identity matrix.

4.2 Model and assumptions

Consider a d-dimensional stationary process(X;) satisfying a structural
VARMA (p; g representation of the form

xXP xd
AgoX¢ AgiX: i = Boot Boiti; 8t22Z=10 1,:::0; (4.1)

i=1 i=1

where ; is a white noise, namely a stationary sequence of centereddamncorrelated
random variables with a non singular variance . It is customary to say that (X;) is a
strong VARMA (p; g model if ( ;) is a strong white noise, that is, if it satis es
Al : ( ¢) is a sequence of independent and identically distributedd) random
vectors,E =0 and Var( ) = o.
We say that (4.1) is a weak VARMA(p; 9 model if ( ;) is a weak white noise, that is,
if it satis es
Al . E{=0,Var(¢) = o,and Cov(y; ¢t h) =0 forallt2 Z and all
héo.
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Assumption Al is clearly stronger thanAl'. The class of strong VARMA models
is often considered too restrictive by practitioners. Thetandard VARMA (p; g form,
which is sometimes called the reduced form, is obtained fédtgo = Bgy = |4. Let
[Ago:: AopBoo :Bog] be thed (p+ g+ 2)d matrix of VAR and MA coe cients. The
parameter o = vec[Ago:::AgBoo:::Bog] belongs to the compact parameter space

Rk, wherekq = (p+ q+ 2)d? is the number of unknown parameters in VAR and
MA parts.

It is important to note that, we cannot work with the structur al representation ¢.1)
because it is not identi ed. The following assumption enser the identi cation of the
structural VARMA models.

A2 : Forall 2 , & o, wehaveA,'BoB *(L)A (L)X 6 AyyBoo ¢ With
non zero probability, orA, B, BIA, Y 6 A00 Boo 0BGALL -
The previous identi ability assumption is satis ed when the parameter space is suf-
ciently constrained.

For 2 , sudgthat = vec[Ao:::ApBo:::Bg], write A (2) = Ao P b AZ
and B (z) = Bog 1, Biz'. We assume that corresponds to stable and invertible
representations, namely

A3 : forall 2 , we havedetA (z)detB (z) 6 0 for all jzj 1.
Under the assumptionA3, it is well known that the process(X;) can be written as a
MA (1 ) of the form

s . R
X = oi t iy 00= AgyBoo; kK k< 1: (4.2)
i=0 i=0

A4 : Matrix o is positive de nite.

To show the strong consistency, we will use the following asaptions.

A5 : The procesy ;) is stationary and ergodic.
Note that A5 is entailed by A1, but not by A1°% Note that ( ;) can be replaced by
(Xy) in A5, becauseX; = A *(L)B ,(L)  and { = B *(L)A ,(L)X;, wherelL stands
for the backward operator.

4.3 Least Squares Estimation under non-iid innova-
tions

Let X1;:::;X,, be observations of a process satisfying the VARMA represation
(4.1). Let 2 andAg = Ag( );:::; = Ap( );Bo = Bo( );::1;Bq = Bg( ); =
() suchthat =vec[Ap:::A, Bo i q] Note that from A3 the matrlcesAo and By
are invertible. Introducing the innovation processe = AoolBoo ¢, the structural repre-
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sentationA (L)X = B (L) ¢ can be rewritten as the reduced VARMA representation

xP Xd
Xy AoolAOixt i = & AoolBOiBooleoet i (4.3)
i=1 i=1
Note that e( o) = €. For simplicity, we will omit the notation in all quantities
taken at the true value, o. For all 2 , the assumption on the MA polynomial
grom A3) implies that there exists a sequence of constants matricéS;( )) such that
' kCi()k<1 and

A
e( )= X Gi( )Xy i (4.4)

i=1

n; by &( ) de ned recursively by

X 1 X 1 1
&()=X; A AiXy i+ Ay BiBy Ao i( );
i=1 i=1
where the unknown initial values are set to zeroey( ) = =€ ()= Xo= =
X1 p = 0. The gaussian quasi-likelihood is given by
L( )_Y] ,;I'\ ex 1‘0() 1() . _AlB BOAlo.
t T @)= der P 2 e BT e T o e B
A quasi-maximum likelihood (QML) of and . are a measurable solutiof’; ") of
NN i ( 1 X 10 )
(ni"e) =argmin log(det o)+ —  &() o '&()
, e t:]_

Under the following additional assumptions, Boubacar Magssara and Francq (2009)
showed respectively in Theorem 1 and Theorem 2 the consistgrand the asymptotic
normality of the QML estimator of weak multivariate ARMA model.

Assume that o is not on the boundary of the parameter space.

A6 : We have o2 , where denotes the interior of .
We denote by (k), k=0;1;:::, the strong mixing coe cients of the procesq ). The
mixing coe cients of a stationary process = ( ) are denoted by

(k) = sup jP(A\ B) P(AP(B)j:
A2 (uu 1);B2 (u;u t+h)
The reader is referred to Davidson (1994) foy details aboutiring assumptions.
A7 : We haveEk k**2 <1 and ,,f (k)g¥ <1 forsome > O.

One of the most popular estimation procedure is that of the &t squares estimator

(LSE) minimizing ( )
A 1 X

logdet”e = logdet e ;
1

t=
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or equivalently ( )

1 X
det "¢ = det = a(MeX")
t=1
For the processes of the form4(3), under Al', A2-A7, it can be shown (seee.g.
Boubacar Mainassara and Francq 2009), that the LS estimatasf coincides with
the gaussian quasi-maximum likelihood estimator (QMLE). Mre precisely,”, satis es,
almost surely,

Qn(/\n) = m2in Qn( );

where

€ ) (s )

Qr()=logdet —~ e()eX) or Qu()=det - a()e)

t=1 t=1

To obtain the consistency and asymptotic normality of the QNLE/LSE, it will be
convenient to consider the functions

On( )=logdet , or Oy()=det q;

P
where , = ,()=n?t1 7, e()) and (a()) is given by @.4). Under Al',
A2-A7 or A1-A4 and A6, let ", be the LS estimate of , by maximizing

€ )

On()=logdet — & )el )

t=1

In the univariate case, Francq and Zakoian (1998) showed tlsymptotic normality of
the LS estimator under mixing assumptions. This remains via of the multivariate LS

estimator. Then under the assumptionsAl', A2-A7 ,  n oo s asymptotically
normal with mean 0 and covariance matrix ~ := J '1J % whereJ = J( o) and

| = 1( o), with
@

. 1 L
J()= L',rln ﬁ@Qn( ) as:

and 1 @
()= lim Var p—ﬁ@Qn( ):

In the standard strong VARMA case,i.e. when A5 is replaced by the assumption
Al that () isiid, we havel = J, sothat » =J ™
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4.4 Joint distribution of '\n and the noise empirical
autocovariances

Let & = et(’\n) be the LS residuals whemp > 0orq >0, and let & = e = X; when
p=q=0.Whenp+ 60, we haveg =0 fort Oandt>n and

XP xd
& = Xy At CMAICX i+ A WBI(W)B, (A8 s
i=1 i=1
for 5= 1;:::;n, with Xi=0fort OandX;= X;fort 1 Let, e = "c(0) =
nt [, &&. We denote by
1 X 1 X
(== ag, and "= e,

t=h+1 t=h+1

the white noise "empirical" autocovariances and residualuocovariances. It should be
noted that (h) is not a statistic (unless ifp = q = 0) because it depends on the
unobserved innovations, = e( ¢): For a xed integer m 1, let

m = fvec (1)d°:::;fvec (m)g 0

and n 0 n 0p O
N N 7AN
m = vec (1) ;:::; vec ¢(m) )
and let
< X 0
(9= E fe - egfen o &g ;
h=1

for (;°9 6 (0;0): For the univariate ARMA model, Francg, Roy and Zakoian (2005
have showed in Lemma A.1 thaj ( ;" 9] K max(’; 9 for some constant , which is
su cient to ensure the existence of these matrices. We can geralize this result for the
multivariate ARMA model. Then we obtaink ( *; 9k K max(’; 9 for some constant
K. The proof is similar to the univariate case.

We are now able to state the following theorem, which is an estision of a result
given in Francg, Roy and Zakoian (2005).

Theorem 4.1. Assumep > 0 or g > 0. Under AssumptionsAl' -A2 -A7 or A1-A4,

AN

and A6, asn!1 ,pﬁ( w N 0°)N (0;) where
I

with = (599 vom; % = Cov(pﬁJ o
Vare (PR 1y,)= g gt
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4.5 Asymptotic distribution of residual empirical au-
tocovariances and autocorrelations

Let the diagonal matrices

where 2(i) is the variance of thei -thlgoordinate ofe and ~3(i) is its sample estimate,
e, o(i)= FbsEeﬁ and (i) = tﬁ n 1 ., &: The theoretical and sample autocorrela-
tions atlag" are respectively de ned byRe(*) = S, 1 (')S, *andRe(") = 8. 1"()S. 5

with  ¢(’) := Ee€® . =0 for all * 8 0: Consider the vector of the rstm sample auto-

correlations o

n Op n Oo
Ay = Vedﬁe(l) Tin VedQe(m)

Theorem 4.2. Under AssumptionsAl-A4 and A6 or Al', A2-A7,

nN"m)N 0 = and pﬁ’\m)N (0; »,) whereg

— 0 0 0
ATt moa it m oAt A m (4.5)

rm = Im (Se St oA Im (Se Se)t (4.6)

and , is given by @.26) in the proof of this Theorem.

4.6 Limiting distribution of the portmanteau statis-
tics

Box and Pierce (1970) BP hereafter) derived a goodness-of- t test, the portman-
teau test, for univariate strong ARMA models. Ljung and Box 1978) (LB hereatfter)
proposed a modi ed portmanteau test which is nowadays one thfe most popular diag-
nostic checking tool in ARMA modeling of time series. The mtilariate version of the
BP portmanteau statistic was introduced by Chitturi (1974). Hosking (1981a) gave
several equivalent forms of this statistic. Basic forms are
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X0
Pn = n Tr "3(h)".*(0)"(h)". (0)
h=1
_ A N 0 A 1 N1 N
= n vec ¢(h) «(0) 14 vec ",7(0) e(h)
h=1
— A N 0 N1 N1 N
= n vec ¢(h) c(0) g g4 o (0) vec "¢(h)
h=1
xn 0
= n vec "o(h) ".10) ".}0) vec “c(h)
h=1 n 0
=" I O N0 T

n

(0] n
= % I "e(0)"1(0)"(0)

N N N 0
e(0)"c1(0)"e(0)
n (0]
= nAron Im I:‘\ie 1(0) IQe 1(0) Am:

Where the equalities is obtained from the elementary relathsvec(AB) = (I A)vecB,
(A B)(C D)= AC BD and Tr(ABC)=vec(A9{C® 1)vecB: Similarly to the
univariate LB portmanteau statistic, Hosking (1980) de ned the modi ed prtmanteau
statistic

Pn = n® (0 h) 'Tr "3(h)".10)"e(h)".*(0)

These portmanteau statistics are generally used to test thaull hypothesis
Ho: (X{) satises a VARMA (p; 0 represntation
against the alternative

Hy: (X{) does not admit a VARMA represntation or admits a
VARMA (p% ¢ represntation with p°> p or ¢°> q:

These portmanteau tests are very useful tools for checkinge overall signi cance of
the residual autocorrelations. Under the assumption thathte data generating process
(DGP ) follows a strong VARMA(p; g model, the asymptotic distribution of the statis-
tics P and Py, is generally approximated by the 2, x, distribution (d?m > k) (the
degrees of freedom are obtained by subtracting the numberfoéely estimated VARMA
coe cients from d?m). When the innovations are gaussian, Hosking (1980) fountat
the nite-sample distribution of Py, is more nearly &, . than thatof Py. From
Theorem4.2 we deduce the following result, which gives the exact asyngtic distribu-
tion of the standard portmanteau statisticsP,,,. We will see that the distribution may
be very di erent from the 32, «, In the case of VARMA(p;  models.
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Theorem 4.3. Under AssumptionsA1-A4 and A6 or Al', A2-A7, the statisticsP,
and Py, converge in distribution, asn!1 ;to

yfm
Zn(m)= i;dzmzi2
i=1
where o = ( 1.@m;:::; @mdzm)’is the vector of the eigenvalues of the matrix
— Im e1—2 el:2 n |m e1—2 el:2 :
and Zq;:::;Zy are independentN (0; 1) variables.

4.7 Examples

We now present examples of sequences of the uncorrelated bon independent
random variables.

Example 4.1. In the univariate case, Romano and Thombs (1996) built weakhite
noises( ) by setting 1 = ¢ 1::: ¢ « Where( {) is a strong white noise anck 1.
This approach has been extended by Francq and Raissi (200®)the d-multivariate

strong white noise, andB( ) = fBj( )gis ad d random matrix whose elements
are linear combinations of the components of;. It is obvious to see thatt ; = 0 and
Cov ¢; ¢+ n) =0 for all h 8 0. Therefore ; is a white noise, but in general this noise
is not a strong one. Indeed, assuming for simplicity that =1 andBq( () = ¢ and
By (¢)=0 forall j> 1, we have

2
Cov %2;2 , = EZ2 “Var 2 60;

which shows that the,'s are not independent.

_ Qa

m=q it m be thei-th coordinate of the vector
t=( 100007, O|t)°where( 1) =( 1t;::7; 4¢) Is a strong white noise ank 1. This

d-multivariate noise . is the direct extension of the weak white noise de ned by Ronta
and Thombs (1996) in the univariate case. To show the's are not independent, we

calculate Cov 7; % 5 and Cov %; % 5 ,forj =1;:::;d. For simplicity assume
that the d-multivariate ( ;) is gaussian with Vaf ;;) =1 and Co\ i; j¢)= 1 112
( 1;1). More generally take,
Cov 2:2 = E22 E2 2 g2 ?
ity jt it jt it Jt
\Pk
= E i2t m j2t m 1

m=0
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1 i : . 0 ..
Let, § = i1 the covariance matrix of the vector( i¢; ;i) A joint
probability density function of the bivariate random vecto( i ; jt)owith mean vector
zero is of the form

f (X) = (2 ) 1j i J 1=2 exp[( 122))(0 i 1X];
withj jj=21 3 1 If j j< 1the matrix j is invertible and
1_ 1 1 i
T} TR
Then we have
f(X1:X2) = n 1 exp —1X2+X2 o i iy, x
PETTT @ 2z T 1X2

Letting =1=2 1 4 iiand = 1 2 i, we calculate the integral

Z Z 1( g iy, 2 )

2,2 2y24 2 X3
Ex{x5 = XiXs5e dx,dx;:
R2
Settingu= x; 1 lix, = ands= x,, the Jacobian of this transformation isjJj =
. Then we have
. 2 12 2
Exix3 = u + I is *g2e7 (W) qugs;

z R Z
= s?ez s 20242 Jiliyg+ ¥ lig2 e2¥’du ds:

R R

Integrating by parts and passing to polar coordinates, we /&

z p p
Ex3x3 = 202 + A0 252 ez (s;
R
= o 245 i
= 1+2 40
Thus, we have
2.2 _ 2 2 2 2 2 2
Cov {1t = Efj E i E i
K
_ 2 2
= E it m jt m 1
m=0
— 1+2 2i jij 2k+1 1:

then, we have

2.2 _ 2i jj 2k h+l .
Cov 2;2 | = 1+2 1
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Thus
23 1 if  h =2k
2. 2 —
CoViitjin = o it h 2k+1 (4.7
If i =], we have
Cov 2;2 =3%1 1
then, we have
Cov 2;2 , =3%Mm 1
Thus
3 1 if h =2k
Cov 7 fi s (4.8)

0 if h 2k+1
From (4.7) and (4.8), the conclusion follows that the's are not independent.

Example 4.3. The example4.2 may be complicated by switching successively the com-
ponents at thei-th coordinate which are not pair lag with those at th@ +1) -th coordinate

of the vector { = ( 1¢;:::; dt) where( ) = ( 1t;::'Q' dt) is a strong white noise. For
adxed, i=1;:::;d landk 1 IetQ.t = it e i+1t 2m+1 it 2m De thei-th
coordinate of the vectort and 4t = 4t qo; 1t 2m+1 dt 2m b€ the last coordinate.

This d-multivariate noise  is also an extension of the weak white noise de ned by
Romano and Thombs (1996) in the univariate case. For simpiig assume that thed-

multivariate ( ) is gaussian with Va( i) =1; Coo i¢; j¢)= "H2( 11) and
EZ 73 =1+2 2 1 forj=1;:::;d Then forj = i, we obtain
2 2
Cov 4 f 1 = ER T E % EZ
= Eizt i2t1i2+lt2m+1 i2+lt2m i2t 2mi2t2m1 1
m=1
- 2 1

where~=1+2 2 and

2.2 _ 2 2 2 2 2 2
Cov giat1 = Egrara E 4t E &t 1
- E 2 2 2 2 2 2 1
- dt dt 1 1t 2m+1 dt 2m 1t 2m dt 2m 1
m=1

1+2 248 % .
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By induction, we have

22 if h =2k
2.2 — 2k h+1 —
Cov i it n = 1= 0 it h 2+1 (4.9)
and
Cov 5t; St h = 1+2 2 1j 2
249 f  h =2k
- 0 if h 2k+1° (4.10)
Similarly, for i 6 ] we have
2 2 2 Yk 2 2 2 2 2
Cov {i\;jt1 = EG {t 1 i+1t 2me1 j+1t 2m it 2m jt 2m 1 1
m=1
= 1+220 8% g
By induction, we have
Cov ;2 , = 1+22 148%™ 4
i) 1 =
_ 2 it h=2k @11)

0 if h 2k+1
From (4.9), (4.10) and (4.11) the 's are not independent.

Example 4.4. The GARCH models constitute important examples of weak wdit
noises in the univariate case. These models have numerouteesions to the multiva-
riate framework (see Bauwens, Laurent and Rombouts (200&)rfa review). Jeantheau
(1998) has proposed the simplest extension of the multivate GARCH with conditio-
nal constant correlation. In this model, the proces$ ;) veri es the following relation

t = Hy { wheref ( =( 14057, dt)"gt is aniid centered process with Vaf j;g=1 and
H; is a diagonal matrix whose elements;; verify
0 he 1 O 1 0 ) 1 0 he 1
11t G Xd Tt i XP 11t j
@ : K=©:x+ A@B : K+ BB : K
hdq+ Cd =1 dt i J=t it |

The elements of the matricesA; and B;, as well as the vector;, are supposed to
be positive. In addition suppose that the stationarity coittbns hold. For simplicity,
consider the ARCH (1) case withA; such thatagy 6 0 and a;; = = ayq 1 = 0.
Then it is easy to see that

2.2 _ 2 2.2 _ 2 )
Cov gy gr1 = Cov Cit+@dd gt 1 dts at 1 = aaaVar g, 60;

which shows that the;'s are not independent. Thus, the solution of the GARCH equa-
tion satis es the assumptionAl' , but does not satisfyAl in general.
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It is seen in Theorem4.3, that the asymptotic distribution of the BP and LB
portmanteau tests depends of the nuisance parameters inviolg ., the matrix ,, and
the elements of the matrix . We need an consistent estimator of the above unknown
matrices. The matrix . can be consistently estimate by its sample estimafe. = "<(0).
The matrix ,, can be easily estimated by its empirical counterpart

In the econometric literature the nonparametric kernel egnator, also called heteros-
kedastic autocorrelation consistent (HAC) estimator (se&lewey and West, 1987, or
Andrews, 1991), is widely used to estimate covariance mates of the form . An alter-
native method consists in using a parametric AR estimate ohe spectral density of | =

( 9 S)°where 1 = & i, D aand o= 20 (@K 0)=@) el o)
Interpreting (2 ) ! as the spectral density of the stationary proces§ ) evaluated
at frequency 0 (see Brockwell and Davis, 1991, p. 459). Thip@oach, which has been
studied by Berk (1974) (see also den Hann and Levin, 1997). &e have

= .. '
when () satis es an AR(1 ) representation of the form
b3
(L) t .= ¢t it i = Uy (412)

i=1
where u; is a weak white noise with variance matrix . Since ¢ IS not obgervable let
" be the vector obtained by replacing o by hin . Let r(z) = k0+d2m+ i=1 Ar;i z',
where " e N rr denote the coe cients of the LS regression ofion” iy

We are now able to state the following theorem, which is an estision of a result
given in Francg, Roy and Zakoian (2005).

Theorem 4.4. In addition to the assumptions of Theoren#.1, assume that the pro-
cess( ) admits an AR(1 ) representation @.12) in which the roots ofdet (z) = 0
are outside the unit disk,k ik = o(i 2) and v = Var(u) is non-singular. Moreo-
ver we assume thak (kg,, < 1 and ,_,f x (K)g=® ) < 1 for some > 0
wheref . (k)g, , denotes the sequence of the strong mixing coe cients of theopess
(X2 9° Then the spectral estimator of

nSP= ML) e, MO !

in probability whenr = r(n)!'1  andr3=n! Oasn!1l

Let be the matrix obtained by replacing by and by e in Denote
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level , the LB test (resp. theBP test) consists in rejecting the adequacy of the weak
VARMA (p; 9 model when

Pmn>Sm(l ) (resp. Pn>Sn(l )
n 0}
whereSn(1  )issuch thatP Zn("wm) >Sm(@ ) =

4.8 Implementation of the goodness-of-t portman-
teau tests

of weak VARMA(p; g model, we use the following steps to implement the modi ed
version of the portmanteau test.

1. Compute the estimatesfs;:::; Ay By;::1; B4 by QMLE.

2. Compute the QMLE residuals& = &(",) whenp>0orqg>0,and let& = e =
X¢whenp=qg=0. Whenp+ g6 0, we haveg =0 fort Oandt>n and

)<p N N ><q N AN N AN
& = X Aol( n)A( n)%t it Aol( n)Bi("n)Bg AT s

i=1 i=1

n 0p N 0g O
and "= (1) iz “e(m)
P
4. Compute the matrixJ'=2n 1" 7 (@=@) " (@=@":

0
5. Compute " = "9;"%, |, where "y = & e,

2 1(@=@) "se.
6. Fit the VAR (r) model
AN AN )q AN ' N
r(L) t = Id2m+ ko + r;i (L) t = /Ur;t:
i=1
The VAR order r can be xed or selected by AIC information criteria.
7. De ne the estimator
.A 1 X
€ € N e

m; n n t=1
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8.

10.

11.

12.

De ne the estimator

De ne the estimators

N N N N N N N N N
A = + m A 0 + m A + 9\ 0
m m n m i m Tm M

n o] " 0]
o= I'm (ée §e) 1 A'\m I'm (ée ée) !

| N 1=2 N 1=2 A | N 1=2 N 1=2
m — m e0 e0 “m m e0 €0

Compute the portmanteau statistics

n (0]
n 1, R0 R,}0) A, and

|
(n h)

Pm

Pn = n?
h=1

Tr "%h)"*(0)"e(h)" ¢ *(0)

Evaluate thep-values

n 0 n o) wm
P Zu(")>Pm and P Zn("w)>Pm  Zn('w) = azmZZ;

i=1

using the Imhof algorithm (1961). TheBP test (resp. the LB test) rejects the
adequacy of the weak VARMApP; 9 model when the rst (resp. the second)-
value is less than the asymptotic level .

4.9 Numerical illustrations

In this section, by means of Monte Carlo experiments, we insegate the nite
sample properties of the test introduced in this paper. Fotlustrative purpose, we only
present the results of the modi ed and standard versions ohe LB test. The results
concerning theBP test are not presented here, because they are very close t@gh
of the LB test. The numerical illustrations of this section are made ith the softwares
R (see http ://cran.r-project.org/) and FORTRAN (to comput e the p-values using the
Imohf algorithm, 1961).
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4.9.1 Empirical size

To generate the strong and weak VARMA models, we consider thvariate model
of the form

Xt _ 0 0 Xu1 1t
Xt 0 ai(2;2) Xot 1 2t
0 0 1t 1
m(2;1) bi(2;2) o 1

where(a,1(2; 2); . (2;1); b (2; 2)) = (0:225 0:313 0:750). This model is a VARMA(1,1)
model in echelon form.

(4.13)

Strong VARMA case

We rst consider the strong VARMA case. To generate this modewe assume that
in (4.13 the innovation process( {) is de ned by

= 11D N (O; 1,): (4.14)
2;t
We simulated N = 1;000 independent trajectories of sizen = 500, n = 1;000 and
n = 2;000 of Model (4.13 with the strong Gaussian noise 4.14). For each of these
N replications we estimated the coe cients(a;(2; 2); b(2;1); b.(2; 2)) and we applied
portmanteau tests to the residuals for di erent values ofmn.

For the standardLB test, the VARMA(1,1) model is rejected when the statistid®y,
is greater than 7, 5 (0:95), wherem is the number of residual autocorrelations used in
the LB statistic. This corresponds to a nominal asymptotic level = 5% in the standard
case. We know that the asymptotic level of the standartlB testis indeed = 5% when
(a1(2; 2); 1 (2;1); b (2; 2)) = (0; 0; 0). Note however that, even when the noise is strong,
the asymmptotic level is not exactly = 5% when(a;(2;2); b (2;1); bi(2;2)) 6 (0;0;0)).

For the modi ed LB test, the mgdel is rejectegywhen the statisti®y, is greater than
Sn(0:95) i.e. when the p-value P Zm(’\m) > Py is less than the asymptotic level

=0:05 Let A and B be the(2 2)-matrices with non zero elementsy(2; 2), by (2; 1)
and by (2; 2). When the roots ofdet(l, Az)det(l, Bz) =0 are near the unit disk,
the asymptotic distribution of Py, is likely to be far from its ¢, 5 approximation.
Table 4.1 displays the relative rejection frequencies of the null hygghesisH, that the
DGP follows an VARMA(1; 1) model, over theN = 1;000 independent replications.
As expected the observed relative rejection frequency ofelstandardLB test is very
far from the nominal = 5% when the number of autocorrelations used in th&B

statisticis m  p+ g. This is in accordance with the results in the literature on e
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standard VARMA models. In particular, Hosking (1980) showe that the statistic P,
has approximately the chi-squared distribution 52(m .oy Without any identi ability
contraint. Thus the error of rst kind is well controlled by all the tests in the strong case,
except for the standardLB test whenm p+ g We draw the somewhat surprising
conclusion that, even in the strong VARMA case, the modi ed grsion may be preferable
to the standard one.

Table 4.1 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(1; 1) model (4.13-(4.14), with ¢ =(0:225 0:3130:750).

m=1 m=2
n 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 55 5.1 36 4.1 4.6 4.2

standard LB 220 213 217 71 7.9 7.5

m=3 m=4 m=6
n 500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 4.2 4.4 36 3.0 3.9 42 3.3 3.9 4.1
standard LB 5.9 5.8 53 4.9 5.2 52 5.3 5.0 4.6

Table 4.2 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(1; 1) model (4.13-(4.14), with ¢ =(0;0;0).

m=1 m=2 m=3
n 500 2000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 55 4.1 3.0 3.8 3.4 3.2 4.1 3.3 2.6
standard LB 18.3 18.7 16.9 6.0 6.2 48 5.2 4.5 35

Weak VARMA case

We now repeat the same experiments on di erent weak VARM@A; 1) models. We
rst assume that in (4.13 the innovation procesy ;) is an ARCH(1) (i.,e.p=0; g=1)
model

1t — hllt O 1t (4 15)
2t 0 hyy 2t
where
hzlt - G . an 0 zt 1.
h3,. C A1 a2 2t1

with ¢; = 0:3, ¢, = 0:2, a;; = 0:45, ay; = 0:4 and ay, = 0:25. As expected, Table4.3
shows that the standardLB test poorly performs to assess the adequacy of this weak
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VARMA (1; 1) model. In view of the observed relative rejection frequencthe standard
LB test rejects very often the true VARMA(Z; 1). By contrast, the error of rst kind is
well controlled by the modi ed version of theLB test. We draw the conclusion that, at
least for this particular weak VARMA model, the modi ed verson is clearly preferable
to the standard one.

Table 4.3 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.15, with ¢ =(0:225 0:313 0:750).

m=1 m=2
n 500 2000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 6.7 7.5 85 46 4.1 6.5

standard LB 483 500 50.3 331 365 394

m=3 m=4 m=6
n 500 2000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 4.4 4.4 54 2.8 4.1 55 40 3.3 4.9

standard LB 282 313 354 245 281 323 220 229 27.8

Table 4.4 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.15, with ¢ =(0;0;0).

m=1 m=2
n 500 2000 2000 500 1000 2000
modied LB 6.6 6.8 74 3.1 4.5 54

standard LB 409 40.1 426 260 264 299

m=3 m=4
n 500 2000 2000 500 1000 2000
modied LB 2.4 4.2 3.2 1.3 4.7 4.0

standard LB 223 247 289 117 226 265

In two other sets of experiments, we assume that i(13 the innovation process
() is de ned by

1t — Lt 2t 1 Lt 2 ; with Lt 11D N (0; |2); (4_16)
2it 2t Lt 1 2t 2 2;t
and then by
wooo wlwd* D s N (@.17)
2it 2t(j 20 1j+1) * 2t ne

These noises are direct extensions of the weak noises de iiydRomano and Thombs
(1996) in the univariate case. Tablel.5 shows that, once again, the standardB test
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poorly performs to assess the adequacy of this weak VARNIA 1) model. In view of the
observed relative rejection frequency, the standardB test rejects very often the true
VARMA (1; 1), as in Table4.3. By contrast, the error of rst kind is well controlled by the

modi ed version of theLB test. We draw again the conclusion that, for this particular
weak VARMA model, the modi ed version is clearly preferabldéo the standard one.

By contrast, Table 4.6 shows that the error of rst kind is well controlled by all
the tests in this particular weak VARMA model, except for thestandard LB test when
m = 1. On this particular example, the two versions of thé.B test are almost equivalent
whenm > 1, but the modi ed version clearly outperforms the standard grsion when
m=1.

Table 4.5 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.16), with ¢ =(0:225 0:313 0:750).

m=1 m=2
n 500 2000 2000 500 1000 2000
modied LB 2.4 2.4 41 4.0 3.3 3.2

standard LB 718 723 722 629 647 64.8

m=3 m=4
n 500 12000 2000 500 1000 2000
modied LB 2.6 2.7 24 26 14 1.7

standard LB 54.7 54.2 585 484 50.7 51.0

Table 4.6 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.17), with ¢ =(0:225 0:313 0:750).

m=1 m=2
n 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 5.0 4.4 49 49 3.6 5.1

standard LB 13.6 11.3 125 6.1 4.3 5.6

=3 m=4 m=6
n 500 2000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000
modi ed LB 4.5 4.3 56 4.3 4.2 55 3.7 4.1 4.3
standard LB 5.2 4.0 58 4.6 4.1 51 3.9 4.0 3.8
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4.9.2 Empirical power

In this part, we simulated N = 1;000 independent trajectories of sizen = 500,
n=1;000andn = 2;0000f a weak VARMA(2; 2) de ned by

X1t _ 0 0 Xeen . O 0 X1t 2
Xot 0 &(2;2) Xot 1 0 ax(2;2) Xot 2
+ 1t 0 0 1t 1
2t b1(2; 1) b1(2; 2) 2t 1

0 0 1t 2

b(2;1) 1(2;2) 2t 2 (4.18)

where the innovation procesg ;) is an ARCH(1) model given by @.15 and where

fa1(2;2); a2(2; 2); bi(2; 1); bu(2; 2); 1(2; 1); bx(2; 2)g
= (0:2250:06% 0:3130:750 0:140 0:160):

For each of theseéN replications we tted a VARMA (1; 1) model and performed standard

the VARMA (1; 1) model is rejected when the-value is less tharb%. Table 4.7 displays
the relative rejection frequencies over th&l = 1;000independent replications. In this
example, the standard and modi ed versions of theB test have similar powers, except
for n = 500. One could think that the modi ed version is slightly less paverful that the
standard version. Actually, the comparison made in Tabl&.7 is not fair because the
actual level of the standard version is generally very greatthan the 5% nominal level
for this particular weak VARMA model (see Table4.3).

Table 4.7 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA2; 2) model (4.18-(4.15).

m=1 m=2
n 500 1000 2000 500 1000 2000

modied LB 56.0 850 96.7 63.7 895 973
standard LB 98.2 100.0 100.0 971 999 100.0

m=3 m=4
n 500 2000 2000 500 1000 2000

modied LB 596 911 972 510 89.3 978
standard LB 97.5 100.0 100.0 97.0 100.0 100.0

Table 4.8 displays the relative rejection frequencies among thid = 1;000 inde-
pendent replications. In this example, the standard and mo@d versions of the LB
test have very similar powers.
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Table 4.8 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(2; 2) model (4.18-(4.14).

m=1 m=2
n 500 12000 2000 500 1000 2000

modied LB 93.1 100.0 100.0 96.2 100.0 100.0
standard LB 99.4 100.0 100.0 974 100.0 100.0

m=3 m=4
n 500 1000 2000 500 1000 2000

modied LB 97.1 100.0 100.0 96.3 100.0 100.0
standard LB 97.7 100.0 100.0 97.4 100.0 100.0

As a general conclusion concerning the previous numericaperiments, one can say
that the empirical sizes of the two versions are comparableut the error of rst kind is
better controlled by the modi ed version than by the standad one. As expected, this
latter feature holds for weak VARMA, but, more surprisingly it is also true for strong
VARMA models whenm is small.

4.10 Appendix

For the proof of Theorem4.1, we need respectively, the following lemmas on the
standard matrices derivatives and on the covariance ineqiitg obtained by Davydov
(1968).

Lemma 4.5. If f (A) is a scalar function of a matrixA whose elements; are function
of a variablex, then

@n) _* enes_ . @AeA.

- : 4.19
@x  , @ @x " @A ox (449
When A is invertible, we also have
@ogjdet(A)j 1
9A A (4.20)

Lemma 4.6 (Davydov (1968)). Let p, g and r three positive numbers such thas * +
q '+ r 1=1. Davydov (1968) showed that

JCOMX; Y)j  KokXkokYke[ f (X); (Y)dI'™; (4.21)

where KX kP = EXP, Ko is an universal constant, and f (X); (Y)g denotes the
strong mixing coe cient between the -elds (X) and (Y) generated by the random
variablesX and Y, respectively.
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Proof of Theorer? 4.1. Recall tk)lat

X0 Cox )

Qu()=logdet ~ e()() and Op()=logdet - e()el)

t=1 t=1

In view of Theorem 1 in Boubacar Mainassara and Francq (2008hd A6 , we have

almostsurely™, ! 52 .Thus @Q(")=@ = O for su ciently large n, and a standard
Taylor expansion of the derivative ofQ, about ; taken at i yields

0=P=@Q(%) _ P-@Q(0), @( )P «
@ @ @@ "o
_ pﬁ@(?@( o) @g é@pO)p_ Ay o) (4.22)

using arguments given in FZ (proof of Theorem 2), where is between ¢ and . Thus,
by standard arguments, we have from4(.22 :

P Ao lpﬁ@?@( o . o0 (1)
= J 1IOﬁ\(n+op(1)
where ( )
@Q(o) _ @ 1 X

Yn = — log det 0 a( 0)eX o)

@ @ t=1

Showing that the initial values are asymptotically negligdle, and using ¢.19 and
(4.20, we have

@Q() _ @ogj nj @n 1@y
—==Tr ——— =Tr ; 4.23
@| @n @i " @i ( )
with 2{
@,_2~%X Q@f ).
@ n._ & )—=—:
Then, forl i ko= (p+ q+2)d? the i-th coordinate of the vectorY, is of the
form ( 0 )
i 2 Q@K o)
Yn(') = Tr 0 B eO &( o) g,o ; 0= n(o):
It is easily shown that for™;"° 1;
XX

E feg - etgfe[o 0 etogo

t="+1 t0="0+1

"9 as n!1

Cov(pﬁvec (‘);pﬁvec (9 = %
(5
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Then, we have

m = f ( \;\%gl 0 m

X
Cov(pﬁJ 1Yn;pﬁvec ) = JE @fet - ad
g @

Xl

! 2 'E Bfe - & nd;
h= 1

n 0, n 0 (0
whereE = Tr e o)—@g;’) i Tr e 0)—@(§<k 0) . Then, we have
0

8 00 1 19

X1 2 € h 1 2

Cov(pﬁJ 1Yn;pﬁm) ! 2] 1E>5%>E@ : X & h2>

h=1 ' €& hm '

— 0
= A
m;n

Applying the central limit theorem (CLT) for mixing processes (see Herrndorf, 1984)
we directly obtain

Varas(pﬁJ ) = g3t

= A
n

which shows the asymptotic covariance matrix of Theoremd.l It is clear that the
existence of these matrices is ensured by the Davydov (1968gquality (4.21) in
Lemma4.6. The proof is complete. 2

Proof of Theorem 4.2. Recall that

DS
()= X Ci()X;i=8B 1(|—)A (L)X
i=1
P . P . ]
where A (L) = ly ip:lAiLl and B (L) = ly iq:1 BiLI with A =
A A and B; = A,'BiBo'Ag: For * = 1;:::;p and %= 1;:::;q let A- =

(aj>) and B-o=(bj o).

We de ne the matricesA;,, and B, by

b3 b3
B "(2Ej = Az B Y2)EjB (2A (2)= Bin2" jzj 1
h=0 h=0
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forh 0, whereEj = @\ =@y = @ =@j oisthed d matrix with 1 at position
(i;j ) and O elsewhere. Také\ ;,, = B, =0 whenh < 0: For any a;;: and bj;» o writing
respectively the multivariate noise derivatives

b3
oe = B l(L)Eiixt S = Ajin Xt n (4.24)
@i: h=0
and
@e 1 2 S
@0 B "(L)EjB “(L)A (L)Xt o= Byp X¢ n o (4.25)
ij;> 0 heo

On the other hand, considering’( h) and (h) as values of the same function at the
points ", and o, a Taylor expansion about o gives

A _ 1 X @€ )
vec"o(h) = vec (h)+ ﬁt=h+1 & n() @
F28) ey (W 0+ osaen)
= vec (h)+ E & n( o) @300) (" o)+ Op(L=n);

where | is between ", and o The last equality follows from the consistency of’,
and the fact that (@e n=@9 ( o) is not correlated with & when h 0: Then for
h=1;:::;m;

n 0¢ n 0g ©

"= ved o) iz oveCem) = o+ w(h o)+ Op(1=n);
where 80 1 9
2 _ &1 2
_ : @€ o) .
n=E_@ : X ot (4.26)
. Q m 1

In ., one can express@e@9 ( o) in terms of the multivariate derivatives (4.24) and
(4.295. From Theorem 4.1, we have obtained the asymptoticd'oint distribution of
and ", 0, Which shows that the asymptotic distribution of n”.: is normal, with

mean zero and covariance matrix

Varas(pﬁ’\m) = Varas(pﬁ m3+ mVarasg)ﬁ('\n o) o
+ mCO\ﬁs( ﬁ(p/\n 0); N m)
+C0Vas( ﬁ ms ﬁ(An 0)) ?n

= + m A 0 +

m n m m An;m

+ 20

Froma Tayigor expansion about , of vec” ¢(0) we haveyvec”¢(0) = vec (0)+ Op(n *2):
Moreover,  n(vec (0) E vec (0)) = Op(1) by the CLT for mixing processes. Thus
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P NS S Se Se)= Op(1) and, using @.5 and the ergodic theorem, we obtain

n (6]
n vec@, (h)S. Y  vecS, e(h)S, )

n (0}
n (8! S YHvec"(h) (S, S.Y)vec"(h)
n 0}

n (S So) vec”s(h) (Se So) ‘vec”q(h)

(& &) Pas. s & &S s) Pavect.(h
= Op(l)

In the previous equalities we also useec(ABC) = (C° A)vec(B) and (A B) '=
A 1 B !when A and B are invertible. It follows that

0

>
3
1
=]
<
5
@
—~
=
~
o
. o
i =]
<
5
@
—~
3
Naw
(@)
o

0g ©

I
)
—
>
@
(%4
~—
<H
3
>
o)
~
[N
N—r
@)
..©
>
~~
o>
(%4
N—r
[N
<
S
>
)
~~
3
~—

n 0}
I'm (ée ée) ! Am = Im (Se Se) ! Am+ Op(n 1):

We now obtain (4.6) from (4.5). Hence, we have

m

The proof is complete. 2

Proof of Theorem 4.4. The proof is similar to that given by Francgq, Roy and
Zakoian (2005) for Theorem 5.1. 2
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Table 4.9 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(1; 1) model (4.13-(4.14).

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=1 m=2 m=1 m=2

=1% 5.7 1.9 1.1 0.9

500 =5% 22.0 7.1 5.5 4.1

=10% 35.8 14.7 11.1 9.0

=1% 6.1 15 1.6 0.7

1,000 = 5% 21.3 7.9 5.1 4.6

=10% 35.5 15.0 10.5 9.6

=1% 4.2 1.9 0.9 0.8

I 2;000 = 5% 21.7 7.5 3.6 4.2

=10% 36.2 155 8.6 9.2

| : Strong VARMA(1,1) model (4.13-(4.14) with = (0:225 0:3130:750)

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=3 m=4 m=6 m =3 m=4 m=6
=1% 1.1 0.7 1.0 0.6 0.4 0.3
I 500 =5% 5.9 4.9 5.3 4.2 3.0 3.3
=10% 11.5 10.3 111 8.7 8.2 9.0
=1% 1.1 0.8 0.7 0.3 0.3 0.5
I 1,000 =5% 5.8 5.2 5.0 44 3.9 3.9
=10% 12.0 10.1 9.4 9.3 8.7 8.6
=1% 0.6 1.2 0.8 0.4 0.8 0.7
I 2;000 =5% 5.3 5.2 4.6 3.6 4.2 4.1
=10% 10.7 11.0 10.0 8.3 9.2 9.3

| : Strong VARMA(1,1) model (4.13-(4.14 with o =(0:225 0:3130:750)
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Table 4.10 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(1; 1) model (4.13-(4.14).

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
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Table 4.11 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.15.

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
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=1% 27.5 20.6 2.4 1.5
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=10% 64.8 47.9 10.9 10.3
=1% 29.9 22.6 2.7 1.8
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=10% 63.7 50.0 14.1 12.9
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Il - Weak VARMA(L,1) model (4.13-(4.15 with o = (0:225 0:313 0:750)
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Table 4.12 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.15.

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=1 m=2 m=1 m=2
=1% 20.5 11.0 2.7 0.8
I 500 = 5% 40.9 26.0 6.6 3.1
=10% 54.5 35.9 10.4 7.4
=1% 21.3 13.7 2.4 14
Il 1,000 = 5% 40.1 26.4 6.8 4.5
=10% 52.9 37.1 115 8.1
=1% 23.6 15.9 2.5 1.4
Il 2;000 = 5% 42.6 29.9 7.4 5.4
=10% 53.8 38.6 11.9 9.6

Il : Weak VARMA(1,1) model (4.13-(4.195 with ¢ =(0;0;0)
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m=3 m=4 m=3 m=4
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=10% 32.2 17.0 5.7 3.0
=1% 125 12.1 0.8 1.2
I 1,000 = 5% 24.7 22.6 4.2 4.7
= 10% 334 31.1 8.4 8.4
=1% 13.7 131 0.9 0.9
1l 2,000 =5% 28.9 26.5 3.2 4.0
= 10% 39.2 36.6 7.4 8.5

Il : Weak VARMA(1,1) model (4.13-(4.195 with ¢ =(0;0;0)
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Table 4.13 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.16).

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=1 m=2 m=1 m=2
=1% 53.0 46.9 0.1 1.0
" 5;00 =5% 71.8 62.9 2.4 4.0
=10% 79.6 70.7 6.5 7.4
=1% 54.3 47.4 0.1 1.0
1 1,000 =5% 72.3 64.7 2.4 3.3
=10% 80.4 72.5 6.5 6.9
=1% 53.7 48.3 1.0 0.3
1 2;000 =5% 72.2 64.8 4.1 3.2
=10% 79.5 73.0 10.3 7.6

11l - Weak VARMA(L,1) model (4.13-(4.16 with o = (0:225 0:313 0:750)

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=3 m=4 m=3 m=4
=1% 36.5 314 0.5 0.5
1 500 = 5% 54.7 48.4 2.6 2.6
=10% 63.9 57.4 5.6 5.4
=1% 38.8 34.8 0.4 0.3
" 1; 000 =5% 54.2 50.7 2.7 14
=10% 64.3 59.5 5.7 3.4
=1% 40.0 35.1 0.1 0.1
1 2,000 =5% 58.5 51.0 2.4 1.7
=10% 66.5 60.9 6.5 5.2

Il - Weak VARMA(L,1) model (4.13-(4.16 with o = (0:225 0:313 0:750)
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Table 4.14 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA(1; 1) model (4.13-(4.17).

Model Lengthn Level

Standard Test

m=1 m=2

=1% 2.2
\Y 500 =5% 13.6
=10% 25.6
=1% 1.6
vV 1,000 = 5% 11.3
=10% 23.2
=1% 1.6
\Y 2,000 =5% 125
=10% 26.6

1.4
6.1

11.4

0.7
4.3
9.7

15
5.6

115

Modi ed Test

m=1 m=2
0.5 0.7
5.0 4.9
11.4 9.5
0.8 0.5
4.4 3.6
9.9 8.7
0.8 1.2
4.9 5.1
10.0 10.1

IV : Weak VARMA(1,1) model (4.13-(4.17) with

0=1(0:225 0:3130:750)

Model Lengthn Level

=1% 0.7
v 500 =5% 5.2
=10% 9.9
=1% 0.5
v 1,000 =5% 4.0
=10% 9.1
=1% 1.4
v 2,000 =5% 5.8
=10% 10.4

0.7
4.6
8.8

0.6
4.1
8.1

0.8
5.1
11.4

Standard Test
m=3 m=4 m=6

m=4 m=6

Modi ed Test
m=3

0.6 0.3 0.2
3.9 4.5 4.3
9.2 9.7 9.2
0.6 0.4 0.6
4.0 4.3 4.2
9.0 9.7 8.0
0.6 1.6 0.8
3.8 5.6 5.5
8.4 10.8 9.1

0.6
3.7
8.4

0.6
4.1
9.3

1.7
4.3
8.8

IV : Weak VARMA(L,1) model (4.13-(4.17) with

0=1(0:225 0:3130:750)
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Table 4.15 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the weak VARMA2; 2) model (4.19-(4.15.

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=1 m=2 m=1 m=2
=1% 91.7 90.7 27.8 40.3
I 500 = 5% 98.2 97.1 56.0 63.7
=10% 99.4 98.5 69.6 74.6
=1% 99.8 99.8 62.1 78.2
I 1,000 = 5% 100.0 99.9 85.0 89.5
=10% 100.0 99.9 91.6 93.9
=1% 100.0 100.0 914 95.0
1l 2,000 =5% 100.0 100.0 96.7 97.3
=10% 100.0 100.0 97.4 97.9
Il : Weak VARMA(2,2) model (4.18-(4.195 with =(4.19
Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=3 m=4 m=3 m=4
=1% 92.6 90.4 36.2 27.2
1l 500 =5% 97.5 97.0 59.6 51.0
=10% 98.5 98.4 70.7 62.9
=1% 99.9 99.7 79.3 75.0
I 1,000 =5% 100.0 100.0 91.1 89.3
=10% 100.0 100.0 94.5 93.4
=1% 100.0 100.0 95.7 96.0
1l 2,000 =5% 100.0 100.0 97.2 97.8
=10% 100.0 100.0 98.1 98.3

Il . Weak VARMA(L,1) model (4.19-(4.15 with

0- (419
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Table 4.16 Empirical size (in %) of the standard and modi ed versions ofthe LB test in
the case of the strong VARMA(2; 2) model (4.18-(4.14).

Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=1 m=2 m=1 m=2
=1% 93.2 91.0 72.2 86.6
500 = 5% 99.4 97.4 93.1 96.2
=10% 99.8 98.9 97.8 98.1
=1% 100.0 99.9 99.5 99.9
1,000 = 5% 100.0 100.0 100.0 100.0
=10% 100.0 100.0 100.0 100.0
=1% 100.0 100.0 100.0 100.0
I 2,000 =5% 100.0 100.0 100.0 100.0
=10% 100.0 100.0 100.0 100.0
| : Strong VARMA(2,2) model (4.18-(4.14 with o= (4.19
Model Lengthn Level Standard Test Modi ed Test
m=3 m=4 m=3 m=4
=1% 91.8 89.9 89.2 85.7
500 =5% 97.7 97.4 97.1 96.3
= 10% 99.3 98.9 98.7 98.3
=1% 100.0 100.0 100.0 100.0
1,000 = 5% 100.0 100.0 100.0 100.0
=10% 100.0 100.0 100.0 100.0
=1% 100.0 100.0 100.0 100.0
I 2,000 =5% 100.0 100.0 100.0 100.0
=10% 100.0 100.0 100.0 100.0

| : Strong VARMA(1,1) model (4.18-(4.14) with

0- (419
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Model selection of weak VARMA
models

Abstract We consider the problem of orders selections of vector auegressive
moving-average (VARMA) models under the assumption that th errors are uncorrela-
ted but not necessarily independent. We relax the standarahdependence assumption
to extend the range of application of the VARMA models, and &w to cover linear re-
presentations of general nonlinear processes. We proposeai ed Akaike information
criterion (AIC).

Keywords : AIC, discrepancy, Kullback-Leibler information, QMLE/LS E, order selection,
structural representation, weak VARMA models.

5.1 Introduction

The class of vector autoregressive moving-average (VARMA)odels and the sub-
class of vector autoregressive (VAR) models are used in tinseries analysis and eco-
nometrics to describe not only the properties of the individal time series but also
the possible cross-relationships between the time serieeé Reinsel, 1997, Lutkepohl,
2005, 1993). In a VARMAp; g models, the choice op and q is particularly impor-
tant because the number of parameterp + q+ 3)d? whered is the number of the
series, quickly increases witp and g, which entails statistical di culties. If orders lo-
wer than the true orders of the VARMA(p; g models are selected, the estimate of the
parameters will not be consistent and if too high orders areskected, the accuracy of
the estimation parameters is likely to be low. This paper isel/oted to the problem of
the choice (by minimizing an information criterion) of the aders of VARMA models
under the assumption that the errors are uncorrelated but ricmecessarily independent.
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Such models are called weak VARMA, by contrast to the strongARMA models, that
are the standard VARMA usually considered in the time serielterature and in which
the noise is assumed to be iid. Relaxing the independenceuasption allows to extend
the range of application of the VARMA models, and allows to aer linear representa-
tions of general nonlinear processes. The statistical inémce of weak ARMA models
is mainly limited to the univariate framework (see Francq ad Zakoian, 2005, for a
review on weak ARMA models). In the multivariate analysis,mportant advances have
been obtained by Dufour and Pelletier (2005) who study the gmptotic properties of
a generalization of the regression-based estimation methproposed by Hannan and
Rissanen (1982) under weak assumptions on the innovationogess, Francq and Raissi
(2007) who study portmanteau tests for weak VAR models, Boalzcar Mainassara and
Francq (2009) who study the consistency and the asymptoticonmality of the QMLE
for weak VARMA models and Boubacar Mainassara (2009a, 20Q9kho studies port-
manteau tests for weak VARMA models and studies the estimatn of the asymptotic
variance of QML/LS estimator of weak VARMA models. Dufour aul Pelletier (2005)
have proposed a modi ed information criterion
1+

logdet ™ dim( )%; > 0
which gives a consistent estimates of the ordegsand q of a weak VARMA models.
Their criterion is a generalization of the information crierion proposed by Hannan and
Rissanen (1982).

The choice amongst the models is often made by minimizing amfermation crite-
rion. The most popular criterion for model selection is the Raike information criterion
(AIC) proposed by Akaike (1973). The AIC was designed to be approximately unbia-
sed estimator of the expected Kullback-Leibler informatio of a tted model. Tsai and
Hurvich (1989, 1993) derived a bias correction to the AIC founivariate and multiva-
riate autoregressive time series under the assumption thtite errors  are independent
identically distributed (i.e. strong models). The main goal of our paper is to complete
the above-mentioned results concerning the statistical atysis of weak VARMA models,
by proposing a modi ed version of the AIC criterion.

The paper is organized as follows. Sectidh2 presents the models that we consider
here and summarizes the results on the QMLE/LSE asymptoticistribution obtained by
Boubacar Mainassara and Francq (2009). For selft-contaideess purposes, Sectiob.3
recalls useful the results concerning the general multivate linear regression model,
and Section5.4 presents the de nition and mains properties of the Kullback_eibler
divergence. In Sectiorb.5, we present the AIG, criterion which we minimize to choose
the orders for a weak VARMAp; g models. This section is also of interest in the
univariate framework because, to our knowledge, this mods¢lection criterion has not
been studied for weak ARMA models. We denote b« B the Kronecker product of
two matrices A and B (and by A 2 when the matrix A = B), and by vedA the vector
obtained by stacking the columns oA. The reader is refereed to Magnus and Neudecker
(1988) for the properties of these operators. Ldl, be the null vector ofR", and let I,
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be ther r identity matrix.

5.2 Model and assumptions

Consider a d-dimensional stationary process(X;) satisfying a structural
VARMA (po; @p) representation of the form
Xo Xo
AgoX¢ AgiXi i = Boot Boiti; 8t22Z=10 1;,:::0; (5.1)
i=1 i=1
where ; is a white noise, namely a stationary sequence of centereddamncorrelated
random variables with a non singular variance o. The structural forms are mainly used
in econometrics to introduce instantaneous relationshipgetween economic variables.
Of course, constraints are necessary for the identi abiljt of these representations. Let
[Aoo:::AopBoo:::Bog o] be thed (po+ o+ 3)d matrix of all the coe cients, wi-
thout any constraint. The parameter of interest is denoted,, where  belongs to the
parameter space ,,q R, and ko is the number of unknown parameters, which
is typically much smaller that (po + ¢ + 3) d?. The matrices Aoo; : : : Aops; Boo; i 1 Bogg
involved in (5.1) and  are speci ed by o. More precisely, we writeAqg = Ai( o) and
Bo = Bj( o) fori=0;:::;pandj =0;:::;p,and o= (o). We need the following
assumptions used by Boubacar Mainassara and Francqg (2000)ansure the consistence
and the asymptotic normality of the quasi-maximum likelih@d estimator (QMLE)
Al : The functions 7! Ai( )i =0;::5;p, 7V Bj( )] =0;:::; ;g and
7! () admit continuous third order derlvatlves forall 2 .
For SIB‘Ip“CIty we now write A;, B; gnd instead of Ai( ), Bj( )and ( ).LetA (2) =

Ao PLAZ andB (2) = By . Biz'.
A2 : Forall 2 g4 we havedetA (z)detB (z) 6 0 forall jzj 1.
A3: Wehave 2 ., Where .4 iS cOmpact.
A4 - The procesy ;) is stationary and ergodic.
A5 : Forall 2 ,qsuchthat 6 ,, either the transfer functions

A,'BoB Y(2)A (2) 6 AigBaoB H(2)A (2)
for somez 2 C, or

AoBo BIALY 6 AylBoo 0BoAcd
A6 : We have o2 p,.q, Where . denotes the interior of ..

P
A7:  We haveEk k*? <1 and ,f (k)g¥ <1 for some > O.
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The reader is referred to Boubacar Mainassara and Francq (®) for a discus-
sion of these assumptions. Note thaf ;) can be replaced by(X;) in A4, because
X = A NL)B (L) and { = B *(L)A ,(L)X,, whereL stands for the backward
operator. Note that from A1 the matrices A, and B, are invertible. Introducing the

innovation processe, = Ay3Boo ¢, the structural representation A ((L)X; = B ,(L) ¢

can be rewritten as the reduced VARMA representation

x 1 X 1 1
Xt Ao AdXt i = & AooBoiBog Aot i

i=1 i=1

xp X

&( )= X AgtAXy i+ Ag'BiBytAe ()
i=1 i=1
with initial values ey( ) = =€ ()= Xo = = X1 p = 0. The gaussian
quasi-likelihood is given by
B b e M) Ja() o= AfBs BIAL
n - (2 )d=2” det . 2 e 1€ o BPo BoHo -

A quasi-maximum likelihood estimator (QMLE) of is a measurable solution, of

N = arg mzax Cn( ):

We now use the matrixM , of the coe cients of the reduced form to that made by
Boubacar Mainassara and Francq (2009), where

M, = [AggAor: i1 AggAop : AgeBoiBooAoo i :ii i AggBogBogAoo:  eol:

Now we need an assumption which speci es how this matrix depds on the parameter
0. Let M , be the matrix @edM )=@° evaluated at .

A8 : The matrix M , is of full rank ko.
Under Assumptions A1 A8, Boubacar Mainassara and Francq (2009) showed the
consistency (\n I oasasn!1l ) and the asymptotic normality of the QMLE :
Pa A L IN (0 = Jhg Y (5.2)

whereJ = J( o) and | = 1( o), with

o 2 @ .
J()—L|!r1n ﬁ@plogLn() as

and

o 2 @ |
()= Lllrln Varp—ﬁ@logLn( ):
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Note that, for VARMA models in reduced form, it is not very resrictive to assume that

of notation, we will then write g( ) = e( @).
A9 :  With the previous notation = ( @®°% @9 where @ = Dvec , for
some matrixD of sizek, d?.
Let J;; and I; be respectively the upper-left block of the matriced and I, with
appropriate size. Under Assumption&1 A9 , in a working paper, Boubacar Mainassara
(2009) obtained explicit expressic):)(ns df;; and Jq,, given by

vecl; =2 Mf 2 Yvec 4 and
i1
)(1
vecl; = 4 (5j) 1a { flg 7gvec vec 4 vec o °
ihj =1
where n 0
M=E lgpqg € ° ;
the matrices ; depend on ( (see Boubacar Mainassara (2009) for the precise de nition
of these matrices) and
)(l
(i;j)= E ef’ h I 42 (p+ q) e?j h e? I 42 (p+ q) e?i
h=1

We rst de ne an estimator J}, of J by

X n 0o 1 X0 n (0]
j\ — M\ No o NO AN M\ — o 2 .
vecd, = n i i veC 4, where n .= ﬁ |d2(p+ a) et
i1 t=1

To estimate | consider a sequence of real numbefls,),>n such that
10+4
bh,! 0 and nb, 1 as n!'l ;

and a weight functionf : R! R which is bounded, with compact suppor{ a;a] and
continuous at the origin with f (0) = 1. Let [}, an estimator of| de ned by

Xt n Lo n .0 LN 0
vecly, = 4 n(j) lg 7P lg 7 vec vec' vec g
ihj =1
where
XTn a
N T
n(iij) = f(hby)M hin  and T, = b
h= Tn
where [x] denotes the integer part ofx, and where
h
1™
|\/1\nij;h = n &, L @2 (p+ o) é?j h & | @2 (p+ ) &

t=1
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5.3 General multivariate linear regression model

k d matrix. We consider a multlvarlate linear model of the formz; = X2 it

i=1;:::; dorzl= XB+ %t=1;:::;n, wherethe = ( 1;:::; dt)oare uncorrelated
and |dent|cally dlstrlbuted random vectors with variance = E ; 2 The i-th column

of B (i.e. ;) is the vector of regression coe cients for thei th response variable.
Now, given then observationsZ,;:::;Z, and Xq;:::;X,,, we dene then d data
matrix Z = (Z1;:::;Z,)% the n  k matrix X = (Xq;:::;X,)%and then  d matrix

"=( 1;::1; 1)% Then, we have the multivariate linear modelz = XB + ". Now, it is

well known that the QMLE of B is the same as the LSE and, hence, is given by

B =(X%) ™X%; thatis; " =(X%X) X%; i=1;::::d;
whereZ; = (Z;1;:::;Zin)is the i-th column of Z. We also have
n=Z XB=MyxzZ=" X(XX)X%"=Mx"

whereMy = I, X(X%) 1X%is a projection matrix. The usual unbiased estimator
of the error covariance matrix is

_ 1 nOA _ 1
= s (2 XB){z XB)
1 X
= (Z4 B\Oxt)(zt B\oxt)o
n k__
t=1
P
or =(n k) I, A% wheretheh = Z, B%, are the residual vectors. Note
that the gaussian quasi-likelihood is given by
C v )
La(B; 5 Z2)= %79)@ : (Zt Boxt)o Yz, BXy
(2 )4=2" det 2

whose mgxrmlzatron shows that the QML estimators o is equal toB and that of is
"= nl 1 A%=(n kn! .Because isan unbiased estimator of the matrix
, by de nition we have Ef g= , we then deduce that

n o

n N _ 1 'AOA— 1 n [ [ I— .
- kE = kE i kEOI\/Ix = (5.3)

5.4 Kullback-Leibler discrepancy

Assume that, with respect to a - nite measure , the true density of the observa-
tions X =(Xq;:::;Xy) isfg, and that some candldate modeah gives adensityf ,(; m)



Chapitre 5. Model selection of weak VARMA models 158

to the observations, where , is akp,-dimensional parameter. The discrepancy between
the candidate and the true models can be measured by the Kudltk-Leibler divergence
(or information)

fo(X)

1 L
o ) Et, logfo(X) + édffm(, m)Jjfo0;

ffm(; m)ifog= Ef,log

where
Z

dffm(; m)ifog= 2Ef 10gfm(X; m)= 2 flogfm(x; m)gfo(x) (dx)

is sometimes called the Kullback-Leibler contrast (or the idcrepancy between the ap-
proximating and the true models). Using the Jensen inequalj we have

z fn(X; m)
ffm(; m)ifog = Iogimfo(’x)m fo(x) (dx)
fm(X; m) —n.
log Ty fo(x) (d) =0;

with equality if and only if f,(; ) = fo. This is the main property of the Kullback-
Leibler divergence. Minimizing ff,(; m)jfog with respect tof,(; ) is equivalent
to minimizing the contrast dff,,(; m)jfog. Let

om =arginf dff(; m)jfog=arginf 2E logfn(X; m)

be an optimal parameter for the modem corresponding to the densityf ,(; m) (as-
suming that such a parameter exists). We estimate this optial parameter by QMLE
N

nym -

5.5 Criteria for VARMA order selection

Let
_ 2
n( ) = ﬁlogtn( )
1 X
=~ diog(2 )+logdet .+€X) .'a()
t=1

In Boubacar Mainassara and Francq (2009), it is shown that,( ) = () + o(1) a.s,
where

WO = Zlogl()

1 X
=~ dlog(2 )+logdet .+el) .ta() ;

t=1
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where
a( )= Ag'BoB *(L)A (L)X

It is also shown uniformly in 2 4 that

@n() _ @()
= +0(1) as:
@ @ (1)
The same equality holds for the second-order derivatives Gf. Forall 2 4, we have
X
2logL.( ) = ndlog(2 )+ nlogdet .+ € ) ‘a():
t=1

In view of Section5.4, minimizing the Kullback-Leibler information of any approaima-
ting (or candidate) model, characterized by the parameterector , is equivalent to
minimizing the contrast ( ) = Ef 2logL,( )g. Omitting the constant ndlog(2 ),
we nd that

( )= nlogdet o+ nTr 'S() ;

where S( ) = Eey( )€)( ). In view of the following Lemma, the function 7! ( ) is
minimal for = .

S
Lemma 5.1. Forall 2 ..\ pq We have

() (o

Proof of Lemma 5.1 : We have

() = nlogdet ¢+ nTr ' Eei( 0)€}( o) +2Eei( o)fes( ) e 0)d
+ Ee() e(o)(el) elo)’
Now, using the fact that the linear innovatione,( o) is orthogonal to the linear past {.e.
to the Hilbert spaceH; ; generated by the linear combinations of the, for u <t),

it follows that Eei( o) fei( ) e 0)g°=0; sincefe( ) e( o)gbelongs to the linear
past H; ;. We thus have

( ) = nlogdet o+ nTr ' o

+nTr - JE(e() el o)(el() el o) :
Moreover

( o) = nlogdet o+ NTr S(o) =nlogdet o+ NTr 4 e
= nlogdet & + nd:

Thus, we obtain

() ( o = nlogdet ' & nd+nTr . o

+nTr JE(e() el o)(el) elo)’

nlogdet ' o nd+nTr ' o ;
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with equality if and only if e;( ) = e o) a.s. Using the elementary inequality
Tr(A 1B) logdet(A B) Tr(A 'A) logdet(A *A) = d for all symmetric positive
semi-de nite matrices of orderd d, itis easy seethat( ) ( o) O.The proofis
complete. 2

5.5.1 Estimating the discrepancy

tation (5.1). Let ", be the QMLE of the parameter of a candidate VARMA model.
Let, & = &(") be the QMLE/LSE residuals whenp > 0orq > 0, and let& = e = X,
whenp=q=0. Whenp+ q60, we haveg =0 fort Oandt>n, and

x A A X A A A A
& = X4 Ao (AR i+ A CBICB, M)A W)8 i

i=1 i=1

fort=1:::::n, with X, =0 fort OandX,= X, fort 1

In view of Lemmab5.1, it is natural to minimize an estimation of the theoretical
criterion E ( "). Note that E ( ) can be interpreted as the average discrepancy
when one uses the model of parametél,. The Akaike information criterion (AIC)
is an approximately unbiased estimator of ( ). We will adapt to weak VARMA
models the corrected AIC version (AICc) introduced by Tsaid Hurvich (1989) for the
univariate strong AR models. Under Assumption®A1 A9, an approximately unbiased
estimator of E ( ") is given by

n?d? nd 0
ik S KD veclY.,,  vecSi} ; (5.4)

AICy = nlogdet”e +

with vecj\ll;n and vec(‘ll;n are de ned in Section5.2 The AICy, stands for AIC "mo-
di ed".

Justi cation of ( 5.4). Using a Taylor expansion of the functionsalog Ln('\n):@(l)
around ', it follows that

N1) 1) Op_p% 2J 1@Og|—n( O) _ 2)(n
n 0 - ﬁ 11 .

W = n \]111 @@g(l)o) eolet( O),

t=1

(5.5)

wherea = bsignies a= b+ c and whereJd;; = Jq1( o) with

_ . 2@logL,()
Jll( )_ II’II'rP ﬁ @(1)@(1)0
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We have
E( ") = Enlogdet"+ nETr "_'S(")) ; (5.6)

whege "o = o(h) is the estimated error variance matrix under’y,, with () =
n

nt L, ea()eX). Then the, rst tFe)zrm on the rightzhand side of (5.6) can be estima-

ted without bias by nlogdet n " [, et(’\n)e?('\n) . Hence, only an estimate for the

second term needs to be considered. Moreover, in view bf3), a Taylor expansion of
e( ) around él) yields

a()=a(o+ BA(w Py R; 5.7
where
Ri= 2( O é”)‘)igﬁ‘é@(f)o( ®  @Wy=o0p 2,
with = @ & and is between & and @. We then obtain
S() = S(9+E LW Oyl o) +ERe] o
+E a(o( @ 5”)0% +D @
+ER, (® (()1))0@@%((1)0) + Eei( o)R;
+E %ﬁfl)‘;)(m &) Ri+ ER
where

D - @80, 0 wyon ©0@Ko0
D @ = E @(1)0 ( @ 0 )( @ 0 ) @(1)
Using the orthogonality betweene,( () and any linear combination of the past values

of &( o) (in particular @€ ()=@° and @e( ¢)=@ @), and the fact that Ee,( o) =0,
we have

S() = S()+D(®)+0 * = 4+D(®)+0 *;
where ¢ = &( o). Thus, we can write the expected discrepancy quantity in5(6) as

E(") = Enlogdet"c+nETr "' o +nETr ".'D('W)

e

1
+nE Tr ", Op = (5.8)
As in the classical multivariate regression model, an angof (5.3) is

n n,o dn A9

© N dprgC ¢ - dn ko ©



Chapitre 5. Model selection of weak VARMA models 162

Thus, using the last approximation and from the consistencgf ", we obtain
n o n 0,

N1 N

. E”. ndind  ky) * - (5.9)

Using the elementary property on the trace, we have

E

T ) @ = T _Y)E %f((l)%)( ® Wy (()1))0@@5((1)0)
= @g( O) @f( O) 1) (1)
= E Tr @0 el( ) Q0 ( @ 01 )o( (1) 01)
= Tr E @0 el( ) Q0" ( [ 01 )0( (1) 01)

Now, using 6.2), (5.9 and the last equality, we have

n (0]
1 @K o) n ,@H o)
N N1) - - 1
ETr "D '; = nTr E @d ¢ @@
En(? )Y o)
- d Tr E @g 0) 1@& 0)
nd k; @0 0 @0°

1 1
JirT1adyy

d
= =T ludyt
od ky = u
whereld;; = 2E @ o)=@" @€ 0)=@®° (see Theorem 3 in Boubacar Mainas-

sara and Francq, 2009). Thus, using>(9), we have
n

ETr ".'s() = ETr "' o +ETT "D W
1
+E T " Op
nd d 1
= T b T 1333, + 0 =
nd k0 P T ond kpy o wu n?

nd? N d
nd k;  2(nd ky)

Therefore, using the last expression in5(8), we deduce an approximately unbiased
estimator of E ( ") given by

1
1

n2d?2 N nd
nd k;  2(nd ky)

where vecJi,, and vecli, are dened in Section 5.2 Using Tr(AB) =
vec (A%°vec B), we then obtain

AICy = nlogdet”,+

n2d? N nd
nd k;  2(nd ky)

0
AICy = nlogdet”e+ vecly,,  vecS

The justi cation is complete. 2
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5.5.2 Other decomposition of the discrepancy

In Section 5.5.1, the minimal discrepancy (contrast) has been approximatedy
2E log Ln('\n) (the expectation is taken under the true modek ). Note that studying
this average discrepancy is too di cult because of the depelance betweer,, and X . An
alternative slightly di erent but equivalent interpretat ion for arriving at the expected
discrepancy quantityE ( ), as a criterion for judging the quality of an approximating
model, is obtained by supposing, be the QMLE of based on the observatiorX and

representation 6.1) (i.e. X and Y independent observations satisfying the same pro-
cess). Then, we may be interested in approximating the distution of (Y;) by using
L.(Y;"). So we consider the discrepancy for the approximating modghodel Y) that
uses’, and, thus, it is generally easier to search a model that miniizes

C(W)= 2EylogLa("); (5.10)

where Ey denotes the expectation under the candidate mod#&. Since " andY are
independent,C(",) is the same quantity as the expected discrepan& ( ). A model
minimizing (5.10 can be interpreted as a model that will do globally the bestgb on
an independent copy ofX, but this model may not be the best for the data at hand.
The average discrepancy can be decomposed into

C(An) = 2Ex log I—n(/\n) + a; + ay;

where
a1 = 2Ey logLa( o) +2Ex logLa("h)

and
Q= 2EylogLy("h)+2Ex logLa( o):

The QMLE satis es logLn("h) logL,( o) almost surely, thus a; can be inter-
preted as the average over-adjustment (over- tting) of the QMLE. Now, note that
Ex logL,( o) = Ey logL,( o), thus a, can be interpreted as an average cost due to the
use of the estimated parameter instead of the optimal paraneg, when the model is
applied to an independent replication ofX . We now discuss the regularity conditions
needed fora; and a, to be equivalent to Tr 11,J,,* in the following Proposition.

Proposition A 4. Under AssumptionsA1 A9 , a; and a, are both equivalent to
Tr 1113, ,asn!l

Proof of Proposition 4 : Using a Taylor expansion of the quasi log-likelihood, we
obtain

2logla( o) = 2logLy("W)+ n("Y 0P P+ o (D):
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Taking the expectation (under the true model) of both sidesand in view of (5.2) we
shown that

n o}
1 1 1 1
Exn('\ﬁ” é))an('\ﬁl) é)) = Tr J11Exn('\§11) é))o('\ﬁ” é))
LT 1yt

we then obtaina; = Tr 13:J;;% + o(1). Now a Taylor expansion of the discrepancy
yields

(W= CorY OrGe
1
G (A T G el

= ( o+ n("P H9u(® P+ o)

assuming that the discrepancy is smooth enough, and that warc take its derivatives
under the expectation sign. We then deduce that

Ey  2logla(") = Ex ( )= Ex ( o)+ Tr luady + o(1);
which shows thata, is equivalent toa;. The proof is complete. 2

Remark 5.1. In the standard strong VARMA case,i.e. when A4 is replaced by the
assumption that( ;) is iid, we havel ;; = 2Jy,, so that Tr IllJlll = k;. Therefore, in

view of Proposition4, a; and a, are both equivalent tdk; = dim( él)). In this case, an
approximately unbiased estimator of ( ) takes the following form
242
n<d N nd 2k,
nd ki 2(nd ki)

AIC nlogdet”. +

nlogdet”, + nd”idkl (nd + ky)
nd

nlogdet”. + nd + R

which illustrates that the standard AIC and AlG, dier only through the inclusion
of the scale factornd=(nd k;) in the penalty term of AIG, . This factor can play
a substantial role in the performance of Alg if ki is non negligible fraction of the
sample sizen. In particular, this factor helps to reduce the bias of AIC, Wich may
be substantial whem is not large. Consequently, use of this improved estimatof the
discrepancy should lead to improved performance of A}jCover AIC in terms of model
selection.

2Ks.: (5.11)

Remark 5.2. Under some regularity assumptions given in Sectidn2, it is shown in
Findley (1993) that, a; and a, are both equivalent td;. In this case, the AIC formula

AIC = 2logL, (") + 2k, (5.12)

is an approximately unbiased estimate of the contraﬂ(’\n). Model selection is then
obtained by minimizing 6.12) over the candidate models.
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Remark 5.3. Given a collection of competing families of approximating edels, the
one that minimizest ( ") might be preferred. For model selection, we then choose
and ¢ as the set which minimizes the information criterion §.4).

Remark 5.4. Consider the univariate casal = 1. We then have

1 n
n 1 X .. AN 10 A A 10
AICy = nMN+ ————— n+ AGE) T e it
y ] 0 | 0 ]

where 72 is the varianqg estimate of the univariate process and whetéi;j ) are the
+1

estimators of (i;j) = -1 E(&& i& ne j n) and Ai" are the estimators of 9 2
RP* 4 given in Section5.2.

Proof of Remark 5.4 : Ford=1, we have

n 1
= nM+ — — n+ =
AIC n"g N (p+ n >

In view of Section5.2, we obtained

0
vecl®,  vecdy}

X n Op 4 Xt n
vecdy; =2 Mo Mo and veclu= o MG NN
i0 1 iij =1
P,
where”\(i;] ) are the estimators of (i;j) = h:11 E(e& i& n& j n) and Aio are the
estimators of 22 RP*9 given in Section5.2. Using the last expressions ofecJi; and
vecly;, we then have

n 1 Xt h . on_ 0
AlCy = n"Z+ ———— n+ (DT o o
n (p+q " i =1
Using(A B)(C D)= AC BD, we have

|
Xt n '

_ 2 n 1 AN 10 AN 10

AlCw = n7e+ n (p+q n A_4i'j'i 0=1 e -

The proof is complete. 2
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Conclusion génerale

Dans cette thése nous avons étudié des modeles VARMA faiblent les termes
d'erreur sont non corrélés mais non nécessairement indégdants. Ceci nous permet
d'englober de nombreux processus non linéaires existanndda littérature pour lesquels
les hypothéses d'innovations iid ne sont plus valides.

Sous des hypotheses plus large (ergodicité et mélange), :iavmons établi la conver-
gence forte et la normalité asymptotique des estimateurs dQML/LS. Nous avons
aussi estimé la matrice de variance asymptotique de ces gsieurs sous les mémes
hypothéses. Nous avons notamment montré que le comporterhasymptotique des es-
timateurs peut étre tres di érent du cas iid, si des dépendares existent entre les termes
d'erreurs.

Nous avons proposeé des versions modi ées des tests de Wald nalltiplicateur de
Lagrange et du rapport de vraisemblance pour tester des rastions linéaires sur les
parametres libres des modéles VARMA faibles. Nous avons kggaent étudié la validité
du test LR dans le cas de modéles VARMA forts standard.

Ensuite, nous avons abordé le probleme de la validation desdeles VARMA faibles
en proposant des tests portmanteau modi €s qui tiennent cqote des dépendances des
termes d'erreur. Dans un premier temps, nous avons étudié distribution asympto-
tigue jointe de l'estimateur du QML/LS et des autocovarianes empiriques du bruit.
Ceci nous permet ensuite d'obtenir les distributions asyngtiques des autocovariances
et autocorrelations résiduelles, et aussi des statistiggiportmanteau. Ces autocorrela-
tions résiduelles sont normalement distribuées avec une tmee de covariance di érente
du cas iid. Dans ce cas il est aussi connu que la distributiorsyanptotique des tests
portmanteau est approximée par un chi-deux. Dans le cas géalé nous avons montré
gue cette distribution asymptotique est celle d'une sommeopdérée de chi-deux. Cette
distribution peut étre trés di érente de I'approximation chi-deux usuelle du cas fort.
Les tests portmanteau que nous avons proposé sont fondés e distribution exacte
de la statistiqgue de test. En n, nous avons adapté aux mod&e/ARMA des méthodes
permettant d'obtenir des valeurs critiques de telle distbution.

Nous avons par ailleurs proposé un critere d'information dAkaike modi é pour
faciliter les sélections des modéles VARMA faibles.

Signalons que les logiciels actuellement disponibles raient pas correctement la
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précision des estimations des parametres des représemiasi VARMA faibles, ce qui
peut entrainer de graves erreurs de spéci cations, notammtda sélection des modeles
avec des ordres trés grands. D'une maniére générale nousnavjusti € une pratique
trés courante, qui consiste a ajuster un modele VARMA, méme les données dont on
dispose présentent des non linéarités évidentes.



Perspectives

Le travail que nous avons développé dans cette thése comgode nombreuses ex-
tensions possibles. Parmi ces futures extensions nous {0

Estimation des modeles VARMA faibles avec tendance
déterministe

Une voie de recherche future pour le chapitre 2 est d'étendiétude des propriétés
asymptotiques du QMLE/LSE, I'estimation de la matrice de vaiance asymptotique de
ces estimateurs et les tests asymptotiques de Wald, du myplicateur de Lagrange et
du rapport de vraisemblance aux modeles VARMA avec une tendee déterministe,
dans lesquels on suppose que les erreurs ne sont pas cogglgais non nécessairement
indépendantes. Cependant, l'une des di cultés est que, eraison de la perte de sta-
tionnarité, les distributions asymptotiques du QMLE/LSE ne peuvent pas étre calculées
de la méme maniére que celles des processus stationnairasdéuxiéme di culté est
liée au fait que les estimations des parameétres de ces mosleleec tendance détermi-
niste ont di érentes vitesses de convergence asymptotiquear conséquent, il faudra des
conditions supplémentaires a n d'établir la consistancetda normalité asymptotique
de QMLE/LSE.

Sous I'hypothese que les innovations linéaires sont une élience de martingale
conditionnellement homoscédastique, Sims, Stock et Wats@1990) ont proposé une
approche an d'obtenir la distribution asymptotiqgue de l'estimateur des parametres
dans le cas de modéles linéaires de séries temporelles esgm@e d'une ou de plusieurs
racines unitaires.

Le comportement asymptotique de l'estimateur des moindresarrés ordinaires
(MCO) d'un modele de séries temporelles simple avec une tamde déterministe a
également été étudié par Hamilton (1994) sous I'hypothéseéaédente, c'est-a-dire en
supposant que les erreurs sont une di érence de martingalenditionnellement homos-
cédastique. Toutefois, ce genre d'hypothése est trés preatu cas iid et exclut la plupart
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des modeles non linéaires (comme les modeles GARCH). C'estiguoi il semble inté-
ressant d'étudier I'e et de I'ajout de tendances détermirstes a des VARMA faibles.

On peut aussi envisager d'étendre ce travail aux modeles VAMA saisonniers avec
tendance déterministe. Le cas de tendances stochastiqusségalement tres intéressant
pour les applications, mais requiert des techniques comggment di érentes.

Tests portmanteau de modeles VARMA faibles non sta-
tionnaires

Une voie de recherche future pour le chapitre 4 est d'étendtes tests portman-
teau modi és gue nous avons proposés pour tester les ordmset ¢ des modéles
VARMA (po; op) faibles cointégreés.

Sous des hypotheses que les termes d'erreurs sont iid, Lipk et Claessen (1997)
ont étudié la distribution asymptotique de I'estimateur dumaximum de vraisemblance
des parameétres d'un modele VARMA sous la forme échelon. R&i§2009) a récemment
obtenu des résultats semblables dans le cas VAR faible. Naiercherons a étendre ces
résultats dans le cas des VARMA faibles.

Critere de sélection de modeles VARMA faibles

Le chapitre 5 pourra étre complété de diverses maniéres. Tallabord, il convien-
drait de développer des modi cations de critéres de style Bl (Bayesian Information
Criterion, Schwarz 1978) adaptées au cas d'erreurs faiblééous savons que le critére
BIC aboutit & une procédure convergente de sélection des medp et qd'un ARMA (p; 0
univarié fort, et que ce n'est pas le cas avec le critere AIC.u@n est-il dans le cas
VARMA faible ? La question mérite d'étre examinée.
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