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X Banach réel

πX : X → X ∗∗

x 7→ πX (x) : X ∗ → R
x∗ 7→ x∗(x)

H.B. =⇒ ‖πX (x)‖ = ‖x‖ (πX isométrie linéaire)

Réflexivité
X réflexif : πX surjective

Exemples

1 < p <∞ : lp, Lp réflexifs
c0, l1, l∞, L1, L∞, C ([0, 1]) non-réflexifs
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X ,Y Banach réels

Super-réflexivité

? Y finiment crûment représentable dans X (f.c.r.) : ∃C > 0 :
∀F s.e.v. Y , dim F <∞, ∃E s.e.v. X , ∃T : F → E linéaire bijective :

‖T‖
∥∥T−1

∥∥ ≤ C

? X super-réflexif : tout Banach Z f.c.r. dans X est réflexif

Exemples

1 < p <∞ : lp, Lp super-réflexifs
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Arbres dyadiques

DN = {∅} ∪
⋃N

n=1{0, 1}n

∅

(1)

(1,1)(1,0)

(0)

(0,1)(0,0)

Notations :
? |s| : longueur de la suite s
? s ≤ t : la suite t prolonge la suite s
? as,t : plus proche ancêtre commun aux suites s et t
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Distance sur DN

longueur du plus court chemin entre deux points du graphe

d(s, t) = d(s, as,t) + d(as,t , t) = |s| − |as,t |+ |t| − |as,t |

...

. .
.

as,t

d(s, t) = 4

ts
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X Banach réel

Plongements Lipschitz

f : DN → X plongement Lipschitz (f : DN ↪→
L

X ) : ∃A,B > 0 :

∀s, t ∈ DN , Ad(s, t) ≤ ‖f (s)− f (t)‖ ≤ Bd(s, t)

Théorème de Bourgain

X non-super-réflexif ⇐⇒ ∃C > 0 : ∀N ≥ 1, ∃fN : DN ↪→
L

X :

Lip (fN) Lip
(
f −1
N

)
≤ C
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X non-super-réflexif, N ≥ 1, 0 < θ < 1, n = |DN |

Critère de James
il existe x1, . . . , xn ∈ BX et il existe x∗1 , . . . , x

∗
n ∈ BX∗ tels que :

x∗k (xl) =

{
θ si k ≤ l ≤ n

0 si l < k ≤ n

x∗k charge les points de coordonnées plus grandes que k

BX

action de x∗
3 sur x1, . . . , x5

.
x1

.
x2

⊗
x3

⊗
x4

⊗
x5
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Φ : DN → {1, . . . , n} énumération des points de DN dans l’ordre
lexicographique

1
∅

5
(1)

7
(1,1)

6
(1,0)

2
(0)

4
(0,1)

3
(0,0)
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Choix du plongement

f (s) =
∑
u≤s

xΦ(u)

? simplification cruciale :

f (s)− f (t) =
∑

as,t<u≤s

xΦ(u) −
∑

as,t<u≤t

xΦ(u)

? majoration : ‖xk‖ ≤ 1 =⇒

‖f (s)− f (t)‖ ≤ card {u ∈ DN : as,t < u ≤ s}+ card {u ∈ DN : as,t < u ≤ t}
= d(as,t , s) + d(as,t , t)

= d(s, t)
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? rappel : ∀x ∈ X , ∀x∗ ∈ X ∗ : |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖

‖x∗k ‖ ≤ 1 =⇒

‖f (s)− f (t)‖ ≥ |x∗k (f (s)− f (t))|

=

∣∣∣∣∣∣
∑

as,t<u≤s

x∗k
(
xΦ(u)

)
−

∑
as,t<u≤t

x∗k
(
xΦ(u)

)∣∣∣∣∣∣
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Φ(s) ≤ Φ(t)

as,t

. .
.. . .

t

Φ(s) + 1 ≤ Φ(u) ≤ Φ(t)

s

Φ(as,t ) < Φ(u) ≤ Φ(s)

x∗Φ(as,t)
charge tous les points =⇒

‖f (s)− f (t)‖ ≥ θd(as,t , s)− θd(as,t , t)

x∗Φ(s)+1 charge seulement les points de la branche as,t − t =⇒

‖f (s)− f (t)‖ ≥ θd(as,t , t)
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? minoration :

3 ‖f (s)− f (t)‖ ≥ θd(as,t , s) + θd(as,t , t) = θd(s, t)

Conclusion

θ

3
d(s, t) ≤ ‖f (s)− f (t)‖ ≤ d(s, t)
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X Banach réel

Convexité uniforme

? X uniformément convexe : ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 :

∀x , y ∈ BX , ‖x − y‖ ≥ ε =⇒ ‖x + y‖
2

≤ 1− δ(ε)

? X p-uniformément convexe (p ≥ 1) : ∃c > 0 : ∀ε > 0, δ(ε) ≥ cεp

BX

+ y

+

x

‖x − y‖ ≥ ε
+

x+y
2

≥ δ(ε)
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Théorème d’Enflo-Pisier
X super-réflexif ⇐⇒ X admet une norme équivalente p-uniformément
convexe

Minoration de la distortion
X p-uniformément convexe, N ≥ 1, f : DN ↪→

L
X

Lip (f ) Lip
(
f −1) & ln(N)

1
p
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Thanks for listening !
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