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NOTATIONS

Notations générales
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Chapitre 1
Introduction

L’étude des écoulements stationnaires de fluides incompressibles autour d’un obsta-
cle, supposé fixe, occupe une place importante dans la mécanique des fluides. Depuis
les travaux de C.L.M.H. Navier [43] et de C.G. Stokes [59], on sait que ce probleme
est décrit par un systeme d’équations non-linéaires, dit de Navier-Stokes, et s’écrit

dans sa forme la plus simple :

—vAu+ puVu+Vr=f dans €,
divu=0 dans €, (1.1)

u=u, sur o).

On se place ici dans le cas ol © est un ouvert extérieur de R3, c’est-a-dire le
complémentaire d’'un compact que nous notons D représentant 1’obstacle. La vis-
cosité v, la densité p du fluide, les forces extérieures f et la valeur au bord u, sont
données. Le probleme consiste a trouver le champ de vitesses u et la pression .
Par commodité, 'origine du repere est placée a l'intérieur de 'obstacle. Puisque le

domaine est non borné, nous devons ajouter au systeme une condition a l'infini

lim w(x) = uy, (1.2)
|2|—00
oll Us est un vecteur constant de R3. Ces équations posent de nombreuses questions
mathématiques qui restent jusqu’a aujourd’hui sans réponse (voir par exemple [61],

[27] et [28]). II est donc indispensable et naturel de commencer par analyser des
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problémes linéaires les approchant. La linéarisation du systeme (1.1) se fait autour
du vecteur constant u., et deux cas se présentent :

1) Si u,, = 0, on aboutit aux équations bien connues de Stokes :

—vAu+ V7 =f dans

divu=0 dans £,
(1.3)
u=u, sur ),

u— 0 quand |z| — oc.

Mais dans le cas particulier ou f = 0, u, = 0 et € est le complémentaire de la
sphere unité de R3, Stokes [59] a construit une solution explicite présentant une
symétrie par rapport au centre de la sphere. De plus, si on s’intéresse a la solution

fondamentale de Stokes (U, P), elle s’écrit en dimension 3 :

J 0 0E(z
Usj(x) = (6ijA - 3787> d(x), Pi(x) = 8:53-)’ (1.4)
i j i
ol )
ba)= . r=al.

Nous pouvons observer que la vitesse fondamentale satisfait U = O(r~'). Elle
a donc le méme comportement dans toutes les directions de R®. Or cette pro-
priété n’est pas physiquement réaliste. Les expériences montrent, en effet, que
durant I’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle, apparait a l'arriere de celui-
ci, un sillage parabolique. Dans le souci de décrire cette importante propriété de
'écoulement, Oseen proposa en 1910 (voir [47] et aussi [48]) une linéarisation autour

d’un vecteur u,, non nul.

2) Si us # 0, par un changement éventuel de repere, on suppose de plus que

Uso = heq ou h est un réel strictement positif. En posant 4 = v+ u.,, on aboutit
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aux équations d’Oseen suivantes :

—vAv+ k@ +Vr=f dans (,

(91:1
divv=0 dans £, (1.5)
V= U, — Uy sur Jf,
v— 0 quand |z| — oo,
ou k = ph > 0. Nous pouvons déja observer que le terme aa—z”l est une des différences

entre les modeles (1.3) et (1.5). Une autre différence vient de la solution fondamen-
tale d’Oseen (O, P) qui est de la forme

Oi(x) = (%‘A - 8%18%]) D(x), Pi(x) = 82;:;), (1.6)

mais maintenant,

1 k:s/21/ 1 _ eft
(x) o /0 ; , S=r—mI

Le terme s représente la structure anisotrope des équations d’Oseen (1.5) et mon-
tre l'existence d’un sillage parabolique a l'arriere de 1'obstacle. En effet, la région
{x € R3 0 < s < 1} représente une paraboide symétrique par rapport a l'axe
(0,x1). Par ailleurs, le comportement asymptotique de la vitesse fondamentale
est O(xz) = O(r~'(1 + s)~!). Nous pouvons donc constater que dans la région
paraboloidale, O(z) = O(r~!), alors qu’a 'extérieur, O(z) = O(r~2). Autrement
dit, le comportement de la vitesse fondamentale differe selon que l'on se situe a
I'intérieur ou a l'extérieur du sillage. Les résultats de ’approximation d’Oseen sont

ainsi plus satisfaisantes que ceux de Stokes.

L’objet de cette these est d’étudier le probleme d’Oseen (1.5) avec la perspective
d’utiliser les résultats obtenus pour 'analyse du modele de Navier-Stokes (1.1), et
ainsi, apporter notre modeste contribution a une meilleure compréhension de (1.1).
Dans cette optique, I’étude de (1.5) repose sur une théorie LP. En effet, dans un

domaine non borné, une théorie hilbertienne ne suffit pas pour décrire completement
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les différentes propriétés des solutions, dans le cas présent, le comportement a I'infini.
Cette derniere propriété nous amene a choisir les espaces de Sobolev avec poids
comme cadre fonctionnel de notre étude. Afin de prendre en compte le sillage,
un poids anisotrope est aussi considéré et celui-ci est donné par le comportement
asymptotique de la vitesse fondamentale d’Oseen O@ dont nous rappelons qu’elle se
comporte comme 7~ 1(1 + s)~!. Par ailleurs, pour ses dérivées successives on a :

VO(x) = O(r 3/ (1+s5)73/?), OO) _ O(r—2(1+s)72),

8%895]- B

00 (x)
3x1

=0 (1+s)™).
Il est ainsi naturel de considérer le poids anisotrope ng défini par
ng = (1+7)*(1+ s)°.

Faisons a présent un rapide survol des travaux consacrés au probleme (1.5). Les
premiéres études completes sont dues & Faxén [24] qui généralise les méthodes intro-
duites par Odqvist [45] pour le probleme de Stokes. Plus récemment, en utilisant la
méthode de Galerkin, Finn [25] établit I'existence de solutions pour le probleme (1.5)
incluant des estimations avec poids. Il montre, en particulier, que si rf € L*(Q),
alors le systeme (1.5) admet une vitesse w qui tend vers zéro a l'infini, dans le sens
r~tu € L*(Q) (pour la définition de la limite, voir chapitre 3, définition 3.3 et re-
marque 3.4). Dans [13], Babenko utilise le théoreme des multiplicateurs de Lizorkin
[40] pour établir I'existence de solutions au probleme d’Oseen. Les résultats de Finn
et de Babenko sont ensuite étendus et généralisés par Galdi dans [26] et [27]. Nous
citons également Farwig [21], [20] qui étudie (1.5) dans des espaces L? avec le poids
anisotrope 7. Il considere l'espace :
Lo 5() = {u € Lioo(), nju € L*(Q)}

et montre 'existence de solutions qui s’écrivent explicitement comme la convolée
par la solution fondamentale. Il étudie pour cela les opérateurs f — O *x f et

f — VO x f dans les espaces Li ﬂ(]R3) et les estimations obtenues sur le premier
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opérateur sont en fait améliorées par I’étude du modele scalaire

—yAu—i—k% = f dans (),
0z, (1.7)

u=u, sur Of).

Les estimations sur les deux opérateurs ont été étendues aux espaces LZ} ﬂ(]RS) dans
[36] (voir aussi [51]) avec 1 < p < oco. Dans [22] et [23], le probleme d’Oseen posé

dans tout I'espace R™ est étudié dans les espaces L}, 4(R"), c’est-a-dire 3 = 0.

Le plan de notre travail est le suivant :

Dans le chapitre 2, nous présentons les espaces de Sobolev avec poids isotropes (c’est-
a~dire § = 0) et anisotropes que nous utiliserons. Dans un premier temps, on montre
des résultats de densité. Dans un deuxieme temps, on établit des inégalités de Hardy
avec poids anisotropes qui sont les principaux résultats du chapitre. Elles jouent
un role fondamental dans la recherche de solutions pour des forces f appartenant
a des espaces du type W 1P(R3) avec poids anisotropes. Elles permettent aussi
de démontrer des résultats d’isomorphisme des opérateurs gradient, divergence et
laplacien.

Dans le chapitre 3, nous commengons 1’étude des équations d’Oseen par le probleme

suivant :

—Au+ 37’“ +Vr=Ff divu=g dans R> (1.8)
1

Le fait de travailler d’abord sur R? nous permet de nous concentrer uniquement sur
le comportement a l'infini. Nous verrons que le trait essentiel de notre analyse est

la résolution, dans une premiere partie, du modele scalaire :

—Au+ Ou = f dans R (1.9)
0x
L’équation (1.9) peut étre considérée comme le probleme de base a étudier pour
traiter les équations d’Oseen.
Dans le chapitre 4, qui constitue un travail fait en collaboration avec T. Z. Boulmeza-
oud, nous résolvons a nouveau les équations (1.8) posées dans R™, n > 2. Le cadre

fonctionnel choisi se limite aux espaces avec poids isotropes. Le but de ’étude est



1. Introduction

d’étendre, dans ce cadre, les résultats d’existence et d’unicité du chapitre précédent.
Dans une premiere partie nous analysons les relations qui lient le modele scalaire
(1.9) et le probleme (1.8).

Enfin dans le dernier chapitre, nous étudions le probleme d’Oseen général

—Au+ @ +Vr=Ff, dans(,
al’l
div u= ¢ dans (), (1.10)

u=u, sur 0f),

oll 2 est un ouvert extérieur de R® que 'on supposera au moins lipschitzien. On
résout (1.10) en associant les résultats établis dans R? avec ceux obtenus dans un do-
maine borné. Cette idée a été développée par Giroire dans [32]. Nous commencerons
d’abord par démontrer 'existence et 'unicité d’'une solution dans le cas hilbertien

avant de terminer I’étude avec le cas général.



Chapitre 2

Cadre fonctionnel et propriétés

2.1 Introduction et notations générales

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution
du probleme d’Oseen dans des domaines non bornés. Dans de tels domaines, il
est nécessaire de décrire le comportement a I'infini des fonctions. Nous introduisons
pour cela les espaces de Sobolev avec poids qui sont un bon cadre pour les problemes
posés dans des domaines extérieurs. Sans étre exhaustif, nous citons [34], [32], [6],
[7], [16] et [54] pour le probleme de Laplace, [31], [29], [30], [2], [3], [15], [56], [57]
et [58] pour le probleme de Stokes, enfin, [21], [20], [22], [23], [36] et [51] pour le
probleme d’Oseen. Nous citons aussi d’autres travaux tels que [37]. L’écoulement
d’un fluide autour d’un obstacle présentant une direction privilégiée, nous intro-
duisons aussi des espaces de Sobolev avec poids anisotropes. Nous présentons des
propriétés de ces espaces, en particulier les inégalités de Hardy qui sont les princi-
paux résultats de ce chapitre.
Nous commencons par donner les premieres notations et définitions. Dans ce mémoire,
le réel p apppartiendra toujours a U'intervalle |1, +oo[. Nous notons p’ le conjugué
de p, c’est-a-dire p’ = 1%' La dimension de I'espace sera notée n. Pour tout es-
pace B, nous désignons en caractére gras B, 1'espace B" = (By, ..., B,) ou l'espace
B = (Bij)1<i,j<n- Nous notons par = (x1, Za, ..., T,) un point de R" et sa distance
a l'origine par

r= x| = (x1 + 20+ ... + 2,)2



2.2. Rappels sur les espaces WP

Nous notons [k] la partie entiere de k. Pour tout j € Z, IP; désigne 'espace des
polynomes de degré inférieur ou égal a j. L’espace IPJ-A est constitué de polynomes
de IP; qui sont harmoniques. Nous notons par By la boule ouverte centrée a 1’origine
et de rayon R. Si Q est un ouvert, Qg désigne Q2 N Bg. Nous rappelons que D’'(1Q2)
est l'espace des distributions dans Q et que S'(R™) est 'espace des distributions
tempérées dans R™. Pour un espace de Banach B donné et X un sous-espace fermé
de B, nous notons par B’ L X l'orthogonal de X dans le dual B’ de B, c’est-a-dire

B'IX =X"={feB WweX, (fv)=0}=(B/X).

Enfin ' désigne une constante générique strictement positive.

2.2 Rappels sur les espaces W"”

Soit €2 un ouvert de R™. Pour tout a € R et m € N, posons

-1 si E+o¢¢ {1,...,m}
p
n .

m———a si E—1—046{1,...,771}.
p p

On définit la famille d’espaces avec poids W?(Q) :

WP (Q) = {u € D'(Q); VA € N,
0 < |A[ <k, p* " (n(1+ p)~'0*u € LP(Q),
k+1 <A <m, p* " Noru e LP(Q)}

et on note

lallwzoe = [ S0 o M + )" 0*ulll,
0<|A[<k

1/p

+ Z ||Pa_m+|)\|@)\u‘|§p(g)
k+1<[A|<m

10
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la norme de W2*?(§2) qui le munit d’une structure d’espace de Banach réflexif. Nous

définissons aussi la semi-norme
1/p

|ulwzr (@) = Z ||,00‘8)‘u||’2p(9)
[A|l=m

Donnons un exemple d’'un tel espace. Si m =1 et a = 0, alors I'espace W& P(Q) est

défini par

WyP(Q) = {u e D'(Q),p 'u € LP(Q),Vu € IP(Q)}, si p#n,
Wy ™ () = {u € D'(Q),(In(1+p)) 'p~'u € L"(Q), Vu € L"(Q)}.

Nous considérons le cas ot 'ouvert {2 est ’espace entier R™ ou le cas d'un domaine
extérieur. Les poids controlent le comportement a I'infini des fonctions appartenant
a WmP(Q). Ils ont été choisis afin d’obtenir des inégalités de types Hardy que nous
allons rappeler dans la suite. Nous pouvons remarquer que le poids logarithmique

n’apparait que pour les valeurs de m, n, p, «a telles que
n
—+ae{l,..,m}. (2.1)
p

Les valeurs de m, n, p et o qui vérifient la condition (2.1) seront appelées valeurs
critiques. Nous rappelons maintenant quelques propriétés de ces espaces. Les es-
paces WP(Q)) coincident localement avec les espaces de Sobolev classiques. Ainsi
les traces de ces fonctions sur 02 vérifient les théorémes de traces classiques (voir

[1], [17] ou [44]). Nous pouvons alors définir 'espace
I/f/g"p(Q) ={u € WP(Q), you=0,71u=0,...;¥m_1u = 0}.

Si © = R", nous avons 1’égalité I/?/Z”’(Q) = WP(R™). Lorsque p = 2, les espaces
W™2(Q)) ont été utilisés par Giroire [32] pour résoudre le probleéme du laplacien. le
cas général étant utilisé par Amrouche, Girault et Giroire [6, 7]. Pour le cas non
critique et lorsque Q = R? ou 2 = Ri, ces espaces ont été employés par Hanouzet
[34]. Pour © = R"™, nous citons aussi les travaux de Cantor [18], de Kufner [38] ou

d’Opic et Kufner [46]. L’espace D(2) est dense dans W2"P(2) et D(Q2) est dense

11
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dans ﬁ/glvp (Q). Ces propriétés sont démontrées dans [6] pour le cas 2 = R" et elles
sont étendues a un domaine extérieur par une partition de l'unité (voir aussi [7]).
L’espace dual de I/f/g”’p(Q) est noté W% (Q) et clest un sous-espace de D'(1).
Lorsque n/p+a ¢ {1,...,m}, nous avons les injections continues et denses suivantes

WmP(Q) ¢ WIHP(Q) € ... WP (Q). (2.2)

[0

Par ailleurs, pour tout A € N, 'application
u e WmP(Q) — Pu e Wn=Rhe(Q) (2.3)
est continue. Pour tout réel 7, on a
02" < Cpr M, (2.4)

Dans le cas n/p +a ¢ {1,..,m} et n/p+a —~ ¢ {1,..,m}, (2.4) implique que
I’application
u € WIP(Q) — p'u € Wi (Q) (2.5)

est un isomorphisme. Remarquons que si nous supposons uniquement n/p + o ¢
{1,..,m}, alors I'application (2.5) est continue. Si j € N, alors I’espace des polynémes

de degré inférieur ou égale a j, noté IP;, est inclus dans W2"P(Q) avec

j:{m—ﬁ—a}, sin/p+a¢Z”
p

. n .
j=m—1———aq, sinon.
p

(2.6)

Nous donnons a présent une propriété fondamentale des espaces WP ().

Théoreme 2.1 Soit Q) un ouvert extérieur lipschitzien. Soient m > 1 un entier et

a un réel, alors il existe une constante positive C' = C(n, p, «) telle que

1)
Vu € WP (9), Aiefllg'/ [u+ Mwzr@) < Clulwme ), (2.7)

ot j' = min(j,0) et j est le plus haut degré des polynomes appartenant a WP ().

12
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2)

VYu eWyP(Q), ullwrrq) < Clulwme ). (2.8)

Ce sont les inégalités (2.7) et (2.8) qui justifient le choix des poids et, en particulier,
I'introduction du poids logarithmique dans la définition de WP () pour les valeurs
critiques (2.1). On peut trouver une preuve de ce théoreme dans le cas 2 = R™ dans
[6] et 'extension & un domaine extérieur 2 se fait par partition de I'unité (voir [7]).

Définissons maintenant 1’espace
H, = {ve L’(R"), divv=0}.

Le théoreme 2.1 permet de montrer que les opérateur gradient et divergence suivants

sont des isomorphismes (voir [6]) :
V: Wy (R")/Pp_psp — LP(R®) LH,, (2.9)
div : LY (R")/H, — Wy " (R") LIP; - (2.10)
Le prochain résultat découle du théoreme 2.1 (voir la preuve dans [6]) :

Proposition 2.2 Soit un entier m > 1 et une distribution u tel que
YA eN" . A =m, Pue LP(R").

(i) Si 1 < p < n, alors il existe un polynome K(u) € Py,_q tel que u+ K(u) €
W P(R™) et

1 mpmny < ™D (MmnY . .
uepl[gf;n/p] [u+ K(u) + pllwrr@ny < Clulwms gn) (2.11)

(i) Si p > n, alors u € Wi"”(R™) et nous avons

,ueillglf [+ pllwzr @ny < Clulwrs gn).- (2.12)

m—1

Remarquons que lorsque m = 1, la constante K (u) donnée par la proposition 2.2 i)
est unique. Par les injections de Sobolev et le théoreme 2.1, nous avons l'injection

continue et dense suivante :

13



2.3. Les espaces avec poids W7 et ML?

WaP(Q) C L7 (Q), sil<p<n. (2.13)

, . . 1 .
De sorte que nous avons alors la caractérisation de 'espace W (Q) suivante :

WaP(Q) = {v € Lv5(Q), Vo € IP(Q)}, avec 1< p<n. (2.14)

En utilisant le théoreme I1.5.1 de [26], nous pouvons remarquer que si 1 < p < n
et © est un ouvert lipschitzien, 'espace de Sobolev avec poids W1P(Q) et I'espace de
Sobolev homogene D'?(Q) = {u € L] (), Vu € LP(2)} coincident algébriquement

loc

et topologiquement. Par dualité de l'injection (2.13) pour 2 = R™ nous obtenons

aussi 'injection suivante :

/
np

L+ (R") € Wy (R™), avec

n - <y <. (2.15)

Enfin, si 1 < p < n/2, nous avons aussi 1’égalité topologique et algébrique suivante

d*u
8%8@

WP (R = { € L¥5(R"), Vo € L5 (R"), € IP(R), i,j=1,2, n} -

(2.16)

. | 1
2.3 Les espaces avec poids W,” et M;"
Nous allons a présent introduire une nouvelle famille d’espaces avec poids.

Définition 2.3 Nous définissons les espaces suivants
W@ = {ue wire). o

et pour tout ¢ > 0 que 'on fixera suffisamment petit
MG"(Q) = W () N WY ().

1
—5—0
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2.3. Les espaces avec poids W7 et ML?

Les espaces W& P(Q) et MyP(Q) sont des espaces de Banach pour les normes suiv-

antes
[ s M®+»§%wﬂﬂm,gp¢m
; ° (2.17)
R (CCRVOIT IR 9] ot NN et
et 5
Il gy = el &QM®+'£§%M® (218)

Les normes (2.17) et (2.18) sont équivalentes aux normes naturelles. L’objet de la
fin de cette section est de montrer des résultats de densités. Nous allons commencer

par le cas ou 2 = R™. La premiere étape consiste a caractériser les espaces duaux
de WIP(R™) et MEP(R™) respectivement notés W, "7 (R") et My % (R™).

Lemme 2.4 Soit f € Wy "7 (R"). Alors
i) Sip+#£n, il existe fo € WP (R"), F € I¥ (R"), h € Wol’p/ (R™) tels que pour tout
ve W (R,

<f U) —1,p’ (R")XWl P (R™) <f0a > 0 P R”)XWO P(R™) + <F7 VU)LP'(R”)XL?’(]R")
90 (2.19)
ax > 1 0’ (RP)x W 1P(R")

+ (h,
et
10 g = 1025 (1ol gy T g gy Nl e ) -

De plus, lorsque p < n, on peut prendre fo = 0.
ii) Sip = n, le résultat de i) reste valable en remplagant le poids p dans la définition
des espaces WP (R") et WOP(R™) par le poids pln(1 + p).

Preuve : i) Le cas p # n. Notons E l'espace E = W'P(R") x LP(R") x W, "P(R")

muni de la norme

1l = [Yollwop@n + X il + sl 1oy,

i=1
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2.3. Les espaces avec poids W7 et ML?

o ¥ = (¢g,...,"n41). L’application T : v € Wol’p(R") — (v,%,...,%,%) €
E est une isométrie. Posons a présent G = T (/I/Ivfol P(R™)) que 'on munit de la
norme induite par celle de Eet S = T71 : G — Wol’p(R”). L’application L :
h € G — (f, Sh) est linéaire continue sur G. Ainsi, d’apres le théoreme de
Hahn-Banach, on peut la prolonger en une application linéaire et continue sur E
notée L, avec ||L||gs = || f||. Gréce au théoréme de représentation de Riesz, il existe

fo € WXP(R™), F € LY (R") et h € W (R™) tels que

Yo € Wol’p(R”), ( v) = (fo,v >W0p (RP)x WOP (R <F>VU>LP’(Rn)xLP(Rn)
ov

+< aa: >W01P R”)XW_I P(Rn)

et
Ve = 1m0 (1 folly o goys IF o s Il ey ) -

Lorsque p < n, d’apres le théoreme 2.1, on a

Vi € WoP(RY), ullyop ey < ClIVullre.

On peut procéder de la méme maniere que précédemment avec E = LP(R") x
-1, . 7L ol il
Wo P(R™) et T : v € Wy (R") — (55, ’8:Uvn’8x1)€E

ii) Le cas p = n se traite de la méme maniére que le cas p # n mais en remplagant le
poids p dans la définition des espaces W% (R™) et WP (R™) par le poids pln(14p).

Ceci acheve la démonstration du lemme. W

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant

Proposition 2.5
L’espace D(R™) est dense dans W&’p(R”).
Preuve : i) Le cas p # n. Soit f € Wo_l’p/ (R™) tels que

Vo € D(R™), (f, @W(;LP’(Rn)xW&’p(R") =0

16



2.3. Les espaces avec poids W7 et ML?

Puisque p # n, d’apres (2.2), on a l'injection continue et dense W, 7 (R") ¢ WP(R").

Par dualité, nous avons donc 'inclusion
WP (R") € Wy (R™).

Ainsi, a ’aide du lemme 2.4, on a

oh ' '
Gu; = Jo— divF € LV (RY) N1 (RY),

Pour tout v € Wgo(R"), on obtient alors
< fv PP (Re) X T (Rn)

=< fo,v > — < div F,v >

Wy bP (Rn)x WP (Rn) Wy bP (R x WP (Rn)

< ()h >
— —. —1.p
91‘1 ) ”70 1,p (R")Xﬂlol’p(Rn)

=0. (2.20)

Ce qui acheve la preuve du cas p # n.
i) Si p = n, il suffit de prendre pIn(1+p) fo € L” (R™) et on obtient fo C Wy ' (R™),
ce qui permet d’établir le résultat en procédant de la méme maniere que pour le cas

p#*n. A

La proposition ci-dessous se démontre comme précédemment.
Proposition 2.6
L’espace D(R™) est dense dans My (R").

Comme conséquences des propositions 2.5 et 2.6, les espaces duaux WJ L/ (R™) et
My 4 (R™) sont des espaces de distributions qu’on peut caractériser de la maniere

suivante :
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2.3. Les espaces avec poids W7 et ML?

Corollaire 2.7 Nous avons les identités algébriques et topologiques suivantes :

— ., oh
W(;l’p (Rn) = {f € DI(Rn)v f = fO + div F + 8_1’17 (2 21)

fo € WO (R™),F € LY (R"), h € W (R™)},

, h
MM (R?) = {f € D/(RY). = fo-+ div F +
, 01 (2.22)
fo e WP (R"),F € I’ (R"),h € Wy™ (R")}.

Pour un domaine extérieur €2, nous introduisons maintenant I’espace suivant :

W@ = {uemire, ot ewr). 223

Nous notons Wo_l’p /(Q) son espace dual. En procédant de la méme maniere que dans
la proposition 2.4, on peut montrer que, si f € /Wo_l’p,(Q), alors :
1) si p # n, il existe fy € WP(Q), F € L¥(Q), h €W §¥ () tels que pour tout

v eW7(Q),

U)o im0 Dwer @pawope) + VO )i
ov

P o / —
" 01y ) Wo'” () x Wy 1P (Q)

(2.24)
+ (h

et
110 gy = M85 (1L gy I gy Il ) -

2) Si p = n, la caractérisation (2.24) reste valable en remplagant le poids p dans la
définition des espaces WP (Q) et W2P() par le poids pIn(1 + p).

On peut ensuite montrer la

Proposition 2.8

o

L’espace D(QQ) est dense dans W(l)’p(Q).

Preuve : La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.5. B

18



2.4. Espaces avec poids anisotropes

2.4 Espaces avec poids anisotropes
Ce paragraphe est consacré aux espaces de Sobolev avec poids anisotropes et a leur

principale propriété, les inégalités de Hardy.

2.4.1 Définitions et premieéres propriétés

Définition 2.9 Soient a, 5 € R, & € R™. Nous posons
s=r—ux,
et nous introduisons le poids anisotrope
ng = (1+7)*(1+ s)P.

Remarque 2.10 i) Nous avons 'identité 7§ = p*.

ii) Un calcul rapide montre que

Os s <0, |Vs]2= §’
0y r r

ce qui permet d’obtenir les inégalités suivantes sur le poids g :

fo a—j3 8775 a—1
[Vng| < 0775—%2’ ‘3_:51 <Cng ", pourr #0 (2.25)
et 52
ng a—1
D0, <Cng—y, pour r>1 (2.26)

Nous allons a présent introduire une nouvelle famille d’espaces avec poids.

Définition 2.11 Pour «, § € R, nous définissons

Ly 5(2) = {u € D'(Q), nfu € LP(Q)},
XVHQ) = {ue Ll_, , \(9), Vue L 4(Q)},

Y;g(g) ={ue L’ ,(Q), Vue Ik ,(Q)}.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Ce sont des espaces de Banach pour les normes respectives

HUHLQB(Q) = lIngull e,

3%

1/p
o+ IVl o)

1/p

el = (1l
— P z
lully g = (Il o+ 1Vl o)

Comme pour les espaces W, *(€2), les espaces L, 5(), X ;%(Q) et Yalg(Q) coincident
localement avec les espaces de Sobolev classiques. De plus, nous avons l'inclusion

suivante

X 5(Q) C Y, B(Q).

Dans la suite, nous montrerons que, sous certaines conditions sur « et (3, nous

pouvons méme avoir I’égalité. Lorsque n/p + o # 1, nous avons 'identité

YIP(Q) = WiP(Q).

a,0
Remarque 2.12 L’application
u e LZ,BGR?’) — Myu € Li—a,ﬁ—b(R3)
est un isomorphisme.

Nous allons a présent nous intéresser aux polynomes qui appartiennent a ces espaces.

Nous avons tout d’abord besoin du résultat suivant :

Lemme 2.13 On suppose n > 2. Soient a et § deux réels. Alors on a

—1
/n ngdx < 00 < —a + min (n 5 ,—ﬁ) > n. (2.27)

Preuve : Soit R > 1 un réel fixé. Pour montrer (2.27), il suffit d’étudier 'intégrale
sur Bj. Nous allons nous contenter du cas n > 3, la démonstration étant similaire
sin = 2. Posons § = (4,...,0,_1) €]0,7["2x]0, 27| et

D = {(r,0) € RTx]0, n["?x]0,2x[, r > R}.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Introduisons les coordonnées sphériques généralisées

x1 =rcosty, xo =rsinfcosbs, ..., x,_1 =rsinb...sinb,_5cosb,_1, (2.28)

T, =1sind,...sin6,,_»sinb,_;.

Notons I I'intégrale de (2.27) dans Bf, on obtient donc
I = / (1+7)%(1 47 —rcos ) r"(sin 6,)"2drdo.
D
Intéressons nous a l'intégrale suivante
J=(1+ r)ar”_2/ (147 —rcosb)’r(sinf,)"2db,.
0
En effectuant le changement de variables t = r — r cos 81, on peut écrire
2r
J=(1+r)4"? / (1+ )8 2tr — 12)n=3/2p=(=3) gy
0
2r
= (1+ r)ar/ (14 )P (2tr — t2)"=3/2q¢
0

En découpant cette derniere intégrale en trois, on arrive a

1 T
J < Crott U (1+t)°2tr — 2)"=32q¢ +/ (14 t)P(2tr — t2)(n=3/24¢
0 1
2r
+/ (1+t)°(2tr — t2)(”_3)/2dt] .
Pour la premiere intégrale, on obtient
1 1
/ (1+t)P2tr —t2)=392qt < Crn=9/2 / tn=32qr < Cr=3)/72,
0 0

Pour la deuxieme, on a

T r (n—3)/2
t
/ (1+ )% (2tr — 12732t = 2(n=3)/2,(n=3)/2 / (1+t)Ptn=3)/2 (1 - 2—) dt
1 1 r

< Crn-3)/2 / "B/,
1
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Maintenant, dans le cas ou 3 + ”T’l # (0, on obtient

/T P ODRgE < (P — 1)

1
< Cr(n—l)/Q—min(—,@,"T_l) )

Il vient donc
/ T(1 )8 (2tr — $2)=D/2qp < opn-2-min(=8.270),
1
Si g+ ”T_l =0, o0n a
/ r(l +1)8(2tr — 232 dt < Cr 32 1y,

1

Enfin on a facilement
2r

/ (14 t)P(2tr — t2)n=3/24t < Orfn=2,
Grace a ces estimations, on aboutit a

I <o —a+min((n—1)/2,—8) >n,
ce qui acheve la preuve. W

Grace a ce lemme, nous en déduisons les propriétés suivantes:

Propriété 2.14 Soit j € Z, alors

o n 1 . (n—1)
P; C LY 5(62) ssij < 5 a+ Bmln (T’ —6p) ) (2.29)
1, .1 n 1 . ((n=1)
P; € X,5(€2) ssij < 3 o a+ 5 min 5 ,—pB+p/2]|, (2.30)
1 -1
IP; C Y;%(Q) ssij<1— o + — min (%, —pﬁ) . (2.31)
’ p p

Nous allons a présent établir des résultats de densité.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Proposition 2.15
L’espace D(Q) est dense dans Ly, 5(€2).

Preuve : D’apres la définition de L7, 5(€2), étant donné un élément u € L7 4(9),
nous avons ngu € LP(Q). Il existe donc une suite (¢r)ren € D(2) qui tend vers nju
dans LP(€2). Posons ¢y, = n_gpx € D(Q), il est alors facile de voir que ¢ tend vers
u dans L, 5(€2). H

Pour les espaces X i%(@) et V! %(€2), nous allons commencer par montrer la densité

de D(Q) dans le cas Q = R™. Nous "étendrons ensuite & un domaine extérieur.
Proposition 2.16
L’espace D(R™) est dense dans X;:%(]R”) et dans Yoi’g(R”).

Preuve : La preuve étant identique pour les deux espaces, nous allons la faire pour
Xig(R”) Soit alors u € X;’,%(R") et ¢ € D(R™) telle que

o(x) =1si |z <1,
0<p(xr)<lsil<|z <2,
o(x) =0si |z > 2.

Posons a présent () = p(x/k) et up = upg. On a

||Uk - UHI;(;%(RTL) = ||Uk - U”I;};_%ﬂ_%(ﬂgn) + ||V(Uk - U)Hllj'};ﬁ(ﬂgn)
<oVl |+ Ol = DVl oy (282
a=5.6-3

+ CHUVSOkHiZ’ﬁ(Rn)

Puisque v € X lp 5(R"), les deux premiers termes de (2.32) tendent vers 0. Le

troisieme terme s ecrlt

HquOkH‘zgﬁ(Rn) = /{k<r<2k} 77§£|uv¢k|Pd:1:.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Par ailleurs, on sait que
1
V(@) < IVe(a/h).

En utilisant cette estimation, on obtient

a—1
wVeully oy <C [l ulde
@8 {k<r<2k}

<C
{k<r<2k}
Puisque u € X é’z(R”), ce dernier terme tend vers 0. Nous avons donc montré que
pour tout u € X;%(]R") et pour tout € > 0, il existe u; € Xcly:%(R") a support
compact tel que
i =l ey < /2. (2.33)

De plus, puisque chaque u; a un support compact et que les topologies de X ;% (R™)
et WHP(R™) coincident sur ce support, il existe vy € D(R") tel que

H’U,k — Uk”WLp(]Rn) = Huk — Uk”X;:%(]R") S 8/2 (234)

Les estimations (2.33) et (2.34) nous permettent alors de conclure. W

En utilisant la méme fonction de troncature oy et en utilisant la densité de D(Q)
dans WHP(Q), on peut généraliser le résultat précédent & tout ouvert extérieur Q de

R™. Plus précisément, nous avons la

Proposition 2.17
L’espace D(SY) est dense dans Xi%(Q) et dans Y;g(Q)

Nous introduisons a présent les espaces X L%(Q) et }3;%(9) qui désignent respec-
tivement 1’adhérence de D(€2) dans X ig(Q) et dans Yalg(Q) On peut montrer que

X%(Q) = {u€ XJ5(Q), u=0sur 90},

o

Y IR(Q) = {u € Y 2(9), u= 0 sur 90},
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

1. 1. .
Nous noterons X * ﬁ(Q) et Y B<Q) leurs duaux respectifs. Comme pour le
corollaire 2.7, on peut caractériser ces espaces duaux, en particulier nous avons

I'identité suivante

Y Q) = {feD(Q), f=fo+divF, fye L, ,(Q),Fel’ Q)
(2.35)

2.4.2 Inégalités de Hardy

L’objet de ce paragraphe est d’établir des inégalités de Hardy avec poids anisotropes.
Rappelons que lorsque 4 = 0, nous disposons déja des inégalités (2.7) et (2.8). Dans
[21], Farwig montre que si § > 0 et a+ (3 —i—% > 0, alors il existe une contante C' > 0
telle que

Vu € X 75(%), lull e @ < ClVulz @)- (2.36)

~30-%
Nous avons ici deux objectifs :

1) Généraliser I'inégalité (2.36) a tout réel p tel que 1 < p < oo tout en affaiblissant
les hypotheses sur a et 5.

2) Prouver une inégalité de type (2.36) pour le cas 5 < 0.

Les principaux résultats de ce paragraphe sont annoncés dans [11] et font aussi

I'objet d'un travail soumis [8] (voir aussi [12]).

Lecas >0

Soient deux réels R et A tels que R > 0 soit suffisamment grand et 0 < A < 1.

Introduisons le cone de révolution infini
S=Spr={reR", r>R 0<s<Ar}. (2.37)

Nous pouvons remarquer que dans R" \ S, s est équivalent a r, les poids ng et
T8 sont équivalents. Ainsi, nous commencerons d’abord par établir des inégalités
de Hardy dans le secteur S. Ensuite, par le biais d’une partition de I'unité, nous
établissons des inégalités dans B, 'extérieur de la boule Bg. Enfin, en utilisant une
autre partition de I'unité, nous étendrons le résultat dans tout ’espace R™. Nous

avons besoin tout d’abord d’établir des inégalités unidimensionelles.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Lemme 2.18 Soient v € R satisfaisant v + 25+ > 0 et 0* € ]0,%[. Alors, pour

toute fonction positive f définie et mesurable sur |0, 0*[, telle que

.
/ (1= cos 0)*% (sin 0)"2[£(0)]"df < +oo,
0
nous avons

0* o*
/0 (1—cos )7 (sin 0)"2[F(0)]Pdf < C’/O (1—cos 0)75 (sin )" 2[f()]d6, (2.38)

ot o
Fo) = /9 ()t (2.39)
Preuve : Remarquons tout d’abord que sur | — 7, Z[, on a I’encadrement suivant
%sin2 0 <1—cosf < sin?6. (2.40)
En effet, sur | — 7, 5[, on a

cosf > cos® h.

Il est alors facile de voir que
1 —cosf < sin?6.
Par ailleurs, on peut écrire
sin?f = 1 — cos? @ = (1 + cos#)(1 — cos ) < 2(1 — cosf).

Posons a présent

J = /6*(1 —cos ) (sin )" 2(F(6))Pd6.

Grace a (2.40), on peut écrire

J= /O " (1~ cos )" (sin6)" sin B(F(8)?d6

0*
< 2(n—3)/2/ (1 —cos 0)7+”T_3 sin0(F'(0))"d6.
0
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

D’apres la définition (2.39) de F(6) et comme v + 25 > 0, une intégration par

parties nous donne
o n—1
J<C / (1 cos 0)*"5 £(0)(F(6))"db.
0
En utilisant a présent une inégalité de Holder, on obtient
o n—1
J<C / (1 —cosf)"2 P(sin @)~ "=2P=1(f(9))Pdb.
0

On peut reécrire cette derniere inégalité de la maniere suivante

a P n—2

J < C’/ (1 —cos8)F2(sin ) "2 (1 — cos0) 7 P(sin§)~"=2P(£(6))Pdh.
0

Grace a (2.40), le terme (1 — cos#)"2 P(sin6)~ (=2 est borné et 'inégalité (2.38)

est donc prouvée. W

Remarque 2.19 De la méme maniere, nous pouvons prouver que si v € R satisfait
v+ % > 0 et si 0" € ]0, 3, alors, pour toute fonction positive f définie et mesurable

sur | — 0%, 0], telle que

0
/ (1 —cos0) 2 [f(0)]PdO < +oo,
_p*

/_ (= cosoy o) < C /_ (—cosoy (P (24)

avec
0

FO)= [ f(t)dt.

Nous allons a présent donner des conséquences immédiates du lemme 2.18 et de la

remarque 2.19.

Corollaire 2.20 (i) Pour tout v € R tel que v + % > 0 et pour toute fonction w €
D(] —0*,0%), on a

0* 0*
/ (1= cos 0)|w(0)[Pd0 < C / (1—cosO) 5w/ (O)do.  (2.42)
_ _p*

6*
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

(ii) Pour tout v € R tel que v + "5+ > 0 et pour toute fonction w € D(]0,6*[), on a
0" o* :
/ (1—cos 0) (sin 6)"~2|w(8)[?d6 < C / (1—cos 65 (sin 6)"2[w/(6)Pd6. (2.43)
0 0
Preuve : (i) Posons

J:/ (1 = cos 0)|w()[Pdb.

—0*

Nous pouvons alors écrire

0 o*
J = / (1 —cos0)"|w(8)Pdo +/ (1 —cos0)"|w(f)Pdo
—0* 0

:J1+J2.

Pour J;, on pose f(0) = |w'(0)] et

wol=| [ wow] < [ o =ro

—0*
On applique ensuite I'inégalité (2.41) pour obtenir
0 p
Jp < C’/ (1 —cos@)"*z|w'(0)[Pd6. (2.44)
_p*
Pour J,, il suffit de poser f(0) = |w'(0)],

w(6)] = / i w'(@)d@' < / ROt

et d’appliquer I'inégalité (2.38) pour n = 2 afin d’obtenir
0 )
Jy < C/ (1 — cos0)7+z|w'(0)|Pdb. (2.45)
0

En rassemblant les inégalités (2.44) et (2.45), on obtient (2.42).
(ii) La preuve de (2.43) est similaire a celle de (i). W
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Nous allons a présent prouver une inégalité de Hardy dans le secteur S définie par
(2.37).

Lemme 2.21 Soient o et 3 deux réels tels que > max(0, (1 —n + p)/2p). Alors,
on a
Vu e D(S), lluller_, s = ClVullz s (2.46)

2 2

Preuve : Soit une fonction u € D(S) donnée. Puisque 5 > 0, pour montrer (2.46),

il suffit de montrer I'inégalité suivante
I = /(1 + )2 gB)p|y Py < 0/(1 + 1) |Vl da. (2.47)
S s
En effet, supposons pour le moment (2.47) verifiée. Alors, si 0 < § < %, on a

/ (14 1)@ 2P(1 4 5)0DPjufrdas < / (1) P da
g S
S

< C/(l +7)P(1 4 8)P|Vulfde.
S
Maintenant si 5 > %, on obtient

/(1 + r)(o‘—%)p(l + S)(ﬁ—%)p‘u’pdw < C/(l + T)(Q_%)p(l + s(ﬁ_%)p)]u|pdaz
s s

< C'/(l +1)°P(sP/2 4+ 5°P)|VulPde
s

On peut remarquer que l'inégalité (2.47) a été utilisée deux fois dont une fois avec

= 1 1] est ensuite facile de voir qu’on a
B=3 q
/ (14 7)™(s? + %) VulPde < / (14 7)1 + 5)|Vu|da,
s s

ce qui établit le résultat. Nous allons maintenant montrer (2.47) et nous distinguons
deux cas.
1) Le cas n > 3.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Soient 0 = (61,03, ...,0,-1) € 0, 7[""?x]0,27[, R > 0, 6* € ]0, 5[ et posons
A= {(r,0) € R x |0, 7["2x 0,27, r > R, 0, € 10,0°}.

Nous introduisons les coordonées sphériques généralisées définies par (2.28). En

posant a présent u(x) = v(r,0) et en remarquant que

ov

<
a0 | = r|Vul,

il suffit de montrer I'inégalité suivante

I= / (1+ r)(o‘_%)p(r — T COS 91)(6_%)737””_1(8111 0.)" 2 |v[Pdrdd
A

oy 7 (2.48)
< C/ (1+7)(r —rcos)Pr" Y (sin )" 2r=? | ——| drdf.
A 06,
Il est clair que
I< / (14 r)*PrPP(1 — cos 61)(5’%)7”7’”’1(3111 0,)"2r~P|v[Pdrdd. (2.49)
A

Posons -
J= / (1 cos 61) 8~ 5P (sin 6, )"[v|"dos.
0

Comme 3 > (1 —n+p)/2p, on a (8 — 3)p + %5+ > 0. De plus, u appartenant a
D(S) entraine que, pour (r,0) € A, la fonction §; — v(r,0) appartient a D([0, 6*]).

Ainsi, grace a I'inégalité (2.43), il vient

p

% 1 o, (2.50)

6*
J < C/o (1 — cos 6,)%(sin ;)" 20,

Il est alors facile de voir que (2.49) et (2.50) entrainent (2.48). Ceci termine la
preuve pour le cas n > 3.

2) Le cas n = 2.

On définit a présent

A={(r,0) eRt*x |—mx[, r>R, 0 €]—00}
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

et on introduit les coordonnées polaires. En posant u(z) = v(r,6), il est alors

suffisant de prouver I'inégalité

I= / / (1+7) (r — rcosf)? 2)pr2|v|pdrd0

ov|?

<0/ / (14 7)P(r rcos@)ﬂpr2p89 drd.

On montre cette inégalité en procédant de la méme maniére que pour prouver (2.48),

mais cette fois-ci avec I'aide de I'inégalité (2.42). W

Nous allons & présent établir une inégalité de Hardy dans B}, 'extérieur de la boule

Bg. Pour cela, nous aurons besoin de I'inégalité de Hardy suivante (cf. [35] ou [38])

“+oo

+<>o
|f(r)[PrYdr < C’/ (r)|Pr7*Pdr, avec v+ 1 # 0.
(2.51)

vf € DR, o), /

R

Lemme 2.22 Soient « et 3 deux réels tels que B > max(0,(1 —n + p)/2p) et
a+ [+ % —1#0. Alors, nous avons

Vu € D(Bg), luller | (s < ClIVullez s, (2.52)
a=3

1
2

Preuve : Soit A > 0, nous introduisons 'ouvert
Dry={xeR"; r> R, \r < s},
ainsi que la partition de 'unité suivante
©1,2 € C¥(BR), 0< 1,92 <1, @1+ ¢y =1 dans By,

vérifiant

1 =1 dans Sg /2, supp ¢1 C Sg

et [Vr(a)] < (2:53)

T c SR,)\ N DR’)\/Q.

5
e
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Il est clair que

||U||Lz_% By < ||U801||Lz_%,ﬁ_%(33%) + ||U902||L§_%1 (Bl

Montrons que
(Bf) < C||VUHLQ§(B%)' (254)

[up[| 27
«@

15 1
2:P72

Comme up; € D(Sg) et f > max(0, (1 —n+p)/2p), grace au lemme 2.21, il vient
||US01||LI;_%,B_%(SR,A) < CIIV(uen)llzz (spa)- (2.55)

De plus, comme 0 < ¢; < 1, on peut écrire

HV(U@I)”]I)%B(SRM\) = / (1 + T>ap(1 + S>BP|V(ug01)|PdCL'

SR

< C’/ (1+7)°P(1 + )| VulPde
SR,

+ C’/ (1+7)P(1 + 5)P|uV g, |Pdz.
Sr,ANDR x/2

Par suite, il est clair que

IV o) By 50y < IVl g +C / (14 1)1+ 5)P|uV o, [Pde:
o ’ o SrANDR /2
(2.56)

Il reste a estimer le dernier terme de (2.56). En remarquant que r et s sont

équivalents dans Sg ) N Dg /2 et grace a (2.53), il vient

/ (14 1)°7(1 + 5)°P|uVir Pda < C (14 1) @50y Py
SrR,ANDR x/2

Sr,ANDR x/2

< C/ T(awfl)p‘u’pdw'
Sr,ANDR x/2

(2.57)

On passe maintenant aux coordonées sphériques généralisées (2.28) pour le cas n > 3

ou aux coordonées polaires pour le cas n = 2. On pose u(x) = v(r,0) et, puisque
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

a+ G+ o—1 # 0, on applique (2.51) a la fonction r — v(r, ). On obtient donc

+o00 +oo
/ |U|pr(a+ﬁ—1)p+n—1dr < C/ ‘@

R R 87"

P
pletBptn—1 g,

Ce qui implique

/ r(o‘+ﬁ_1)p|u|pdw < C’/ r(o‘+ﬁ)p|Vu|pdm
Sr,ANDR x/2

SrANDR x/2

< c/ (1+7)?(1 + )| VuPde  (2-58)
SrANDR x/2

< CHVUH];Z,@(BQ{)'
Alors, (2.55), (2.56), (2.57) et (2.58) entrainent (2.54). Nous allons maintenant

montrer que
[ugpal| (B = ClIVullgz pr)- (2.59)

14 1
e=3h~3

Le support de ¢, étant inclus dans Dpg /2 et puisque 0 < o < 1, il vient

1 1
lEozeey (Bl = / (1+7) @ 2P(1 4 5)B=2)P |y, [P
DR /2

a=3.8-%

< / (1+ T)(af%)p(l + s)(ﬂ’%)p\u]pdw.
DRr /2
Rappelons que 7 et s sont équivalents dans Dpg /. Ainsi, on peut écrire

/ (1+ T)(a—%)p(l + S)(ﬁ_%)p|u|pdm < 0/ T(O‘+ﬁ_1)p|u|pdm.
Dgr /2 DRr /2

Comme a+ [+ % —1 # 0, par passage aux coordonnées sphériques, pour le cas n > 3,
ou aux coordonnées polaires pour n = 2, avec u(x) = v(r, ), et par application de

(2.51), on montre que

p

v dr.

“+00 +o00
/ T(a+,8—1)p+n—1|v|pdr < C/ T(a—i—,@)p—&-n—l
R aT

R
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

De cette derniere inégalité, on obtient

/ pOHB=0P |y Pda < C’/ OO |7y |P d e
Dgr /2

Dgr /2

<c [ @enTsTVipds
Dgr /2

< 4 )
< CHVUHLQB(B;%)

L’inégalité (2.59) est ainsi démontrée ce qui acheve la preuve du lemme. W

Remarque 2.23 L’inégalité (2.52) n’est pas vérifiée pour 5 < 0. Dans [21], Farwig
donne un contre-exemple pour le cas p = 2 et a = = 0. Nous allons montrer
I'invalidité de 'inégalité (2.52) pour le cas p = 2, f < 0 et n = 3 en prennant

comme contre-exemple une fonction radiale wu.

En utilisant les coordonnées sphériques définies par (2.28) pour n = 3 avec u(x) =

v(r,0) = v(r), on peut écrire

1:/ (1 + r)22)(1 4 §)20-2) |y 2dw
B

/
R

2T +o00 T
= / / / (14+7)2@2)(1 47 —rcos 91)2(5_%)\v|27"2 sin 6, d6, drdf,
o Jr Jo
2 +o0 L T )
= / / (1 +7)2@=2)p2|y|? x (/ (147 —rcosb)?P2)sin 01d91) drdf,.
o Jr 0

La derniere intégrale peut étre calculée explicitement,

T 1 1
/ (147 —rcos)?P 2 singdf, = —[(1+2r)% — 1] ~ ——
0 20r

Ainsi, on a

2 400 1 el (2.2
Iw/ / ———— (1 + )72/ o|*r*drdb,.
o Jr 257“( ) v 2

Ensuite, on peut écrire

+oo 4 +oo
J = / r2|v|*dr < —/ p2let)
R (a+1) Jg
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

2

avec a + 1 # 0. On obtient donc
0
U ar

2 +o0
1< (1 )2t |
C’/ / 267“ + ) e

/ (14 5)20-D(1 4 1)@+ | Vo da.

(2.60)

L’inégalité obtenue est optimale pour une fonction radiale u et ne permet pas
d’obtenir une inégalité de type (2.52). Dans la suite, nous étendrons l'inégalité
(2.60) a toute fonction u € D(R™).

Grace au lemme 2.22, nous pouvons a présent énoncer le premier théoreme principal

de ce paragraphe.

Théoréme 2.24 Soient o, 3 € R tels que § > max(0, (1 —n + p)/2p) et a + [+
% —1+#0. Soit 7/ = min(j,0), ot j est le plus haut degré des polynémes inclus dans
Xig(R”) Alors, nous avons

_1
2

1, n .
Vu e XE®), inf fut My, e < CIVul o (260

Autrement dit, la semi-norme HV-HL’;B(R") définit sur Xcly”*g(R”)/]Pj/ une norme

équivalente a la norme induite par X;%(R”).

Preuve : Le principe est celui de la démonstration du théoreme 8.3 p 598 de [6].
La preuve se fait en deux étapes . La premiere étape consiste a éliminer la norme
quotient. Pour cela, on fixe un ouvert borné €' de R". On choisit ¢ € IPy, tel que
U=u+gq¢€ XOICZ%(R") satisfait

VA € Py, / Uldz = 0. (2.62)
On remarque que nous avons facilement

- n < ny.
Alél}lpfjl lu+AMee @y < NUJle (®™)

151 _145
27 2 2>

1
2
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

La deuxieme étape consiste a montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout U € X;:’;(R”) satisfaisant (2.62), on a

1Uller @y SCIVUIgz @)
a— -3 ’

3.8
Pour cela nous allons montrer par 1’absurde 'inégalité suivante :

"U|’Xi:%(ﬂ{") < CHVUHLZ’B(R”)‘ (263)
Supposons qu'il existe une suite (Uy) satisfaisant (2.62) et vérifiant

1
Ukl x2o @ny =1 et VUl 2z ) < T

La suite (Uy) étant bornée dans Xé’%(R"), espace réfléxif, on peut en extraire une
sous-suite encore notée (Uy) qui converge faiblement vers un élément U, de X i%(R”)

satisfaisant (2.62). De plus, on a
VU gz ey < Jim inf [VU[zz ),

ce qui implique ||VU,|| z» SR = 0. L’élément U, est donc une constante satisfaisant
(2.62), ce qui signifie que U, = 0. On considére maintenant un réel R > 0 et la

partition de 'unité suivante :
P1, P2 € COO(RTZ)7 0 S P1, P2 S 17 ¥1 + P2 = 1 dans Rn)

supp @1 C Bry1, supp g2 C By

Comme les espaces X;”’B(B ri1) et WHP(Bg, 1) coincident algébriquement et topologique-
ment, on en déduit que la sous-suite Uy converge faiblement vers 0 dans W1 (Br,1).

Par ailleurs, I'injection de W?(Bg,1) dans LP(Bg1) étant compacte, il vient que
Ur — 0 dans LP(Bpgy) fort.

Comme on a aussi | VUy]|r» ) qui tend vers 0, on en déduit que
Uy — 0 dans WP (Bg,1) fort
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

et donc
01U — 0 dans W'?(Br,,) fort.

Occupons nous a présent du terme poUy. Grace a la densité de D(R™) dans X;:%(R”),
pour tout k fixé, il existe une suite (¢;) qui tend vers poU) dans X ;%(R”) Main-

tenant, comme @91); appartient a D(Bj), d’apres le lemme 2.22, il vient

"902wj"X;:%(R”) < C|‘V(902¢j)HLZﬁ(B;%)-
En faisant tendre j vers l'infini , on a
lp2Ukllxto @y < ClIV (02Ul 87

< (IV(oU)|I7 A i
< C (NG00 e+ IVOI: 5y )

L’ensemble By N Bryi est borné et donc les espaces Xcly”g(B}% N Bgry1) et WHP(BLN
Bpg.1) coincident algébriquement et topologiquement. Ceci nous permet de dire que
02Uy, tend fortement vers 0 dans WP (B}, N Bg.1). Ainsi,

02U, — 0 dans Xiz’é(B}%).
Comme Uy, = Ui + Uy, on en déduit que
Ur — 0 dans Xolt:%(R”),

ce qui contredit I’hypothese

Ugl| x1. =1

(A v

et acheve la preuve. W

Ce résultat s’étend par partition de I'unité a un domaine extérieur €. Plus précisément,

nous avouns le

Théoréme 2.25 Soient o, € R tels que § > max(0, (1 —n + p)/2p) et a + 5+

% —1#0. Soit 7/ = min(j,0), ot j est le plus haut degré des polyndémes inclus dans
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

X;%(Q) Alors, nous avons

1, .
Vu € X, 5(9), /\gllgj/ lu+ /\HL’;_%ﬁ_%(Q) < ClIVullg - (2.64)

Autrement dit, la semi-norme ||V.|| J() définit sur Xolé’%(Q)/le/ une norme équivalente

a la norme induite par Xi%(Q)

Le cas 3 <0

Comme nous 'avons annoncé précédemment, nous allons étendre (2.60) a toute
fonction u € D(BY).

Lemme 2.26 Soient R > 0 un réel firé, o et B deux réels tels que tels que § < 0.
On suppose de plus que o + % —1<0oua+p+ % — 1> 0. Alors, nous avons

Vu € D(Bg), |lullr

a—1,8

(B;a) S CHVUHLZB(B%) (265)

Preuve : Soit une fonction u € D(BYj).
1) Le cas n > 3.

Soit 0 = (64, ...,0,_1), et considerons le domaine suivant
D ={(r,0) e RTx |0, x["?x ]0,2x[, » > R}.

Utilisant les coordonnées sphériques généralisées (2.28) avec u(x) = v(r,0), il suffit

de montrer que

I= / ple=DPEn=1(] 4y — 1 cos 6,)P (sin 6,)" 2 |v|Pdrdd
D » (2.66)

Al

< C/ PP (1 4 — 1 cos 0;) %P (sin 6;)" 2
D or

Nous allons a présent découper le domaine D en trois sous-domaines. Pour cela, on
définit 7(6;) = —— et le réel § €]0, [ tel que R = —L—. On définit les trois

1—cos 6 1—cos6
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sous-domaines suivants

Dy ={(r,0) €D, R<r<7(6), 0<6 <8},
Dy ={(r,0) € D, v > #(6y), 0 < 6; <0},
D3:{(7“,9)€D’7'>R’ é<91<ﬂ'}.

Sur Dy, on ar(1 —cosf;) < 7(61)(1 — cosfy) < 1. Ainsi,
14+r—rcosby ~1sur D;.
Par un raisonnement analogue, on obtient
14+7r—rcosf; ~r—rcosb, sur Dy U Ds.

D’ou on en déduit
] ~ Il + _[2 + 13,

avec
[1 :/ r(a—l)p+n—1(sin91)"_2]v\pd7"d9,
Dy
L :/ platB=Dptn=1(1 _ cos6,)%(sin ;)" 2 |v[Pdrds,
Do

I :/ platB=Dptn=1(1 _ cos6,)%(sin ;)" 2 |v[Pdrdé.
D3

Il s’agit a présent d’estimer ces trois intégrales et nous commencgons par I;. Comme
o+ % — 1 # 0, une intégration par parties et 'application de I'inégalité de Holder

nous donnent immédiatement

7(61) 1
(a=1)p+n—1|,,|p ~ (a—1)ptn|, (= »
r v d?“ < —_— T 9 v(r 6 ’9 +
/R odr < g O e (61), 0))
~ v 3 1/p
#(61) #(61) p
+ ___r / T(a_l)p+n_l|v|pd7“ / poptn—1 @ dr ‘
‘(O‘ - 1)]9 + TL‘ R R Or
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Par conséquent, on a

1 27 pm T ] ~ ) ~
L < m/o /0/0 /O (7(61)) VP (sin 0)" 2 |v(7(61), 0) [Pdb ...d0,

ap+n—1/_; n—2 v 3
+C [ r? (sin6y) —| drdd.
D, 87‘
(2.67)
Puisque o + (6 + % — 1 # 0, de la méme maniere, on obtient
I, < — ! I+ C/ pletBPEn=1(1 _ cos 6,)% (sin 6, )" 2 dv pdrd@

= (a+B-1p+n? Dy or ’

(2.68)

ou

2r pm T 0
I = / / / / (7(61))CFP=IPE (1 — cos 6,) 7P (sin 1) 2 [v(7(01), 0) [Pd6 ...d6,, ;.
0 0 0 J0

On obtient aussi

0
I3 < C’/ rletAPin=L(] _ cos ;)% (sin 6;)" 2 !
Ds or

p
drdo. (2.69)

D’apres la définition de 7(6;), nous pouvons remarquer que (7(61)(1 —cos 6;))% = 1.

D’oton a

I = /0 QW/O?T.. /0 ' /0 é(f(el))(o‘_l)””(sin«91)”_2|v(f(01),0)|pd91...d9n_1. (2.70)

Grace a (2.67), (2.68), (2.69) et (2.70), on obtient

p

A

I< C/ roPTN (] 4 — 1 cos 0))PP(sin 0,)" 2 3
D

r

+( 1 - 1 )1'
(a=Dp+n (a+B8-1p+n) *
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D’apres les hypotheses, on a 8 < 0 et soit a + % —1<0,soita+ [+ % —1>0.

On en déduit donc que

1 B 1 <o,
(a=Dp+n (a+B-1)p+n
ce qui nous permet d’obtenir (2.65).
2) Le cas n = 2.
Il se traite de la méme maniere que le cas précédent. On utilise les coordonnées

polaires et on définit le domaine
D={(r,0) e R x] — m,«[,r > R}.

~ 1
et 0 tel que R = ———. Les trois sous-domaines
— cos 6 1 —cosf
de D se définissent de la maniére suivante

De plus on pose 7(0) = 7

Dy ={(r0) e D, R<r <), —0<6<b}
Dy={(r,0) e D, r>7#), -0 <6, <8}
{(rn0)eD, r>R, 0e]—n,—0[U]0,x[}.

S
I

Ceci termine la démonstration. H

Ce lemme nous permet d’obtenir le deuxieme résultat principal de ce paragraphe

dont la preuve est similaire a celle du théoreme 2.24.

Théoreme 2.27 Soient deux réels o et 3 tels que < 0. On suppose de plus que
at+2—-1<0oua+pf+3—-1>0. Soit 7' = min(j,0) ot j est le degré le plus

grand des polynomes appartenant a Yaly’g(]R”). Alors nous avons

1,p /pn .
Vu € YIE®Y), int Al e <CIVulg o (27D

Remarque 2.28 Si =0 ct o+ 2 — 1 7 0, nous retrouvons les inégalités (2.7) et
(2.8).

Remarque 2.29 Sous les hypotheses du théoreme 2.27, on peut prendre fy = 0

dans la caractérisation (2.35) dans le cas 2 = R™. Plus précisément, si f €
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Y:;V’flﬁ(R‘g), il existe F € Lﬂlm_ﬁ(R?’) telle que
f=div F.
Nous pouvons étendre le théoreme 2.27 & un domaine extérieur €.

Théoreme 2.30 Soient deux réels o et 3 tels que 5 < 0. On suppose de plus que
at+2—-1<0oua+f+3—-1>0. Soit 7' = min(j,0) ot j est le degré le plus
grand des polynomes appartenant a Yalg(Q) Alors nous avons

o) < ClVullzz - (2.72)

1,p 3
Vu € Y, 5(Q), it flut Ml

2.4.3 Inégalités avec des poids vérifiant la condition A,

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que des inégalités du type (2.61) et (2.71)
peuvent étre obtenues si les poids anisotropiques utilisés appartiennent a une certaine
classe de fonctions. Nous avons d’abord besoin de quelques définitions (voir B.
Muckenhoupt [41]).

Définition 2.31 1) On dit qu'une fonction w, définie sur R" et localement intégrable,

satisfait la condition A,, avec 1 < g < o0, si elle est positive et si pour tout cube Q,

(o) ([ s v

2) La fonction w satisfait la condition A, si il existe deux réels a, b € |0, 1] tels que

nous avons

pour tout cube Q et pour tout ensemble E C Q vérifiant |E| < a|Q|, nous avons

/Ew(m)dar;gb/Qw(m)dac.

Pour se fixer les idées, dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer p = 2
et n = 3. Nous allons aussi rappeler quelques résultats que nous utiliserons.

(i) Une fonction satisfait la condition A, si et seulement si il existe ¢ € |1, 00 tel
que w satisfait la condition A, (voir B. Muckenhoupt [42]).

(i) Soit « et 3 deux réels telles que —1 < f < g—1let =3 < a+ < 3(¢g—1). Alors

le poids 7 satisfait la condition A, pour tout 1 < ¢ < oo (voir Kra¢mar Novotny
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

et Pokorny [36]).

(iii) Soit w un poids appartenant a A.. Alors nous avons (voir Perez [50])

Vf € D(R?), g |f(@)Pw(z)de < C | |Vf(z)|*d, (2.73)

R3

si et seulement si

sup R* —— w(z)dr < oo.

R>0 |BR| Br

(iv) Soient v et w deux poids tels que w et % appartiennent a A.,. Alors, nous avons
voir Sawyer et Wheeden [52]) :
Y

Vf € D(R?), 1f(z)Pw(z)de < C [ |Vf(z)|v(z)dz (2.74)
R3 R3
si et seulement si

1/2 1 1/2
sup | Bg|~%/? (/ w(x) dm) (/ —daz) < 00.
R>0 Br Br v(x)

Rappelons que I'inégalité (2.61) n’est pas vérifiée pour v = 5 = 0. Mais, néanmoins

nous avons le résultat suivant

Proposition 2.32 Soit o un réel strictement positif. Alors
Vu € D(RY), / 0o uftde < c/ Vul2da. (2.75)
R3

Preuve : D’apres (i) et (ii), le poids 7~ appartient & A, pour tout o > 0. Ainsi,

en utilisant (iii), 'inégalité (2.75) est satisfaite si et seulement si

sup R*——

N 1 odx < 0.
r>0 | Br| Br i

En utilisant les coordonnées sphériques (2.28), pour n = 3, on obtient
R ™
/ N1 odx = 27r/ / (14+7)""7(1 47 —rcos) " 7r?sin 0 dodr
Br 0

= 27r/ r?(1+7r)"17° </ (147 —rcosf) 1t sin8d0> dr.
0 0
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D’ou, il vient
R
/ njjrgdzzz = 27r/ (1+ r)’lf"r[(l +2r)7 — 1]dr.
B 0

Il est ensuite facile de voir que

1

R?—
|Br| J5,

N_1rgdz = O(1),

qui acheve la preuve. Wl

Remarque 2.33 D’apres le théoreme 2.1, nous avons

vu € D(R?), /

R3

(1+7)2|ulPde < C/ |Vul*dz.
R3
Ainsi, en remarquant que, pour 0 < o < 1,

/(1+T)_2|u|2dw§/ n:i;g|u|2dw,
R3 R3

nous pouvons facilement voir que l'inégalité (2.75) améliore celle donnée par le

théoreme 2.1.

Proposition 2.34 1) Soient « et 5 deux réels tels que 0 < 3 < % et —% <at+f< %

Alors nous avons
Vu € D(RY), / et uffdz < © / 23| Vu[*da (2.76)
R3 R3

2) Si « et (8 satisfont —% <pB<0et —% <a+pf< %, alors nous avons

Yu € D(R?), / ngg’zluﬁdazg C’/ 35| Vul*da. (2.77)
R3 RS

Preuve : 1) Les poids nggj et ngg appartiennent a A, si et seulement si

1 1 3
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En procédant maintenant de la méme maniere que dans la preuve de la proposition

2.32 et en utilisant (iv), on obtient

1/2 1/2
s ([ wt) ([ ) o,
Br Br

qui entraine (2.76).

2) la preuve de (2.77) est similaire a la précédente. W

Remarque 2.35 Si a et 3 sont deux réels qui satisfont

1
6>0%a+ﬁ+§>Q
alors les poids nggjll et n:gg n’appartiennent pas nécessairement a A,,. Dans ce
cas, le résultat (iv) ne peut étre utilisé. Mais d’apres le théoreme 2.24, pour tout

u € D(R?), nous avons
/ ngg:iIUIde < C/ n§g|Vu|2dm.
RS R3

Par ailleurs, si 8 > 0 et « +[3+% < 0, alors, toujours d’apres le théoreme 2.24, pour

toute fonction u € D(R?), nous avons

/1\161% /RS nggjﬂu + A*dx < C’/]RS 35| Vul*da. (2.78)
Nous pouvons ainsi constater que 'application du résultat de Sawyer et Wheeden
(iv) ne donne que des résultats partiels et ne permet pas d’obtenir des inégalités de
type (2.78). Nous pouvons donc en déduire que le théoreme 2.24 étend le résultat de
la proposition 2.34 1). De méme, le théoreme 2.27 étend le résultat de la proposition
2.34 2).

2.4.4 Propriétés fonctionelles d’opérateurs

Dans ce paragraphe, nous montrons que les inégalités de Hardy obtenues et données
dans les théoremes 2.24 et 2.27 nous permettent d’étendre les propriétés d’isomorphismes

des opérateurs gradient, divergence et laplacien dans les espaces avec poids anisotropes.
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Grace a ces résultats, nous pouvons aussi établir des résultats de décomposition de

Helmholtz dans ces espaces. Introduisons I'espace
H, ;= {ve L 4(R), div v=0}.

Proposition 2.36 Soient o et 3 deux réels satisfaisant 3 > maX(O,% — %) et a +

+0+ % —1+#0. Les opérateurs suwivants sont des isomorphismes :

Vo X P(RY) /Py — I 4(R%)LH?, (2.79)

div : L, ,(R®)/H", _, — X7 (R®)LPy, (2.80)

avec j' = min(j,0) et j < 3 — }% + %min(la —Bp +p/2).

Preuve : L’opérateur gradient est clairement linéaire et continu. Il est aussi injectif
car si u € X ;,%(st) vérifie Vu = 0, alors, u est au plus une constante de X;%(Rg’),
c’est-a-dire, u € IPy (voir (2.30)). Il nous reste & montrer la surjectivité. D’apres le

théoreme 2.24, on a

”uHXi’,%(R?’)/IPj, < CHVUHLZVB(]R?’)-

Ainsi, opérateur gradient est un isomorphisme de X;’%(H@) /IP; sur son image R,

qui est un sous-espace fermé de L‘Z’B(R?}). Nous pouvons donc écrire
R, = (ker(div ))*,
ou l'opérateur divergence est défini par
. ' —1p
div Lﬁa,_ﬁ(Rg) — X_a7’:ﬁ(R3)J_]13j/.

Nous en déduisons que
R, = L} ,(R*) LH"  _,.

Par conséquent, 'opérateur (2.79) est bien un isomorphisme et, par dualité et trans-

position nous en déduisons aussi que 'opérateur (2.80) est un isomorphisme. W
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Nous allons maintenant montrer des résultats d’isomorphisme dans les espaces avec
poids anisotropes pour l'opérateur laplacien. Rappelons tout d’abord que (O, P)

désigne la solution fondamentale des équations d’Oseen ot P est définie par
0&(x) 0 1
Pil@) = dr;  Ox (47r\:1:|)

et £ désigne la solution fondamentale du laplacien.

Proposition 2.37 Soient o et 3 deux réels tels que 0 < f < 1 — % et 1 — % <

a+pB<2— 1%‘ Alors DUopérateur laplacien
A YRR — Y, SP(RY) (2.81)
est un isomorphisme.

Preuve : L’opérateur défini par (2.81) est clairement linéaire et continu. De plus, si
u € Y;’g(R?’) vérifie Au = 0, alors u est un polynome de Py avec k < 1—>—(a+f) <
0. D’apres (2.31) et les hypotheses sur v et 3, on a k < 0. On en déduit que u =0
et opérateur est donc injectif. Il reste a montrer la surjection. Soit f € Ya_’g’p (R3).
Comme a4 3 < 2 — %, ona—a—[+ § — 1> 0 et la remarque 2.29 nous permet
d’écrire

f=div F,

avec F € L’;ﬂ(RZ”). En utilisant les résultats sur la convolution par la solution
fondamentale démontrés dans [36], sous les hypotheses sur « et 3, il vient, pour
tout : = 1,2,3, P; x F; € Y;’g(R?’). Posons m = P; % F;, on a

AT

2 2 2
0 0 (85 F) 0 0 g+F)—divF =/

Y pepy= 2 (2= - v 9
895? (P x F3) 81’? 0x; * 0x; 8a:§<

Nous avons donc trouvé une fonction 7 € Y;’g(R?’) qui vérifie Am = f, ce qui signifie

que l'opérateur est surjectif. W

Par dualité et transposition, nous avons le résultat suivant
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Proposition 2.38 Soient o et 5 deux réels tels que —i <pf<0etl —1% <a+pf<

2 — z%‘ Alors Uopérateur laplacien
A Y H(RY) — Y SP(RY) (2.82)
est un isomorphisme.

Grace a ces trois propositions, nous allons montrer que sous certaines conditions
sur o et 3, les espaces X, 5(R?) et Y, 5(R®) coincident. Nous allons tout d’abord

montrer un résultat de densité. Introduisons I'espace
V = {p € D(R?), div ¢ = 0}.

Lemme 2.39 Soient a et 5 deux réels tels que 0 < § < 1 — % ou —% < <0. On
suppose de plus que 1 — % <a+p<2- %. Alors

l’espace V est dense dans Hgﬂ.

Preuve : Soit une fonction v appartenant a H, ;. Alors rot v € Y;gp (R3) et
d’apres les propositions 2.37 et 2.38, il existe un unique vecteur ¥ € Y}I’f’ﬁ (R3) telle
que

A1 = rot v.

En prenant le rotationnel de cette derniere équation, on obtient
—Arot @ = rot rot v=—Aw.

Ainsi rot @ — v est un vecteur dont chaque composante est un polynéome harmonique
de Li,ﬁ(Rg). Mais les hypotheses sur a et § et (2.29) entrainent que rot ¥ = v.
Maintenant, la densité de D(R?) dans ¥,%(R?) nous assure I'existence d’une suite
¥ ) ken € D(R?) qui tend vers ¥ dans Y2 (R?). Cela implique que la suite rot 1,

k B k
qui appartient a V, tend vers rot ¢ = v dans L’;ﬁ(R:*). |

Ce lemme et la proposition 2.36 nous donne le résultat suivant.
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Proposition 2.40 Soient o et 3 deux réels tels que maX(O,% — %) <pf<1l- ]lj et

1-— % <a+p<2-— %. Alors nous avons l'inclusion

Y;’é’(R:”) crLl

1
583

(R?).

En d’autres termes les espaces X;’,g(]R?’) et Yal”g(]R:s) coincident algébriquement et

topologiquement.

Preuve : Soit 7 € Y;7’§(R3). Alors pour tout ¢ € V, on a

<Vm, > 0.

«,

12 g
SE)XIY (R

D’apres les hypotheses sur a et 3, V est dense dans H” o5 Nous avons donc
Vr e Lgﬂ(]RS)LH’:/ o._p €t la proposition 2.36 nous assure l'existence d’une unique
fonction 1) € Xi’fé(R:i) C Yal,’g(R?)) telle que V¢ = V. On en déduit que ¢ — 7
est une constante de Y;’g(RS). Mais les hypotheses sur « et  montrent qu’il n’y
a pas de constantes non nulles dans Yoi’g(R‘g). Nous pouvons donc conclure que
W:wGLZ (R3). W

1
757/875

Cette proposition nous permet d’améliorer le résultat d’isomorphisme du laplacien

défini par (2.81). Par dualité et transposition, nous améliorons aussi (2.82).

Théoreme 2.41 Soient « et 3 deux réels tels que 1 — z_?; <a+pf<2- z%'

. . 1 1 1 ’ 4
(i) Simax(0, 5 — ;) < B <1—, alors Uopérateur

A X B(RY) — Y, 3 P(R?) (2.83)

est un isomorphisme.

(ii) Si —}D <pB< max((),% — 1), alors Uopérateur
A Y B(RY) — X 5P(RY) (2.84)

est un isomorphisme.

Nous terminons ce paragraphe par des résultats sur les potentiels vecteurs et par des

résultats qui étendent la décomposition de Helmholtz dans des espaces avec poids
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anisotropiques. Rappelons que le cas particulier § = 0 a été étudié par Girault [29].
Rappelons qu'un champs de vecteur v est appelé potentiel vecteur d'un champs de
vecteur u donné si il satisfait

rot ¥ = u.

Théoreme 2.42 Soient a et [ deux réels tels que 1 — % <a+pf<2-— 1%. Soit
u € L} 5(R?) satisfaisant

div u = 0.
i) Si max(0,% — 1) < B <1 =1, alors il existe un unique potentiel vecteur 9 €
2 p P
X;’%(Rz”) tel que
u=rot @, div e =0, (2.85)
et
bt sy < Clllz e (2.56)

(ii) Si —i < B < maX(O,I% — 1), alors il existe un unique potentiel vecteur ¢ €

Y;’%(]RB) satisfaisant (2.85) et tel que

H'lpHYL’%(RZ‘) < CHUHLZﬁ(RB)- (2.87)

Preuve : La preuve de (i) et de (ii) sont analogues. Nous allons donc la faire
uniquement pour (i). Comme u € L 4(R?), on a rot u € Y, ;P(R®) et d’aprés le

théoreme 2.41 (i), il existe un unique vecteur @ € Xi’%(R?’) solution de
—Av) = rot u, (2.88)

et satisfaisant l'estimation (2.86). Maintenant, comme div 4 = 0, en prenant le

rotationel de I’équation précédente, on obtient
—A(rot ¢ — u) = 0.

Cela qui implique que rot ¥ — u est un vecteur dont chaque composante est un
polynéme harmonique de L? ﬂ(RS). Les hypotheses sur « et 3 nous permettent de
conclure que w = rot 1. En prenant, a présent la divergence de (2.88), nous obser-

vons que A(div @) = 0. De la méme manieére que précédemment, nous en concluons
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quedivey =0. B

Le prochain et dernier résultat de ce paragraphe concerne la décomposition de

Helmholtz.

Théoreme 2.43 Soient « et 3 deux réels satisfaisant 1 — % <a+pf<2—- %. Soit
fe L 4(R?).
(1) Si max(0, % — %) <p<1-— }D, alors f a la décomposition unique suivante

f =Vy+rot 1, (2.89)
RNS Xi’%(R% et P € X;’%(Rg). De plus, nous avons l’estimation

lollx1 @y + Il x5 sy < ClF 2z ,ms)- (2.90)

(i1) Si —]lo < B < maX(O,% — %), alors f a la décomposition unique (2.89), ot

Q€ Yal”g(R:‘) et € Y U(R®). De plus, nous avons
lellyrams) + 19l vin @) < ClF ez @) (2.91)

Preuve : (i) Comme f € I? ,(R%), on a div f € Y, ;”(R®). Le théoreme 2.41 (i)

assure |’existence d’une unique fonction ¢ € Xi:%(R3) telle que
Ay =div f,
satisfaisant aussi
lellx1e @y < Clldiv £ lly—1ogs) < ClF Iz @)- (2.92)

Par ailleurs, comme f -V € L ;(R?) et div (f — V) = 0, le théoreme 2.42 assure

I’existence d’un unique vecteur potentiel @ € X};%(R?’) tel que

f_V@ZrOt ¢7
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satisfaisant aussi

||¢||X§%(R3) <C|f - VSOHLQB(RS) <C|f ||LZTB(R3)- (2.93)

Les estimations (2.92) et (2.93) nous donnent (2.90).

(ii) La preuve est analogue a la précédente. W

2.4.5 Inégalités de Hardy avec poids logarithmiques

Comme nous avons pu le constater, I'inégalité (2.61) du théoreme 2.24 n’est obtenue

que pour les valeurs de « et § ne vérifiant pas la condition
n
a+f+—-——1=0. (2.94)
p

De méme, 'inégalité (2.71) du théoreme n’est pas valable pour les valeurs de « et
[ satisfaisant
n n
at+——1=0oua+p+—-—-1=0. (2.95)
p p

Les valeurs de «, (3, p et n vérifiant (2.94) et (2.95) sont appelées valeurs critiques.
L’objectif de ce paragraphe est de montrer qu’en introduisant des poids logarith-
miques dans les définitions de X é 5 et Yal,’g, nous pouvons obtenir des inégalités de
Hardy vérifiées par les fonctions de ces espaces. Ces définitions sont inspirées de la
définition générale de I'espace WLIP(R™). On introduit les espaces :

Sia+f+2-140,

XoBRY) ={ue L’

1
38—3

(R"), Vu e Ly, 4(R")},
sta+f+3—-1=0,

X B(RY) = {(In(l +p) lue Ll_,

L5y (RY), Ve L2 4R},

Sia+2—-1#0eta++3-1#0

Y B(R") = {u€ Lh_| 4,(R"), Vue LE 4(R™)},
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dans le cas contraire

De la méme maniere que pour 1’espace I/VO1 P(R™), le poids logarithmique n’apparait
que pour les valeurs critiques (2.94) et (2.95). Nous allons montrer a présent montrer

un résultat de densité.
Proposition 2.44
L’espace D(R") est dense dans X ;g(R”) et dans Yal”g(]R”).

Preuve : Comme la preuve est similaire pour les deux espaces, nous allons unique-
ment la faire pour Xi’fé(R”). Le cas non critique oo+ 3+ % —1 # 0 a déja été prouvé
dans la proposition 2.16. Nous procédons de la méme maniere pour le cas critique
a+ B+ % — 1 = 0. La différence est dans le choix de la fonction de troncature. Soit
¢ € C*(]0, 00]) telle que

pt)=1si0<t <1
0<o(t)<1sil<t<2
p(t) =1sit>2.

Nous introduisons la fonction ¢y telle que
n ¢
xeR" oplx) = Inr

Nous avons

() =1 si 0< |z| <eb/?
0<¢(x) <1 si ek/QS\w\gek
p(x) =0 si |z > e
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Nous avons aussi 'inégalité (voir [6] ou [32])
[Vor(z)] < Cr(lgr) ™.

En posant maintenant u; = upy et en procédant comme pour la preuve de la propo-
sition 2.16, on montre facilement que ||u — || X1 () tend vers 0 quand k tend vers
I'infini. W ’

Nous allons donc maintenant établir des inégalités de Hardy incluant les valeurs
critiques (2.94) et (2.95). Deux cas seront a distinguer. Les cas > 0et 5 < 0.

Le cas >0

La preuve du lemme suivant est analogue a celle du lemme 2.21.

Lemme 2.45 Soient o et § deux réels satisfaisant § > max(0, (1 — n + p)/2p).

Alors, si o+ 3+ o —1=0, nous avons

vue D(S), [0gr) Mullr | 5 < Cl0er) Vully 5 (2.96)

2

Nous allons a présent rappeler une inégalité de Hardy généralisée dont la preuve

peut se trouver dans [14]. Soit une fonction f € D(]R,+o0|),

a) sio,y € R, avec 0 # 1 et R > exp (%), nous avons

/ o () | ()P < © /R T ()| £ () P (2.97)

R

b) Si vy € R, avec v # —1 et R > 1, nous avons

+00 +oo
/ r (Inr) | f(r)[Pdr < C’/ r P (Inr) Y| £ (r)|Pdr. (2.98)

R R

Grace a I'inégalité (2.98), nous pouvons prouver le lemme suivant :

Lemme 2.46 Soient o, € R, avec § > max(0, (1 —n+p)/2p). Alors, si a + 5+
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—i—% — 1 =0, nous avons
Vu € D(By), |(gr) ully | 51 (BR) < ClIVullg 5y, (2.99)
a=5,8-5 ’

Preuve : Les idées de la preuve sont les mémes que celles de la preuve du lemme

2.22. Nous rappelons le domaine
Dry={xeR", r>R, \r <s}

et nous introduisons la partition de I'unité définie par (2.53). Soit maintenant u €

D(Bj) et commengons par prouver
H(18;7”)7116901“%7%’67%(3;%) < ClIVull - (2.100)
Par le lemme 2.45, nous avons

I(gr)upille | sy = (g 7)  upn || e L 1S
*72 a—5.6-35

< Cll(gr) 'V (uen)llzz (snn-

_1
2

(2.101)

Nous pouvons ensuite écrire
07 Vgl 00 <C [ (14070487 (g0 [ Vuldo
’ R,

+ C/ (14 7r)°P(1 4 5)° (Igr) P |uV, [Pd.
SrANDR x/2

(2.102)

Comme 0 < ¢y < 1, pour le second terme du membre de droite de (2.102), on a

/ (L+7)"(1+5)"(1gr) P [uVi [Pde

SrANDE /2 (2.103)

< C/ T(a+ﬁ—1)1’<1n r) PlulPde.
SrANDR x/2

Nous utilisons & présent les coordonnées sphériques généralisées (2.28) pour n > 3 et

les coordonnées polaires pour n = 2, avec u(x) = v(r,d). Comme a+ 3+ T—1=0,
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I'inégalité (2.98) nous donne

teo oo ovl|?
/ (a+ﬁ 1)p+n— 1(111 7‘) p’U|pd7’ < C/ Oz+,3)p+n 1 dr.
R or
D’ou, en intégrant par rapport a 6, on montre que
/ rOF8=DP (In 1) P lu|Pda < / rletP vy Pda, (2.104)
SrANDR x/2 SrANDR x/2

Les estimations (2.102) (2.103) et (2.104) nous permettent d’obtenir (2.100). Mon-

trons maintenant ’estimation suivante

7 wealis oy < OVl oy (2.105)
11 vient
g7 el 0= [ e e ) g o
% DR x/2

/ (lg7)P(1 4+ 1)@ DP(1 4 5)B= 5|y fPda
DR /2

<C (In7)Pr@tB=Dp|y Pdy,
Dpr /2

De méme que précédemment, en utilisant (2.98), nous pouvons démontrer que

/ (In7) PrO+8-02]yPdg < C OO P d (2.106)
DR /2

Dpr /2

L’inégalité (2.106) entraine (2.105), ce qui conclut la preuve. W

Ce lemme nous permet d’obtenir 'inégalité de Hardy pour le cas critique (2.94).

Théoréme 2.47 Soient a, f € R, avec f > max(0, (1—n-+p)/2p) eta+ﬁ+g—1 =
0. Soit j/ = min(j,0) ot j est le plus haut degré des polynémes appartenant a

Xig(R”) Alors, nous avons

vu e XB®), inf 08wt Ml e < CIVz o

—2PT2
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Le cas 3 <0

Le lemme suivant est 1’équivalent du lemme 2.26 pour le cas critique (2.95).

Lemme 2.48 Soient o, 3 € R tel que § < 0. On suppose de plus o + % —1<0 ou

a+ B+ % — 12> 0. Alors, pourvu que l’on ait pas simultanément
n
B<O0eta+pf+—-——1=0,
p
nous avons

vue DBy). (er) i < ClIVullzy - (2107)

1,8

Preuve : Soit u € D(B}) et posons

I —/ (In7)Pr@=bP(1 4+ )P |u|Pde.
B

!
R
Nous ne faisons la preuve que pour n > 3. Le cas n = 2 se traite d’une maniere

similaire. Rappelons le domaine défini par
D = {(r,0) € R"x]0,7["2x]0, 27[,r > R}.

En utilisant les coordonnées sphériques généralisées définies par (2.28) avec u(x) =

v(r, ), nous pouvons écrire
I= / (In7)~PreVptn=l(] 4 r _ 1 cos by )?P(sin 61 )" 2 |v[Pdrdh.
D

Nous reprenons a présent les mémes notations ainsi que les mémes sous-domaines

que dans la preuve du lemme 2.26. Nous avons par conséquent

L~ + 1+ I3,
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ou
L o= / (In ) Prle 0P (g0 9, )2 o[Pdrdd),
Dq
I, :/ (In ) ~Pr(etB=Urn=1(1 _ co56,)%(sin ;)" 2|v[Pdrdé,
Do

I3 = / (In r)_pr(o‘+5_1)p+"_1(1 — cos 0y)7P(sin 6,)" 2 |v|Pdrdb.
D3
Il nous reste maintenant a estimer ces trois intégrales. Il y a trois cas a considérer.
l)Lecasa+2—1<0oua+f+2—-1>0.

Comme dans la démonstration du lemme 2.26, nous pouvons montrer que

ov

I<cC / PPN 4y — cos 0))7P(sin 0,)" 7% || drdf.
D T

2)Lecasa+g—1:0etﬁ§0.

Si 8 = 0, nous retrouvons les inégalités de Hardy présentées dans le théoreme 2.1.
Nous pouvons donc supposer § < 0. Dans ce cas, on en déduit que oo+ 3+ % —-1<0.
Ainsi, une intégration par parties et I'inégalité de Holder nous donnent

p

drdf, (2.108)

2

I, < —@IQ + C/ (]nr)—pr—l+p+ﬂp(1 — oS el)ﬁp(sm el)n_Q ov
Do

or

avec

j- /0 " /O " /0 ’ /O (10 #6,))~ (5in 0020 (F(6,), 6) P dbs...db .

Gréace a (2.98), on obtient

p

il (2.109)

I <C | (Inr) Pret®prin=l(] _ co56,)% (sin ;)" 2 5
.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Il nous reste a présent a estimer I;. Nous pouvons écrire

7(01)
J = / (In r)_pr(o‘_l)p+"_1|v|pdr

R
7(01)
= / (Inr)"Pr~tu|Pdr.
R
En faisant une intégration par parties et en utilisant une inégalité de Holder, il vient
1 "(61) ov |”
J1 < [v(7(61),0)P(In7(01)) 7 + C’/ P dr
1—p R or
Ce qui donne
In7(0 P
I < n 1)15 +C [ rHP(sing)" 2 dv drdf. (2.110)
— P D 37”
Maintenant par (2.108) (2.109) (2.110), on obtient
I< (lnf(ﬁl) B i) I
l—p  0p
a p
+ // r P14 7 — 7 cos ) (sin 6;)" 2 8_: drdf. (2.111)
D

Comme R est suffisamment grand et que 7(6;) > R dans D;, on en déduit que

In 7:(01) 2

ce qui prouve (2.107).
3)Lecasa+f+ 7 —1=0et 5=0.

Si 8 =0, I'inégalité (2.107) fait partie des inégalités données par le théoréeme 2.1 et

démontrées dans [6]. W

Remarque 2.49 La validité de 'inégalité (2.107) pour les réels « et 3 satisfaisant
B<0eta+p(+ % — 1 = 0 est une question ouverte.

Le lemme précédent nous permet d’avoir le résultat suivant
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Théoreme 2.50 Soient a, 3 € R tel que § < 0. On suppose de plus o + % —-1<0

ou o+ 3+ % — 1> 0 pourvu que l'on ait pas simultanément
n
b<0eta+pB+—-——1=0.
p

Soit 7/ = min(4,0), ot j est le plus haut degré des polynomes appartenant a Y;’g(R”).

Alors nous avons

Yu € Yal”g(Rn)’ )\ier%g'/ ||(lg T‘)_l(u + )\)HLZ,LB(Rn) S C||Vu||LZﬁ(R")
J
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Chapitre 3

Le probleme stationnaire d’Oseen
dans R3

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probleme d’Oseen suivant. Etant donnés f

et g, nous cherchons un couple (u, 7) solution de

—Au+ % +Vr =f dans R
O (3.1)

div u=g¢ dans R3
De plus nous ajoutons au systeme précédent la condition a I'infini

lim w(x) = Uy, (3.2)

011 Uy, est un vecteur constant donné de R3. Le cadre fonctionnel choisi est done celui
des espaces de Sobolev avec poids présentés dans le chapitre précédent. Rappelons

les poids considérés est la fonction
ng = (1+7)*(1+ s)P.

Nous allons étudier le probleme (3.1) dans deux cas distincts : le cas 8 = 0 et le cas

B # 0 (en fait, on se limitera a § = %) Notre étude est basée sur la résolution du
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modele scalaire suivant :

—Au + g—;l = f dans R®. (3.3)

En effet, nous pouvons remarquer qu’en prenant la divergence de la premiere équation

de (3.1), la pression 7 vérifie

)

A =div f+Ag— <L dans RP. (3.4)
axl

Ainsi, pour résoudre le probleme (3.1), il suffit de résoudre le systeme découplé

suivant :

Am =div f + Ag — g_g dans R?,

T
Autr T Ur dans B (35)
89&1

div u = ¢ dans R?.

Résoudre la deuxieme équation de (3.5) revient a étudier (3.3). Cette approche

présente deux avantages :
e Le modele scalaire (3.3) est plus simple a étudier que le systeme (3.1).

e Nous disposons des résultats d’isomorphismes de I'opérateur de Laplace dans
des espaces de Sobolev avec poids (le poids étant n§) prouvés dans [6] qui nous

permettent de résoudre ’équation (3.4).

Ainsi, cette approche est trés bien adaptée pour la résolution de (3.1) dans le cas
B = 0. Nous procéderons d’une autre maniere pour le cas [ = % Les résultats
d’isomorphismes de 'opérateur de Laplace dans les espaces avec poids anisotropes,
obtenus dans le paragraphe 2.4.4 du premier chapitre, ne sont en effet pas suffisants
pour résoudre I’équation (3.4) dans le cas [ = % Nous suivrons alors I’approche que
Farwig a utilisé dans [20] et [21] : nous chercherons des solutions du probleme (3.1)
obtenues a ’aide de la solution fondamentale (O, P). Nous utiliserons pour cela les
résultats prouvés dans [36] (voir aussi [51]). Grace a I’étude de 1'équation (3.3) cer-

tains de ces résultats peuvent étre améliorés. Précisons que la vitesse fondamentale
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3.2. Résultats préliminaires

O et la solution fondamentale O de I’équation (3.1) qui s’écrit
1 —5/2
O(x) = —e /7, (3.6)

ont le méme comportement localement et a l'infini. Les résultats sur la convolution
par O obtenus dans [36] peuvent ainsi étre appliqués & O. Dans le prochain chapitre,
nous verrons d’autres liens qui lient les deux solutions fondamentales. Nous citons
aussi [55] pour d’autres travaux sur ces deux solutions fondamentales. Les principaux

résultats de ce chapitres font 'objets de deux articles soumis ([9], [10]).

3.2 Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons préciser le sens que nous donnons a la condition a
I'infini

lim u(z) = tg.

|z|—o00
Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés du comportement & l'infini des

fonctions de W, P(R?). Ces résultats sont démonstrés dans [2]. On suppose p # 3
et soit u € W, P(R?). Alors pour tout z € R? tel que || > 1, on a

(@) < Clat! =l et Lol (@) 0, sip >3 (3)
_ _ | 2] —o00 .
(], Meoesa) < Claf' =P |lullyingsy et [P~ u(|2], )l|zr(s,) — 0, sip <3,

(3.8)
oll Sy désigne la sphere unité de R3. Le lemme qui suit améliore, dans le cas n = 3,
des résultats obtenus par Galdi dans [27] (lemme 5.2 p 60 et théoréeme 5.1 p 61). Il
est partiellement inspiré de I'article de Payne et Weinberger [49].

Lemme 3.1 On suppose que 1 < p < 3 et u € D'(R?) telle que Vu € LP(R3). Alors

il existe une unique constante us, definie par

1
Uo = lim — [ wu(o|x|)do, (3.9)

|z|—o0 W3 S

telle que u — Uy € W()l’p(R3). La notation ws désignant la surface de Ss. De plus,
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3.2. Résultats préliminaires

nous avons les propriétés suivantes :

U — s € L35 (R), (3.10)
avec l’estimation
e = ool o o) < ClIVUl o), (3.11)
et
lim |u(o|x|) — too|do = lim |u(o|x|) — too|[Pdo = 0, (3.12)
|z[—o00 Ss |Z|—o00 Sy
|u(ro) — us[Pdo < C’rp_g/ |\VulPde. (3.13)
Sa {zeR3, |z|>r}

Preuve : Comme 1 < p < 3, u € D'(R?) et Vu € LP(R?), d’apres la proposition
2.2 1), il existe une unique constante u., telle que u — uy € Wy P(R?). L'injection
continue (2.13) nous permet d’obtenir (3.10) et (3.11). Grace a (3.8), on a

lim |af7! / u(o]a]) — u|Pdo = 0. (3.14)
Sa

|| —o0

Maintenant, puisque 3/p — 1 > 0, I'inégalité de Holder nous donne (3.12). II nous
reste & montrer (3.9) et (3.13). On pose

Da(r) = / Vulrda.
{z€R3, r<|z|<R}

En procédant de la maniere que dans [49], nous avons

R P R D
Dg(r) = / ( / P2dp) do + / por { / IV*UI%} dp,
SQ T r 52

ou V*u désigne la projection du gradient de u sur la sphere unité S :

ou

dp

ou

]

0

|v*u|2 — T2

[Vul* —
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3.2. Résultats préliminaires

L’inégalité de Holder et celle de Wirtinger nous donnent

R ou
[ 9"

p

Par conséquent, on a

Dg(r) > Cr* P | |u(Ro) — u(ro)|Pdo
Sa

[

Les deux termes de (3.15) sont positifs et bornés par Dg(r). Ainsi, il existe une
fonction u* € LP(S,) telle que

(3.15)

u(]m\a)—wi?)/ u(|alo)do

p
da) 0> Pdp.

|1‘im lu(|z|o) — u*(|x|o)|Pde = 0
r|—0o0 S2

lim u(|az\a)da:/ u*(o)do.
SQ SZ

|| —o0

Grace a (3.12), nous en déduisons que u* = u, et 1’égalité précédente nous donne

(3.9). Maintenant, de I'inégalité (3.15), on peut écrire

Dgr(r) > Cr** | |u(Ro) — u(ro)|Pdo
Sa

> O | Ju(ro) — us|Pdo — Cr¥ P | |u(Ro) — ux|Pdo.
SQ 52

En faisant tendre R vers I'infini, on obtient

D(r) = lim Dg(r) > Cr*? [ |u(ro) — usl|Pdo,

R—o00 S
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3.2. Résultats préliminaires

ce qui entraine (3.13). W

Ce lemme permet de caractériser la constante donnée par la proposition 2.2 pour
une distribution & gradient appartenant & LP(R?). Le prochain résultat est une autre
conséquence du lemme. Il permet cette fois-ci de caractériser le polynome , de degré
au plus un, donné par la méme proposition pour une distribution dont les dérivées

secondes appartiennent & LP(R3).

Corollaire 3.2 On suppose 1 < p < 3 et soit u € D'(R3) telle que, pour tout
i,j = 1,2,3, % € LP(R3). Alors il existe un unique vecteur A € R3 tel que
10T

Vu+ A € L%(R:s), ot A est défini par

1
A= lim — [ Vu(o|z|)do.

ja|—o0 w3 g,

De plus, nous avons les propriétés suivantes :

i) Si3/2<p<3,alorsu+ A.xe WP (R?).

i) Si 1 < p < 3/2, alors, il existe une unique constante b telle que u + A.x+ b €
L%(R?’), ol b est définie par

b= lim i/s (u(o]a]) — A.z) do.

o —o00 W3
. . 2
Par conséquent, nous avons aussi u+ A.x € W'(R?).

Preuve : L’existence du vecteur A et sa caractérisation est une conséquence
immédiate du lemme précédent.
i) Posons a présent £ = Vu + A. D’apres la caractérisation (2.14), nous avons
£ c WyP(R?). Puisque div £ € LP(R?), il existe une fonction z € W *(R?) telle que
(voir [6]),

Az =div £ = Au.

Par ailleurs, nous pouvons écrire

A(Vz) = A(Vu+ A).
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3.2. Résultats préliminaires

Puisque 3/2 < p < 3, Pespace W, 7(R?) ne contient pas de polynéomes . Nous en
déduisons que Vz = Vu + A, ce qui entraine 'existence d’une constante c telle que
2z 4+ c=u+ A.xz. Mais lorsque 3/2 < p < 3, les constantes appartiennent a l’espace
WP (R3), et par conséquent u + A.zx appartient a Wy ?(R?).

ii) Le vecteur A peut s’écrire sous la forme A = V(A.z). Cela implique que
Vu+ A = V(u+ Az € L%(R‘O’). Puisque 1 < p < 3/2, nous pouvons ob-
server que ffpp < 3. Nous pouvons donc appliquer le lemme 3.1 qui nous donne
I'existence et la caractérisation de l'unique constante b. La caractérisation (2.16)

nous permet ensuite de conclure que u + A.x appartient a VVO2 P(R3?). W

Nous pouvons a présent préciser le sens que nous donnons a la limite a I'infini.

Définition 3.3 Soit u € D'(R?) telle que Vu € LP(R?). Nous dirons que u tend

vers une constante u,, a l'infini, et on écrira

lim u(x) = oo,
|z|—o00

sl
lim lu(o|z]) — tuse|do = 0.

|z —o00 J g,

Remarque 3.4 Soit u € D'(R?) telle que Vu € LP(R?). Si 1 < p < 3, alors le

lemme 3.1 montre que la définition 3.3 est équivalente a
U — Uoo € Wy P(R?).
Nous rappelons maintenant un résultat dont la preuve est standard.

Lemme 3.5 Soient r et p deux réels tels que 1 < r < oo et 3 < p < 00. Soit
u € L"(R?) et Vu € LP(R?). Alors u est une fonction continue sur R? et

|1‘im u(zx) = 0.
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3.3. Le modeéle scalaire

3.3 Le modele scalaire

Dans ce paragraphe, nous abordons donc le point central de la these qui est la

résolution du modele scalaire suivant :

Au+ 5—;‘1 = f dans R®. (3.16)
‘ 1|im U(T) = Uso. (3.17)
Soit T' 'opérateur :
T Aut 2 (3.18)
D ou— — — :
6171

3.3.1 Le noyau de opérateur T

Considerons le noyau de l'opérateur T quand celui-ci est défini sur I'espace des
distributions tempérées S’(R?). Soit u un élément du noyau, alors en appliquant la

transformée de Fourier, nous pouvons écrire
Am?|EPa(§) + 2im&ia(€) = 0.
En posant
(&) = v(&) + iw(g),

il vient

{ 4m2|€Pv(€) — 2mé&yw(€) (3.19)

=0
2m&10(8) + Am?|¢Pw(S) = 0.

Le déterminant de (3.19) étant 167*|£|* +4m2£2, nous en déduisons que, pour & # 0,
1

le support de @ est inclus dans {0}. On a donc

iW(€) = cad®, o €C,

acJ

avec J fini. Par transformée de Fourier inverse, on obtient

u(z) = Z dox®, d, € C,

aed
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Cela signifie que u est un polynome. Pour tout entier k£, nous introduisons donc

I’espace des polynomes

0
SkZ{qelpk;—AQ+—q=O}.
6.7)1

Remarquons que
So=R? et S;={qecIPy, q(x)=ay+asm + azzs}.
Autrement dit, les polynomes de S; sont des polyndémes qui sont indépendants de

x1. Nous pouvons a présent énoncer le résultat d’unicité suivant.

Proposition 3.6 Soit u € S'(R3) une solution de (3.16) avec f = 0. Alors u est

un polynome de Sy.

3.3.2 Résultats d’existence pour le modele scalaire
Nous avons tout d’abord besoin de définir deux réels.

Définition 3.7 Soit p un réel tel que 1 < p < co. Soient v et & les réels tels que

0 € [%,2], d > pety € [3,4], v > p. Nous définissons les réels r; = r1(p,0) et

ry = 1r9(p,y) comme suit :

1 1 1 1 1 1
— == et —=--Z
rn.op 0 rep oy
Remarque 3.8 Nous pouvons remarquer que
: 2p 3p
sil<p<3/2, alors <r < ,
tl<p<3f Po =t =3 gy
: 2p
si3/2<p<2, alors 5 <r; <oo.
-P
Par ailleurs,
4 3
sil<p<3, alors d <7y —p,
4—0p 3—p
: dp
sid <p<d4, alors4 < ry <00
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Nous allons a présent rappeler un résultat d’existence d’une solution de I’équation
(3.16) lorsque f appartient a LP(R?). Dans ce cas, (3.16) admet une solution u €
LY (R?) tel que, pour tout i,j = 1,2,3, %azj € LP(R3), % € LP(R3) avec les

propriétés suivantes :

(1) II existe une constante C' > 0 tel que

ou

LP(R3) Haxl

0*u
H < Ol f v (3.20)

8%8@-

Lr(R3)

(ii) Si 1 < p < 4, il existe une constante C' > 0 tel que
[Vl pr2 sy < C fl o) (3.21)
(iii) Si 1 < p < 2, il existe une constante C' > 0 tel que

lullLr @sy < Ol fl| o @s)- (3.22)

Ce résultat se démontre en utilisant les transformées de Fourier et le théoreme de
Multiplicateur de Lizorkin ([40]). Ces arguments ont été utilisés pour le probleme
d’Oseen et le lecteur pourra consulter les démonstrations qui se trouvent dans [27],
[22] et [23]. Comme nous pouvons le constater, ce résultat n’est pas complet puisque,
par exemple, pour p > 4, nous n’avons que des propriétés locales de la solution (u €

LP

P (R3)). En utilisant les propriétés des espaces avec poids, nous allons compléter

le résultat précédent.

Proposition 3.9 Soient ry et ry les réels définis dans la définition 3.7 et f €
LP(R3).
(i) Si1 < p < 2, alors léquation (3.16) admet une unique solution u € L™ (R?) telle

que Vu € L™(R3) et pour tout i,j = 1,2,3, 8325‘1, € LP(R3) et 8‘9—51 € LP(R3). De

plus nous avons l’estimation

0?u
8.1'1‘81']'

ou

LP(R3) H O

< Cllfller@s.  (3.23)

|l 1 sy + [[ V]| pre ms) + H
Lr(R3)

(i) Si 2 < p < 4, alors (3.16) admet une solution u € Wy (R?), unique & une

constante additive prés , telle que pour tout i,j = 1,2, 3, 89?28”90- € LP(R3) et r%l €
105
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LP(R3). De plus nous avons

0%u
8xi8:1cj

ou

+H— < COllf . (3.2
LP(RS) ax]_

Lr(R3)

TR

(iil) Si p > 4, alors (3.16) admet une solution v € WiP(R?), unique ¢ un polynéme
de S prés, telle que g—;fl € LP(R?) et satisfaisant

) ou
Jnf flut+ Mlwzrs) + H_

Bz, < C| fll e ws)- (3.25)

Lr(R3)

Preuve : Rappelons que le noyau de 'opérateur T est 'espace des polynomes Sj.
(i) L’existence, la régularité de la solution et I’estimation (3.23) sont données par le
résultat d’existence et les estimations (3.20), (3.21) et (3.22) rappelés au début du
paragraphe.

(i) si 2 < p < 4, la solution u € Lt (R*) donnée par le résultat d’existence précédent
satisfait Vu € L™ (R3). D’apres la remarque 3.8, nous pouvons constater que ro > 3.
Ainsi, la proposition 2.2 ii) nous donne que u € W,"*(R%). L’estimation (3.24) est
une conséquence de (3.21) et de (2.12).

(iii) Si p > 4, la solution u € LV (R?) donnée par le résultat d’existence précédent

loc

satisfait pour tout 7,j = 1,2, 3, 83,28’;, € LP(R3), g—; € LP(R?) et 'estimation (3.20).
105

Utilisant & nouveau la proposition 2.2 ii), nous en déduisons que u € Wi (R?).
L’estimation (3.25) se déduit de (3.20) et de (2.12). W

Remarque 3.10 Remarquons que si 3 < p < 4, alors la solution donnée par le

théoréme 3.16 ii) appartient aussi & WoP(R3). En effet, comme pour tout i,j =

1,2, 3, 8587;7_ € LP(R?), alors le résultat est une conséquence immédiate de la propo-

sition 2.2 ii).

Remarque 3.11 (i) On suppose que 1 < p < 3 et f € LP(R?). Alors d’aprés la
proposition précédente, la solution u de I'équation (3.16) satisfait Vu € L™ (R?) et
852_282]_ € LP(R?). D’apres la definition 3.7, nous avons, en particulier Vu € L (R3).
La caractérisation (2.14) nous donne Vu € W§*(R?). Grace au lemme 3.1, nous en

déduisons que
lim Vu(x) =0

| &) —o00
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3.3. Le modeéle scalaire

au sens de la définition 3.3.
(i) Si3 < p <4det f € LP(R?), alors d’apres la proposition précédente et le lemme

3.5, le gradient de la solution u est continue sur R? et

lim Vu(xz) =0.

|2 —o00

De la proposition 3.9 découle notre prochain résultat.

Corollaire 3.12 Soient r1 et ry les réels définis dans la définition 3.7. Soit une
distribution u telle que pour tout i,7 = 1,2,3, %&j € LP(R3) et 8‘9—;1 € LP(R3).
Alors

(i) Si 1 < p < 2, il existe un unique polynome q € Sy, tel que u + q € L™ (R3),
V(u+ q) € L™ (R®) satisfaisant [’estimation suivante :

1

. (3.26)
LP(R3)

De plus, on a Vg = A ou A est défini dans le corollaire 3.2. Si 1 < p < 3/2, alors
q(x) = A. & + b, ou b est défini dans le corollaire3.2 et @ = (0, xa, x3).
(i) Si 2 < p < 4, alors il existe un unique polynéme q € Sy satisfaisant q(0) = 0,

ou
[+ qllri ey + V(w4 @) 223y < C (HAUHLP(H@) + H@T

tel que u+q € I/Vol’r2 (R3). De plus nous avons l'estimation suivante :

Ou . (3.27)
LP(R3)

oy

}géfR ||u +q+ KHWOL’?(R:S) <C (HAUHLP(R3) + ‘

Si2 <p<3, aors q(x) = A2

Preuve : D’apres les hypotheses sur la distribution u, il est immédiat de voir
que —Au + g—x“l € LP(R?). Nous allons & présent utiliser la proposition 3.9. Nous
distinguons donc deux cas :

(i) Si 1 < p < 2, alors il existe une unique fonction v € L™ (R?) telle que Vv €

L*(R%), 525 € LP(R?) et 4 € LP(R%), satisfaisant

O(v —u)

—A(v—u) + o

— 0. (3.28)
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De plus, nous avons l’estimation

Jolls o)+ 190l + || =
Vil 2 Vil 3
LT1(R3) L2(R3) dx,0x; LP(R3 8:1:1 Lo®)
< C <||AU||L1> R3) H ) .
1 Lpr ]RS)
En posant maintenant w = v — w, il vient que, pour tout, 7,7 = 1,2,3

) d:vlaac]
appartient & LP(R?) et satisfait

0%w 0 0w
—A = 0.

A N " , . 2 . .
Grace a la proposition 3.6, nous en déduisons que ag 5.- = 0 ce qui montre I'existence
g J

d’un polynome ¢ € IP; tel que v = u + ¢ (voir par exemple [53]). Mais comme nous

avons aussi % € LP(R?) satisfaisant

ow 0 (ow
-4 (8:1:1) + 8&:1 (8:61) N O’

Nous en déduisons aussi que 887“’1 = 0. D’ou g est un polynome indépendante de a;,

c’est-a-dire que ¢ € S;. L’estimation (3.26) se déduit de (3.29). Supposons a présent
qu’il existe deux polynomes gy, g2 € S tels que u+¢q; € L™ (R3) et u+qy € L™(R3).
Par différence, nous en déduisons que ¢; — ¢o € L™ (R3?) et, par conséquent, q; = ¢o.
L’unicité du polynome ¢ est donc prouvée. Maintenant, d’apres la définition de
r1, nous avons, en particulier, u + ¢ € L?)%’(Ri)’). Le corollaire 3.2 et I'unicité du

polynome ¢ nous permet d’affirmer que Vg = A ou

1
A= lim — [ Vu(o|x|)do

|z|—o0 W3 So
Si 1 < p < 3/2, alors nous en déduisons aussi que q(x) = A.a + b, ou

) 1
b= lim — /52 (u(o|z|) — A.x) do.

|z|—o0 W3
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(i) Si 2 < p < 4, alors il existe une fonction v € Wy"*(R?) telle 52 € LP(R?) et
J

Oz, 0.
Qv ¢ LP(R?) satisfaisant (3.28) avec I'estimation
1

LP(]R3)) .

En procédant comme précédement, on montre ’existence d’un polynome p € S; tel

ou

3:151

inf [0+ Kooy < C (uAunm(Rs) + \

que v = u + p. De plus, nous pouvons écrire p = q + ag, ou ¢ € S est un polynome
satisfaisant ¢(0) = 0 et ap € R. Mais comme ry > 3, les constantes appartiennent
a Lespace W,"*(IR?). Ainsi, par différence, nous avons u 4+ ¢ € Wy (R?). L’espace
Wy " (R?) ne contenant pas les polynémes de IP; et donc a fortiori les polynémes
de Sj, nous en déduisons 'unicité du polynome ¢. L’estimation (3.27) se déduit
de l'estimation précédente. Finalement, le corollaire 3.2 et I'unicité du polynome ¢

nous montre que ¢(x) = A.2. B

Remarque 3.13 Nous pouvons constater que 1’hypothese supplémentaire 8‘9—;1 €

LP(R3), améliore les propriétés d’une distribution u telle que 653;3_ € L’(R?). En

effet, supposons par exemple % € L*(R?) et g—; € L*(R?). Alors le corollaire
10%j

précédent nous montre I’existence d’un unique polynome ¢, que l'on sait caractériser,

tel que u+q € Wy (R*)NW, °(R?). Sans I'information sur la derivée premiére, nous
aurions seulement u + q € VVO2 2(R3). C’est est une des différences entre I’équation

(3.16) et I’équation de Laplace
Au= f dans R3.

Nous nous intéressons a présent aux propriétés de I'opérateur f — O x f, ou nous
rappelons que O est la solution fondamentale de (3.16). Si O x f est définie, alors
c’est une solution explicite de 'équation (3.16). Soit alors f € LP(R?). Comme

. 5 , 820 , . .
pour tout ¢,7 = 1,2, 3, 'opérateur Db, est un opérateur singulier, nous pouvons

prouver que
@2
8x i 81’ j
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ou ¢;; sont des constantes et

9?0 ?0(x— y)
p. (8xi8x] f) €_>0/|w—y|>5 R f(y)dy.

Nous allons maintenant utiliser des estimations sur la convolution par la solution

fondamentale d’Oseen O dans les espaces L, 5(R?) prouvées dans [36] (voir aussi
[51]). Nous rappelons que ces estimations peuvent étre appliquées a la solution
fondamentale (9 du modele scalaire (3.16). Dans [36], Il est prouvé que si f € LP(R?),

alors v.p. (22 895 dw * f) € Neso WPP(R3) et nous avons I'estimation suivante

v &0 x f

Il est alors facile de voir que si f € LP(R?), nous avons a ((’)*f) € Moo W22 (R?)

ainsi que l’estimation

Ve > 0,

< Cel| fl o msy-

WP (R3)

82
8:67;(9%'

Ve > 0, ‘

O f)H < Cull v

WP (R3)

A ce stade, il n’est pas clair que a:p Bac (O f) appartient & LP(R?). Mais en utilisant

les propositions 3.9 et 3.6, nous allons prouver cette estimation.

Lemme 3.14 On suppose p > 1 et f € LP(R?). Alors, pour tout i,j = 1,2, 3, nous

avons

O (0xf)e PR et ai((?*f) € IV(RY).

8@3% T

De plus, nous avons [’estimation

Preuve : Pour une fonction f € LP(R?) donnée, nous savons, d’apres la proposition

82
8%8%

(O [) (O f) < COllfller@s): (3.31)

LP(R3) H O Lp(R3)

3.9, que I'équation (3.16) admet une solution v telle que, pour tout 7,5 = 1,2,3,
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€ LP(R?) et 2= € LP(R®). De plus, nous avons

D’autre part, puisque 5 ax (O % f) € MNoap WPP(R?), nous en déduisons que la

fonction z = 8:58630 (v — 0% [)Nooo WP (R?) satisfait

8:(:18%

< Ol fl o (r3)- (3.32)

Lr(R3)

LP(R3) H L1

8x 8%

0z

D’apres la proposition 3.6, z est donc un polynome . En prenant ¢ suffisamment
o (O x [) € L*(R3). Par
équation (3.16), il vient que 3 - (O« f) € LP(R?). Lestlmatlon (3.31) est une

conséquence immédiate de l'estimation (3.32). W

petit, nous en déduisons que z = 0 et par consequent

Notre prochain résultat, qui est une conséquence immédiate du lemme 3.14 et de la
proposition 3.12, complete les résultats de la proposition 3.9 en donnant des solutions

explicites.

Corollaire 3.15 Soient r1 et ro les réels définis dans la définition 3.7. On suppose
f e LP(R3).

(i) Si 1l < p < 2, alors il existe un unique polynéme q € Sy tel que Ox f+q € L™ (R?),
V(O f+q) € L™(R®) et pour tout, i,j = 1,2,3, 55— 81, (O« f) € LP(R®) et

8%I(O x f) € LP(R3). De plus, nous avons l’estimation suivante :

82
O0x;0z;

(O f) +

10 % £ + sy + IV(O % £ + @)l ages) + H
Lr(R3)

(3.33)

* f) < Ol fll e wsy-

A
Lr(R3)

5’x1(

De plus, on a Vg = A ou

A= tim — [ V(O f)ola|)do

o0 w3 Jg,
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Sil<p<3/2,alors q(x) = A.d +b, ou @ = (0,29, x3) et

. 1
b= lim —/32(<0*f)(a|m|)—A.m) do.

|| =00 W3

(il) Si 2 < p < 4, alors il existe un unique polynéome q € 51 satisfaisant q(0) = 0,
tel que O x f 4+ q € Wy"*(R?) et pour tout i,j = 1,2,3, &U o7 22— (O x* f) € LP(R3) et

8%1((9 x [) € LP(R3). De plus nous avons l’estimation suivante :

2

axi(?xj

2 0u

+
LP(R3) ‘ Oy

(O f) < O fllze@s-

(3.34)

;ggRH@*f+q+KHW2(R3)+H

LP(R3)

Si2 <p<3, alors q(x) =A.2
(i) Si p > 4, alors O x f € WP (R?) et 6%1((9 x f) € LP(R®). De plus nous avons

< Ol fllze @) (3.35)
Lr(R3)

: 0
810+ Az + 1 (© 4.

Nous établissons maintenant des résultats d’existence pour des données appartenant

a Wy "P(R?).

Théoreme 3.16 Soit o le réel défini dans la definition 3.7 et soit f € Wo_l’p(R3)

satisfaisant la condition de compatibilité

VA€ Prosn, (s A wrte e owd o gey = 0- (3.36)

(i) Si 1 < p < 4, alors 'équation (3.16) admet une unique solution u € L"(R3),
telle que Vu € LP(R3) et % € W, "P(R3). De plus on a

0
il + 1l + | o

< C||f||wo—1’p(R3)' (3.37)
Wy P (R3)

i1) si p > 4, alors U'équation (3.16) admet une solution u € WEP(R3), unique ¢ une
( ) p ) q 0 ) q

constante additive prés. De plus, on a

}ggk lu+ KHWO“’(H@) < C||f||wglvP(R3)- (3.38)
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Preuve : La proposition 3.6 nous montre que le noyau de l'opérateur T' défini par
(3.18) est réduit a {0} si 1 < p < 4 et est égal a R si p > 4. Soit maintenant
e W, '"P(R3) satisfaisant la condition de compatibilité (3.36). Alors, d’apres

0

I'isomorphisme 2.10, il existe un vecteur F € LP(R?) tel que
f=div F.

Nous allons a présent utiliser la proposition 3.9 et nous avons deux cas :
(i) Si 1 < p < 4, il existe un vecteur v tel que, pour tout i,k = 1,2,3, Vv, €

L™ (R3), %{;’;j € LP(R?) et g%’i € LP(R?) satisfaisant

5’vk
—A — =I;. 3.39
Vg + 9z, k ( )

De plus, pour tout £ = 1,2, 3, nous avons

8zvk

81’1’8&3]'

8vk

oy

S CHF]CHLP(R3)

IV Ok]| 2 sy + H
Wy VP (R3)

LP(R3) ‘

En posant u = div v, nous en déduisons que u € L™(R?) est solution de (3.16),
telle que Vu € LP(R3) et % € LP(R3). L’estimation (3.36) est une conséquence de
I’estimation précédente.

(ii) Si p > 4, il existe un vecteur v € WaP(R3) tel que 22 € LP(R®) satisfaisant

oz
(3.39) ainsi que l'estimation

(%k

< C|| F; 3y.
B, < C||Fyl| e w3

Vk=1,2,3 inf A ,
T /\1231 Hvk * HWSP(Rg) " ‘ LP(R3)

La fonction v = div v € W& P(R3) est alors solution de 1’équation (3.16). Enfin,
I'estimation (3.38) se déduit de la précédente. W

Remarque 3.17 i) Si 1 < p < 3, alors la solution u de I’équation (3.16) donnée
par le théoreme 3.16 i) appartient en particulier a W& P(R3) (voir la remarque 3.8 et

la caractérisation (2.14)). Nous en déduisons que

|llim u(x) =0
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au sens de la définition 3.3. Ainsi, pour une constante u,, donnée, la distribution

U = U — Uy est 'unique solution de 1'équation (3.16) vérifiant

‘ l|im V(T) = Uoo
au sens de la définition 3.3.
ii) Si 3 < p < 4, alors le lemme 3.5 nous montre que la solution u de ’équation

(3.16) est continue sur R? et vérifie

|1‘im u(zx) = 0.
Corollaire 3.18 Soit ry le réel donné par la définition 3.7. On suppose de plus que
1 <p<4. Siu est une distribution telle que Vu € LP(R?) et 86—;1 e Wy '"P(R?)
satisfaisant

VA e IP[l,g/pq, ,)\> 0, (3.40)

Wal’p(R:”)XWé’p, (R3) =

(9,

alors il existe une unique constant K telle que u + K € L™(R?) avec [’estimation

. (3.41)
Wy P (R3)

K =— lim u(x) (3.42)

|&|—o0

ou
||u + KHLTQ(Rg) S C (HVUHD”(RS) + H_

8x1

De plus, si 1 < p < 3, alors

au sens de la definition 3.3.

Si 3 < p <4, alors u est continue et
K=- | llim u(x). (3.43)
Preuve : Soit une distribution u telle que Vu € LP(R?) et 2% € Wy '*(R?). Main-

tenant, en remarquant que les polynomes de IP;_3/, sont au plus des constantes et

d’apres la condition (3.40), on vérifie facilement que pour tout A € IP;;_3/p,

(—Au + %,M

_ / =0.
axl WO l'p(RS)XW&’p (RB)
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Le théoréme 3.16 nous montre I'existence d’une unique fonction v € L"(R?) telle
que Vv € LP(R?) et 2% ¢ W, "P(R?), satisfaisant

De plus, on a

ou
||v||LT(R3) <C (HVUHLP(R3) + H—

. (3.44)
65131 Wo—l,p(R?,))

Maintenant, en posant w = v — u, alors pour chaque i = 1,2, 3, aw - € LP(R3) et

ow 0 [ow
_A i _

w

9 et un polynome de LP(R?)

D’apres la proposition 3.6, pour chaque i = 1,2, 3,
d’olt g“’ = 0. Nous en déduisons que Vv = Vu et par Conséquent v=u+ K,ou K
est une constante dont 'unicité vient du fait que espace L™(R?) ne contient pas
les polynomes . Lorsque 1 < p < 3, le lemme 3.1 nous montre que la constante K
est défini par (3.42) et lorsque 3 < p < 4, la relation (3.43) découle du lemme 3.5.

Remarque 3.19 En comparant avec le résultat du lemme 3.1, nous pouvons re-
marquer que le terme 59_;1 € LP(R3) améliore les estimations sur u. Prenons, par
exemple, une distribution u € D'(R?) telle que Vu € L*(R%) et £% € Wy L2(R3).
Remarquons d’abord que comme IPj;_3/9 = {0}, la condition (3.40) est automa-
tiquement vérifiée. Le corollaire précédent nous donne u € L*(R3) N L°(R3). Sans
Ihypothese 2% e W "2(R?), le lemme 3.1 donne simplement u — K € LS(RR?).

De la méme maniere que pour une donnée f appartenant & LP(R?), nous allons
compléter le théoreme 3.16 par des résultats sur la convolution par la solution fon-

damentale.

Proposition 3.20 Soit vy le réel donné par la définition 3.7 et soit f € Wo_l’p(RS)

satisfaisant la condition de compatibilité

VA e IP[l,g/pq, <f )\> =0.

1 P R?’)le .’ (RB)
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(i) Si1 < p < 4, il existe une unique constante K (f) telle que Oxf+K(f) € L™(R?),
V(O f)e IP(R) et 2-(Ox f) € Wy "P(R3) avec Uestimation

0
[0 s+ 1T O Dllpiey + |5 @ N < Oy 3:)
1 Wy P (R3)

De plus st 1 < p < 3, alors

K(f):—‘llim Ox f(z) (3.46)
au sens de la definition 3.3.

S13 < p<4, alors O x f est continue et

K(f)=— lim Ox f(x). (3.47)

|| —o0

(ii)) Sip >4, alors O x f € Wol’p(R?’) et on a l'estimation
I8 10 * fllzaoesy < Ul oy (3.49

Preuve : Soit f € W, ""(R?) satisfaisant la condition de compatibilité, alors il
existe un vecteur F € LP(R?) telle que f = div F. Nous allons a présent utiliser le
corollaire 3.15.

(i) Si 1 < p < 4, alors il existe un unique vecteur constant A = (0, az, ag), tel

que pour tout k = 1,2,3, V(O x F},) + A € L*(R?), 0::-)295-(0 x Fy,) € LP(R?) et

5%1(0 x F) € LP(R3). On pose K = div A. On obtient

(O F)+ K € L™(R?),

)

a
—

avec la convention implicite sur les indices répétés. Par ailleurs, nous avons aussi

4 (Ox f) = & (O * F;) € LP(R?)
8951' N 8:526?:17] J ’

a PR 8 a . _17p 3
e (Oxf) = _axj <_8$1 (O Fj)) e Wy P(RY).
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Si 1 < p < 3, alors d’apres la définition de ry et grace a la caractérisation (2.14),
nous avons en particulier O * f + K € /Wvol P(R3). Le Lemme 3.1 nous donne par
conséquent (3.46). Si 3 < p < 4, le lemme 3.5 nous donne (3.47). L’estimation
(3.45) se déduit des estimations (3.33) et (3.34).

(ii) La preuve du cas p > 4 est similaire au cas précédent avec l'utilisation du corol-
laire 3.15 iii). W

Pour des valeurs de p tels que 1 < p < 2, nous pouvons obtenir des estimations

supplémentaires.

Théoreme 3.21 Soit ro le réel donné par la définition 3.7. On suppose de plus
1<p<2etfe W, "(R®) satisfaisant la condition de compatibilité

Ve IP[1_3/p/}, <f )\> = 0.

1 P ]RS)le p’ (R3)
Alors O * f € MyP(R?) N L™2(R?) et

lim Ox* f(x) =0

|2 —o0

au sens de la définition 3.3. De plus, nous avons [’estimation
1O = fHMé’P(RS) + O = fllLre®s) < OHfHW(;l’P(R%- (3.49)

Preuve : D’apres les hypotheses sur f, nous pouvons écrire f = div F ( voir
I'isomorphisme (2.10)). Par conséquent, pour chaque ¢ = 1,2, 3, F, € LP(R?) ce qui
implique aussi [y € (..o L”..(R?). Ainsi, pour tout € > 0, nous avons g—g x F, €
L, (R®) (voir [36] pour le cas 1 < p < 2 et [20] pour le cas p = 2) avec

—5—E¢

l'estimation

H@O*Fe

ox;

< C|Fl o). (3.50)
LP 1 (RS)

—5—EE

Nous avons donc aussi $= * Fy € Wo’p _(R?) et par conséquent

00
o0x;

Oxf= *FeﬂWE’f’

e>0

(R?).

82



3.3. Le modeéle scalaire

Cela entraine, en particulier, que O x f € Wg’f (R3). Par ailleurs, la proposition 3.20
donne T'existence d’une unique constante K(f) telle que O * f + K(f) € L™(R3),
V(Oxf) € LP(R?) et g—fl « f € Wy "P(R3). D’apres la définition de 5, nous avons en
particulier O « f + K(f) € WP (R?), ce qui implique que O % f + K(f) € W P(R3)
(voir (2.2)). Par différence, nous avons donc K(f) € IP;;_3/p. Comme 1 < p < 2,
alors nous avons K (f) = 0. En conclusion, nous obtenons Ox f € My*(R3)NL"(R?)
et vérifie (voir (3.45)) :
lim Ox f(x) =

|Z]— 00
Des estimations (3.50) et (3.45), nous obtenons l'estimation (3.49) ce qui acheve la
preuve. W

—-1,2

Dans le cas particulier d’une donnée f € W, *(R?), la solution u vérifie une équation

d’énergie.

Proposition 3.22 Soit f € WJLQ(R?’). Alors lunique solution uw = O x f €
M?(R3) N LYR?) N LY(R?) de Iéquation (3.16) satisfait I’équation d’énergie

/ \Vu\ dm— f, > 12(R3 ><W12(R3) (351)

Preuve : Pour toute fonction u € M{?(R?) et pour toute fonction ¢ € D(R?),
nous avons

ou dy

(Gay Phws 2@y = ~ (5 D@y 2@y

Crace & la densité de D(R?) dans M?(R?), pour tout u,v € My*(R?), nous

obtenons

ou ov

<(9x1 Vhwi @ xwia@sy = (U5

1,2 /1A —1,2 /3 -
I1>WO (R3)x W5 2 (IR3)

Il vient donc
ou
<a_1’1’ U>W61’2(R3)><W01’2(R3) =0. (352)

Par (3.16) and (3.52), nous en déduisons

/]RS |VU|2d£B— < Au u) 12(R3)><W12 R3) <f u) —1,2 R3)><W1 2(R3)7
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ce qui acheve la démonstration. W

Nous allons a présent chercher des solutions de (3.16) pour des données f appar-

tenant a W, 'P(R3) N W, "4(R3).

Proposition 3.23 Soient p et q deux réels tel que 1 < p,q < oo. Soient ro =
ro(p,7y) et ry = ri(q,7) les réels définis dans la définition 3.7. On suppose que
f e Wy P(R3) N Wy "(R3) wérifie les conditions de compatibilité

VA€ Pruos/py, Vi€ Ppos/q) (3.53)

<f >‘> 1P(R3)XW1 N4 (R3) <f M> —1l,q ]R3)><W1 g (R3) = 0.

(i) Si 1< p,q <4, alors 'équation (3.16) admet une unique solution u € L™ (R?) N
L3 (R?), telle que Vu € IP(R?) N LY(R?), 24 ¢ W, "P(R?) N Wy "(R?). De plus

) 85()
on a l’estimation
o2 ey + o gy + IVl ey + [Vl +
au 3u
N ‘ < € (Il oy + 1ty ) -

8ZE1 8[E1
(i) Si1 < p <4 < g < oo, alors l'équation (3.16) admet une unique solution

we L™(R3) N WHI(R3) telle que Vu € LP(R3), 88; € W, "P(R3). De plus on a

(3.54)

I (R?) Wy ()

. ou
ol + Jat o+ Kliggogen + 190l + |

Wy P (R?) (3.55)
< O (If oy + 1l rages))

(iii) Si 4 < p,q < oo, alors I’équation (3.16) admet une solution u € Wol’p(R?’) N

Wol’q(R?’), unique a une constante additive prés. De plus on a
/I\Iellf& Ju+ )‘HWSW(RS) "’/ifelﬂf% ||U+M||W314(R3) <C (”f”w(;lvp(w) + ||f||wglvq(R3)) . (3.56)

Preuve : (i) Soit f € W 'P(R?) N W, “/(R?) satisfaisant la condition de compat-
ibilité (3.53). Alors d’apres le théoreme 3.16, d'une part, 1’équation (3.16) admet

une unique solution v € L"2(R3?), telle que Vu € LP(R?) et 5)7“ e Wy "P(R?),
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d’autre part, 'équation (3.16) admet une unique solution w € L"2(R?), telle que
Vw € LI(R3?), g;” e Wy "(R?). D’apres la proposition (3.6), la différence u — w
est donc un polynéme. Mais comme Vu € LP(R?) et Vw € L(R?), un argument
d’intégration montre que nécessairement Vu— Vw = 0. 1l existe donc une constante
K telle que u = w + K. Puisque les espaces L™2(R?) et L™ (R?®) ne contiennent pas
les constantes, nous en déduisons que K =0 et u = w. L’estimation (3.54) est une
conséquence des estimations du théoreme 3.16.

ii) En utilisant & nouveau le théoréme 3.16, nous avons 'existence d’une unique solu-
tion u comme précédement et d’une solution w € W()l “(R3), unique a une constante
additive pres. En procédant comme dans (i), on montre I'existence d’une constante
K telle que u = w + K. Mais comme g > 4, la constante K appartient a Wol’q(R?’).
Ainsi, nous avons u =w + K € WS’%H@).

(iii) La preuve du cas 1 < p,q < oo est similaire aux deux cas précédents. W

Ce résultat acheve la recherche de solutions de I’équation (3.16) dans les espaces de
Sobolev avec le poids ng. Nous nous intéressons a présent a des solutions qui appar-
tiennent a des espaces avec poids anisotropes : ng. Nous allons fixer § = % et nous
supposons que la donnée f appartient & Lf , (R?). Nous cherchons des solutions qui
s’écrivent comme la convolution par la solatQion fondamentale. Rappelons pour cela
quelques estimations sur O f et ses dérivées successives. Le lecteur pourra se refer-
rer & [36] ou a [51]. Sip>2et f € Lg%(R?’) alorsona O f € (..o L" E7%(R3),
8—0_ x f e Ly 1(R3) et v.p. (8§jgcj * ) € Neso LEiEé(R?’). Avec l'aide de (3.30), on
5, (0% f) € Nesg Lg,&%(Rg) et on a l'estimation

en déduit que 6

2

0
(O f) O0x;0x;

ox;

Ol 1_61<R3)+H (0 )

-

< Cllfller | @s)-
2°2

R3) LA 1 (R3)

e (3.57)
B (Oxf) € T4 | (RY)

Pour cela, nous introduisons tout d’abord un probleme auxiliaire : soit un R >0

A ce stade, il n’est pas encore clair que Oxf € LF , | (R?) et -%—
2°2
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3.3. Le modeéle scalaire

un réel et g € WYP(BY), on cherche une fonction z solution de
2

0
Az — apz = g dans Bj
z=0 sur 0By,
ou 5o )
+25+s
= — 3.99
O o1+ 9)2 (3:59)

Rappelons que s = r — x;. Nous pouvons remarquer que
1 1
— < ap < = dans B’,.
2r — 0= T R

Nous introduisons le réel R* > 0 tel que

o L0212 -2)
p(2=T1/p—12])

Lemme 3.24 Soit g € WYP(BY}), avec R > R*. Alors le probléme (3.58) admet
2

une unique solution z € W*P(BY), telle que
2

822’ 0z
€ LP(By) , =—— € LP(By).
0z;0x; (Br) oy (Bg)
De plus, nous avons
Iz 1 ' 0= + H 0 < gl (3.60)
z 0, , _ < g 0. L '
Wé(BR) O0x;0x; Lr(BY) 01 Lo(By) W%p(BR)

Preuve : On commence par introduire le probleme suivant

0z
—Az. + Gy aoze +€z. = g dans By

ze =0 sur OB,

ou ¢ > 0. Pour tout e > 0, le probleme (3.61) admet une unique solution z. €
W2P(BR)N V?/LP(B}Q). On peut donc multiplier la premiere équation de (3.61) par
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3.3. Le modeéle scalaire

r17P/2| 2 [P=22, et intégrer par parties. On obtient
PR PRV 2 Pl + / agr' |z |Pdx + 5/ iRz P da

(p—1) /
Bp Bp By

1 1 1
~1(1-0)(2-Y) / 12 a4 (S — 4 / 2 L2
P 2 2/ Jg p 2 Jg r

!/ /
R R
1-p/2 -2
+/ P2 g| 2 |P2 2 d .
B

/
R

Il vient donc

1 1 1
————— / r_p/2|za|pd:1:
2 2 p B

5* (3.62)

1
g-‘1—73H2—£’/ T‘l_p/2|z€|pdm+/ 12| g2 d,
p 2 21 Jp B,

!
R
Par ailleurs, on a

1 p p 1 1 p P _
_1__H2__‘/ /2|, |pg <_1__Hz—-‘ PPz Pdz. (3.63
p‘ 5 5 3%7“ | 2| a:_pR 5 5 %T |z.|Pdx. (3.63)

Par (3.62) et (3.63), on touve

1 1 1 1 1 pH2 p‘/
2 2 p| pR 2 2 B

Comme R > R*, on a

1 1 1 1 1_12“2_12’ 50
2 2 p| DpR 2 2

Nous obtenons donc ’estimation

J

ou la constante C' > 0 est indépendante de . Ceci montre que la suite (z.) est

r_p/2|za|pd:1:§/ Tl_p/2|g||ze|p_1dm.

/ /
R BR

P2z Pdz < C / 12| g P da, (3.64)
B

’
R

, 0 . , . .
borné dans W"71(B}) qui est un espace réflexif. Nous pouvons donc en extraire une
2

sous-suite, que nous noterons encore (z.), qui converge faiblement vers un élément
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3.3. Le modeéle scalaire

0, .
z de W1 (B%). De plus nous avons aussi
2
”ZHWE’Zf(B;%) < lim inf ||zg||WS,§(B;2) < CHQHW?(B;%)-
Nous en déduisons que z. converge vers z au sens des distributions et z vérifie donc
—Az+ — =g —apz dans Bp,
(9x1
au sens des distributions. De plus, nous avons aussi I'estimation

2llwos ) < Cllgllgrisy- (3.65)

Montrons que z = 0 sur le bord 0B}. D’une part, g—agz. est borné dans Wg’p(Bj%) et
2

donc borné dans LP(B}). Ceci implique que aijgij est borné dans LP(B%). D’autre
part, z. est aussi bornée dans W"P(B%). Ainsi, si Q' est un ouvert borné de R? tel
2

que B_}% C Y, nous pouvons écrire
z. = w dans W*P(Q) faible.

Puisque z. = 0 sur 0B}, alors nous avons w = 0 sur dBj. De plus comme 2. tend

faiblement vers z dans WE’g (By), alors w = z|q et, par conséquent, z = 0 on 0B}.

Il nous reste a montrer que 82_28; € LP(BY) et 68721 € LP(B%). D’une part, comme

. . . , . . VR 2
z. tend vers z au sens des distributions, on en déduit immédiatement que %
g J

622 8225 z 7
B0, o axj> étant borné dans

LP(B}), nous pouvons en extraire une sous-suite, que nous noterons encore (

tend vers au sens des distributions. D’autre part, (

822, )
Ox;0x; /)

qui converge vers un élément y de LP(B}). De plus nous avons l'estimation

0%z,

axzﬁxj

[yl 2o (y,) < liminf || lro(my) < C||9||w;m(3;3)' (3.66)

Par conséquent, y = %&; € LP(BY), et 38—;1 € LP(B%). Par les estimations (3.65)

et (3.66) nous obtenons (3.60). W

Remarque 3.25 Soit o est un réel tel que 0 < o < %. Soit z € WE’f_U(B}%) une

solution de (3.58) pour une donnée g € W{*(BY). Alors si w € W' (Bf) est
2 2

—0
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3.3. Le modeéle scalaire

une autre solution de (3.58) pour la méme donnée g, alors z = w. De plus, on a
I’estimation

1
VOo<o< ]—), || “W P (B}) S OHQHW;*”(B}{)'

—5—0

Nous pouvons maintenant établir notre résultat.

Théoréme 3.26 On suppose p > 2 et soit f € L8 [(R3). Alorsu = O x f €
22

- 2y u
L’i%’%(R?’), Vu € Lgé(R?’) et pour tout i, = 1,2,3, 828% € Lg’%(R‘g) et 6871 €
Lh | (R®). De plus, nous avons [’estimation
272
0%u Ju
il w0+ 1Vl 0+ | 5 o] <Clfly
—2:37 X L% | (R3) X1 L7 | (R3)
2°2 2°2
(3.67)
Preuve : Nous savons déja que
ue) L'y, (R%) et Vue Ly, (RY). (3.68)
e>0 2
En particulier, nous avons I’estimation
IIVUIILp @) < Cllflle | @) (3.69)
2°2

Il nous reste donc a montrer que

o%*u ou
¥ | (R? ¥ | (R®).
O0x;0x; < 575( ) et 83:'1 < ( )

m\
m\

Introduisons la partition de I'unité suivante
©1,00 €CP(R?), 0< 1,00 <1, 1+ =1dans R’

¢1 =1 dans B, supp 1 C Bryi.

Nous pouvons alors écrire

U = Uy + ug OU Uy = wpy et us = ulps.
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3.3. Le modeéle scalaire

Puisque supp u; C Bgry1, nous avons u; € L” , | (R3) et

b4
lrllr oy < Cllfllus oy (3.70)
22

Ll
202

Par ailleurs, nous pouvons constater que us est solution de I’équation

—Auy + — = f dans R?,
8 Ty

_ P _
ou f = pof +uldp; +2Vu.Vy, — ua—% La régularité de f est determinée par celle
de o f, ce qui implique que f € Lp (B}%). Posons v = (1 4 5)'/2uy, alors de (3.68)

et de la remarque 2.12, v € (), Wo’p (RS) et satisfait I’équation

—Av—i—ﬁ = (145)Y2f —2Vuy V[(1+ 5) Y] — s A[(1 4 5) V7] —H@i [(1+s)7].
8m1 81‘1

Maintenant un simple calcul donne

24+ s

S
— (14 s)7V2
o (1+5s)

=

A[(1+5)V%] = T

T T(145)7%2

Il vient donc

s A[(1 4 )Y 4 us-2[(1 + 5)2) = —agw,
(9x1

ou ag est défini par (3.59). Par conséquent la fonction v est solution du probleme

(3.58) avec une donnée g = (1 + s)V/2f — 2Vu,V[(1 + 5)/2] € WPP(B),). Le lemme

3.24 nous donne Pexistence d'une fonction z € W"?(R?) solution de (3.58) et satisfait
2

I'estimation (3.60). En posant w = v — 2, alors w € (., WE’f_E(B}%) et satisfait
2
Jw
—Aw+a—+a0w—0 dans B et w =0 sur 0Bg.
T

La remarque 3.25 nous montre que w = 0 ce qui implique que v € Wg’f (By) et
2

IIUHWOP By < Cllgllww B < Cliflley | @o-
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3.3. Le modeéle scalaire

Par consequent, us € L” , | (R?) et
272
usler sy < CUFllr oo (3.71)
2°2 2°2
Cela montre que u € L* ; | (R?) et les estimations (3.70), (3.71) nous donnent
272
lellzr | ey < Cllfllz | @ (3.72)
22 2

1
Maintenant, en multipliant I’équation (3.16) par psn?, on obtient
2

0
A(T]1;2u2) + a (77351@) Fa

0
ou F = g02771/2f (apgnl/z) 2Vu. V(gpgnl/z) + “8_<902771/2) alors par (2.25),
(2.26) et la remarque 2.12, on a F' € Lp( 3). Ainsi la proposition 3.9 nous donne
w - € LP(R?) et g—z € L*(R?), solution de

Iexistence d'une fonction w telle que 3

ow 1/2 9 12
—Aw + 3_3?1 = A(n1;2u2> + 5 or, (n1;2u2>
De plus on a
0*w ow
[Frrot IR it e Ty PR B T CX
LiOTj || Lp(r3) 1| Le(r3)
On pose z = ijgjc] ax?;xj (77521‘2) et comme 8 52 € (oo LA _87%(R3), alors z €

MNeso WYP(R3) et satisfait

—Az+ 68_2 = 0 dans R?.

X1
D’apres la proposition 3.6, ceci entraine que z = 0 et

82111 o 82 ( 1/2u
8x,~8x]~ N 8:@61’ 7]1/2 2

) € LP(R?).
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3.3. Le modeéle scalaire

On obtient donc

82U1
eLr  (R?
O0x;0x; 27%< )
Ainsi, en conclusion, on a
0%*u
cIh  (R®) et — € L4 ,(R?
0z;0x; 3 %( ) T, 3 5( )
avec 'estimation
9%u
<C 3.74
? 7

Des estimations (3.69), (3.72), (3.74) on trouve (3.67). W

Nous pouvons a présent établir un résultat d’existence pour des données moins
réguliere dans des espaces de Sobolev avec poids anisotropiques.
Théoréme 3.27 On suppose p > 3 et soit f € Y 1*(R3). Alors léquation (3.16)
272
admet une unique solutionu € L , (R?) telle que Vu € L4 | (R?) et 5—;‘1 € Y, 1P(R?).
12 272 272

De plus on a [’estimation

< CHnyl—ll’P(Ri*)- (3.75)
22

1|y~ (]Rs)

N
l\.’)h—‘ "‘

Preuve : Comme f € in’p (R3) et p > 3, d’apres la remarque 2.29, on peut écrire
272

f=div F,
ot F € LY ,(R?). Ainsi, pour chaque ¢ = 1,2,3, il existe une unique fonction
272
v € L, 1 (R?) telle que Vo, € L, (R?), % € LP(R?) et gﬂ e Lh,(R?),
272 5 L0 1 515
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3.3. Le modeéle scalaire

solution de

—Av, + g—;i = F,.
De plus nous avons I’estimation
0%y Oy
HWHL?%%(R% * HVWHLS%(M " Haxi(‘?%’ L5 (R3) ‘ dx, L5 (R3) = OHFZHL%%(R?’)'
o o (3.76)
Soit maintenant v = div v, alors u € Lgé(R?’) avec Vu € L’% 7%(R3) est 'unique

solution of (3.16). De plus, de I'estimation (3.76), nous obtenons

HUHLQ%(H@) + HVUHLI;%(R?’) < CHFHL’;%(RS) < C|‘f||y%—’1%p(ﬂe<3)- (3.77)
Comme Vu € L4 | (R?), alors 8325; - appartient & Y, 17(R3) et par conséquent Au €
33 192, 302
Y, 1P(R3). Nous en déduisons que P e Y, 1P(R?) avec
272 219
ou
—_— <’ -1, . 3.78
[ P (3.75)

Nl

1
5

Des estimations (3.77) et (3.78), on ontient (3.75). W

3.3.3 Un résultat de régularité

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si la donnée f est plus réguliere que

dans le théoreme 3.16, il en est de méme de la solution de ’équation (3.16).

Théoreme 3.28 soient p et q deux réels tels que 1 < ¢ < 0o, p > % et % = % + é
Soient o = 1o(p,7y) etry = 1r5(q,7y) les réels définis dans la définition 3.7. Alors pour
toute fonction f € WYP(R3) N W, "(R3) satisfaisant la condition de compatibilité

\V/>\ E ]P[l_?’/ql]’ <f7 )\>W0_1’Q(R3)><Wé’ql(R3) == O; (379)
l'unique solution u donnée par la proposition 3.23 satisfait,

0%u 0 ou
WPP(R?) , —— € WYP(R?
8$ia$j S 1 ( ) ) . S 1 ( )7

Vi, j=1,2,3,
bJ ox

93



3.3. Le modeéle scalaire

avec les propriétés suivantes :

) Sil<q<p<4,aorsu € L?(R* N L2(R3, Vu € LP(R®) N LY(R?) et
dTl € Wy MI(R3).
2) Sil < q<4<p< oo, aorsu € L3R NW,"(R?), Vu € LYR?) et

du e Wy L9(R3),

0?u
8xi8xj

o
8131

<C (HfHV[/f»P(R3) + HfHW()_l*q(RB)> . (3.80)

WP (R3) ’ WP (R3)

Preuve : Remarquons tout d’abord que 1 < g < 3 et
Pps/p) = Pps/q = {0}.

Soit maintenant f € WP(R3) N W, "(R?) satisfaisant (3.79). Alors d’aprés (2.3),
nous avons

fe Wy P(R®) Ny H(R?).

Nous allons a présent utiliser la proposition 3.23.

1)Sil < q < p < 4, alors 'équation (3.16) admet une unique solution v € L™(R3?)N
L3 (R?) telle que Vu € LP(R?) N LY(R?), 2% e Wy LP(R3) N W, M(R?) satisfaisant
aussi (3.53). Il nous faut maintenant montrer que, pour tout i,j = 1,2,3, %amj €

WP(R3). Supposons d’abord p # 3. Pour tout 4 = 1,2, 3, nous avons

ou 0 ou of ou Ju dp Ou
_A < _ 2L A 9 v
En utilisant (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5), les termes paf Ap2t et VpV( 8“) apparti-

ennent & W, " (R3) Il reste & montrer que ad p e Wy b (R3) Mais comme Vu €

LY(R®) et p > 2, alors d’apres la définition de ¢, grace a (2.15), % e Wy "P(R3). 11

vient alors que
ou 0 ou 1pm3
A<pa$2> +8_x1(p8_x2) e W, (R )
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Ainsi d’apres le théoreme 3.16 i), pour chaque i = 1,2,3, il existe une fonction
v; € L™ (R?) telle que Vu; € LP(R?) et 5% € Wy 'P(R3) est solution de

ov; ou 0 ou
—Av: L —A N
vi (91'1 (pﬁa@) + 81'1 (paa:) ’

et vérifie I'estimation

87%
Vil r2 sy + [V 0ill sy + Ha
1 Wo_l’p(R3)
0 o, 0
< CH_A( u)+_(p U (381)
0a:i aiL‘l 8:102 Wo_l’p(R3)

< C||f||WO*11P(R3)-

Par la définition de 75, nous avons en particulier v; € WoP(R3). Par (2.2) et comme
p#£3, v; € WHP(R3) ¢ WP(R3). La proposition 3.6 nous donne alors pg—;fi —v; €
IP;_3/,. Dol pg—; e W,?(R?), ce qui entraine que 83582-281333- e WP(R®) et par
conséquent g—; € WP(R?). Des estimations (3.53), (3.81) et (3.16), nous obtenons
(3.80).

Si p = 3, la preuve reste valable en remplacant le poids p dans les espaces WE’{’ (R3)

et W (R3) est remplacé par le poids pln(1 + p).

2) Pour le cas 1 < ¢ < 4 < p < 00, nous procédons de la méme maniere. W

Remarque 3.29 (i) Remarquons que W*(R3?) c L% (R?). Par conséquent si
2

1
2
p > 2, la solution donnée par le théoreme précédent vérifie u € L¥, | (R?) et

Vu e L}, (R?).
12
(ii) La question de la régularité pour une donnée f appartenant simplement a

WP (R3) est ouverte.

o=

)

D=

3.4 Le probléme d’Oseen dans R?

Nous considérons maintenant le probleme non homogene d’Oseen :
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—Au+ % +Vr=f dans R
0xy (3.82)
div u = ¢ dans R3.

Nous ajoutons a ce systeme la condition a I'infini

lim w(x) = uy,

|2 —00

Ol Uy, est un vecteur constant de R3.

3.4.1 Unicité de la solution

Considérons tout d’abord une solution (u, 7) qui appartient a 8’ (R3) x S&'(R?) et qui
correspond a des données f = 0 et g = 0. En prenant la divergence de la premiere
équation de (3.82), nous obtenons Am = 0. Cela entraine que m est un polynome

harmonique (voir [53]). Par ailleurs, nous pouvons écrire

A (—Au+ g—Z) = —A(Vr) =0. (3.83)

Cela implique que, pour tout j = 1,2,3, —Au; + gTUj est un polynéme harmonique.

La transformée de Fourier appliquée a (3.83) nous permet d’obtenir

vj - 17 27 37 27T|€|4r&](£) =+ Z|§|2€1a1(€) =0.

En posant ;(§) = v,(€) + iw,;(§), il vient,

2 €] *v; () — [€176w;(§) = 0
E12610;(€) + 27]€ | w;(€) = 0.
Le déterminant du systeme est 472|£[® + [£]*¢2. Ainsi, pour ¢ # 0, le support de ;
est inclus dans {0}. Nous en déduisons que u; est un polynéme . Nous avons donc

prouvé la proposition suivante
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Proposition 3.30 Si (u,7) € 8'(R3) x §'(R?) est une solution du probléeme (3.82),

correspondant a f = g =0, alors w et m sont des polynomes .

Dans la suite, nous aurons besoin de ’espace des polynomes suivant

oA
Nk:{(Aaﬂ)E]PkX]PkAl,_AA‘f'a—xl—i‘V/uL:O, leAZO}

Remarquons que
No=R*x {0} et N1 =8S; xR.

Nous rappelons que S; est l'espace des polynomes de IP; indépendante de z;.

3.4.2 Résultats d’existence

Rappelons deux résultats sur le probleme (3.82). Le premier concerne des données
régulicres, (f,g) € C(R?) x C*(R?). Le probleme possede alors une solution
(u,7) € C®(R3) x C*(R3) que I'on peut écrire explicitement

(% :Olj*f]‘i‘,])z*g,
(3.84)

0

Le second résultat concerne des données (f,g) € LP(R3?) x WP(R3). Dans ce cas,
le probléme (3.82) posséde une solution (u,7) € L! (R*) x L} (R?) telle que, pour
tout i,j = 1,2,3, 52 € IP(R?), 2+ € LP(R®) et Vr € L’(R?). De plus, nous

avons les propriétés suivantes :

(i) II existe une constante C' > 0 telle que

(ii) Si 1 < p < 4, il existe une constante C' > 0 telle que

0?u
Gxiaxj

Ou
8:151

IVl g sy < CUS e @) + lgllwrres))-

Lr(R9) ‘ P ()

IVl zr2@sy < C(|f lzr@sy + lgllwrr@s))
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ol 7y est le réel donné dans la définition 3.7.

(iii) Si 1 < p < 2, il existe une constante C' > 0 telle

| wll i rsy < CUF [|zo@sy + llgllwrems))-

ou ry est le réel donné dans la définition 3.7.

On peut trouver une preuve de ce résultat dans [23] et [22]. Le cas particulier ou

r = ;%’p et ry = 447’; est aussi démontré dans [27]. Nous allons améliorer le résultat

d’existence précédent en supposant que la donnée g appartient a un espace contenant
Wip(R3).

Théoréme 3.31 Soient ry et ry les réels donnés dans la définition 3.7. Soit (f, g) €
LP(R3) x WP (R?).
(i) S1 1 < p < 2, alors le probléme (3.82) posséde une solution unique (u,m) €

L™ (R?) x Wy P(R?) telle que Vu € L?(R?), pour tout i,j = 1,2,3 85,23’; € L’(R?)

et g—; € LP(R3). De plus, nous avons

0’u

8%8:@-

ou

+
LP(R?) Haxl

+ [l llyre ey
20 (3.85)

<C <||f | 7 w3y + ||9||W3*P(R3>) :

el sy + [Vl o sy + H

(i) Si 2 < p < 3, alors (3.82) posséde une solution (u,7) € W™ (R?) x WP (R?),

unique & un élément de Ny preés, telle que pour tout i,j = 1,2,3, 65?87;, e L’(R3)
10%;

et 2% € LP(R®) vérifiant aussi

0’u

axzﬁxj

Ou
81’1

+ (7l ey
(@) (3.86)

<C <||f | 7 (s + Hg”vT/g’P(RS)) :

inf ||u+ K| yir s +
KcR3 | HW% (R3) ’ @) ‘

(iii) Sip > 3, alors (3.82) posséde une solution (u,7) € WiP(R3) x W,"(R?),
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unique & un élément de Ny pres, telle que 8‘9—;‘1 € LP(R3). De plus, nous avons

ou

oy

it (1 Mg + I+ ilhgren) + |

e L7(R?) (3.87)

< 0 (I ) + Igllyoes)) -

Preuve : Rappelons que si (u,7) € 8'(R?) x §'(R?) est une solution du probléeme
d’Oseen (3.82) avec des données nulles, alors w et 7 sont des polynémes . Dans
un premier temps, nous allons montrer l'existence de la pression. Soit (f,g) €

LP(R3) x W& P(R3), nous avons alors
M ag —LP 3
div f+ Ag — =— € Wy P(R”).
8[E1

De plus, pour tout polynome p € IPj_3/) C Wé’p/ (R3)

. dg
<d1V f + Ag - a_xl? /1/>W0_1’p(]R3)><W01’p/(]R3)

== —<f, VIM>LP(R3)><LPI(R3) + <g7 AH’>W&»P(R3)XWJLP/(R3)+
oy

o T:ﬂW&”)(RS)xWE*’(RS) =0.

Nous en déduisons que div f+Ag— 88_:51 € Wofl’p (R*)LIP;_3/. Par ailleurs, d’apres

le théoreme 9.5 de [6], 'opérateur de Laplace suivant est un isomorphisme
A WyP(R?) [Pz — ngvP(R?’)uPU,ﬁ.

Ainsi, il existe une fonction m € Wy (R?) telle que

0
Ar =div f+ Ag — 22
85131
et satisfaisant 'estimation
inf 7+ o < C [div £+ Ag — 22
in T 1, < iv - =
HEP[_3/p] Hllwg @) 0z, Wy P (R3) (3.88)

<C <||f | £r w3y + HQHWOLP(]R?’)) :
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3.4. Le probléme d’Oseen dans R3

Il est alors facile de voir que f — V7 appartient a L”(R3). Nous allons maintenant
appliquer le théoreme 3.16 pour montrer 'existence de la vitesse u. Nous avons,
pour cela, trois cas a considérer.

(i) Si 1 < p < 2, alors il existe un unique vecteur u € L™ (R?), telle que Vu €

L"?(R3), et pour tout i,j = 1,2, 3, 89228’;]_ € L’(R3) et g—; € L’(R3). De plus
ou
—A —=f-V 3.89
u+ o f T (3.89)
et
ou ou
| g1 ) + |Vl e oy + Ju
Fellzrs oy + [V ey ’ 02,0 || 1o (gs) ' 01 || 1o (ro)
(3.90)
< C(If ey + V7]l ors))

< ONf [l pres)-

Les estimations (3.88) et (3.90) nous donnent estimation (3.85). Il nous reste
a prouver que div u = g. Remarquons que div w appartient & L™(R3) et que
1 < p < 2. Alors d’apres la définition 3.7 et la remarque 3.8, div uw appartient
en particulier a L;TPP(R‘%). Par ailleurs, la propriété (2.13) nous fournit l'injection
continue WJP(R?) C L%(R?’). Par conséquent la fonction g appartient aussi a
L%(R?’). Alors divu—g € L?’%(RB’) et vérifie

J(div u — g)

—A(div u—g) + e

= 0. (3.91)
D’apres la proposition 3.6, div 4 — g est un polynome de LS%(R?’), c’est-a~dire que
divu=g.

(ii)) Si 2 < p < 3, alors il existe un vecteur u € Wé’” (R3) telle que pour tout
i,7=1,2,3, 832“ € LP(R?) et g—gg € LP(R?) et vérifie (3.89). Les mémes arguments

zaibj
que précédemment sont utilisés ensuite pour prouver que div u = g.

(iii) si p > 3, alors en utilisant la remarque 3.10, il existe un vecteur u € WiP*(RR?)
telle que {;9_;1 € LP(R?) satisfaisant (3.89). Il vient que div u— g € WyP(R?) vérifie
(3.91). Par conséquent, div u— g est un polynome de VVO1 P(R3). Comme p > 3, cela

entraine que div u — g = K € R. En posant A = (0, %K:CQ, %Kﬁlfg), nous constatons
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3.4. Le probléme d’Oseen dans R3

que A € S; € W2P(RR?) et nous pouvons écrire
K =div A

Ainsi, div (uw— A) = g et nous en déduisons que (u— X, ) € WP(R?) x W, (R?)
est une solution de (3.82). W

Remarque 3.32 1) Si 1 < p < 3 et (f,g) € L’(R®) x WiP(R3), alors d’apres le
théoréme précédent, la solution (u, 7) du probleme d’Oseen satisfait, Vu € L™ (R3),

83?-25;- € IP(R?) et 7 € Wy*. La définition 3.7 et la remarque 3.8 montrent,
10T

3
qu’en particulier, Vu € Ly (R3). Ainsi grace a la caractérisation (2.14), nous

en déduisons que Vu € W(l)’p (R3). La remarque 3.4 entraine alors que

|x1\i£noo Vu(z) =0 et ‘wlliinooﬂ(m) =0,
au sense de la définition 3.3.
2) Si 3 < p < 4 et si, dans le théoreme précédent, nous supposons de plus g = 0
ou g appartient & L™(R?), alors le probleme (3.82) possede une solution (u,7) €
W™ (R?) x WyP(R?), unique & un vecteur constant prés de R? x R, satisfaisant
pour tout 4,5 = 1,2, 3, 65225;]_ € LP(R3) et g—ﬁ € L7(R3). Par le lemme 3.5, nous en
déduisons que Vu est continue et

lim Vu(z) = 0.

|| —o0
Nous nous intéressons maintenant a des solutions (u, 7) qui appartiennent a l’espace
WyP(R?) x LP(R?). Nous avons tout d’abord besoin d’un résultat qui est une con-

dition nécessaire pour prouver l'existence d’une telle solution.

—~ 1, —~ 1
Lemme 3.33 Pour tout (u,m) € W, (R3) x LP(R3) et pour tout X € W, (R?),
nous avons
ou
(—Aut dy VI 1w (w9

oA

= (u, —AX — 6_x1>Wé’p(R3)xW51’p/(R3)_<7T’ div ) o (s L ()

(3.92)
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En particulier, si A € IP[1_3/,), nous avons

ou

=0.
8I1

(—Au+ + Vm, A)

WP (RS)x WL (RS)
/—\_/17 .

Preuve : Comme (u,7) € WOP(R‘%) x LP(R?) nous avons —Au + g—; +Vr €

W, '?(R3). Do pour tout A € W% (R?), nous obtenons

(FAUF VTN g @) i o)

= (U —AX) yrr@oyws 7 @)~ (T AV X ooy m9)-

N17 . . .
Maintenant, la densité¢ de D(R?) dans WOP(R?’), fournit ’existence d’une suite
~1, i
(up)ren € D(R?) qui converge vers u dans WOP(R3). Par conséquent, u;, converge

1 -1 o
vers u dans W ;" (R?) et g—g’f converge vers aa—wul dans W, "P(R3). Ainsi, pour tout

= L'
Ae W, (R?), nous avons

ou , oy,
Gy M wa e wir' @) = kﬁrfoo<a_xf’ Ayt gy wh )
: oA
T kETm<uk’ 8_x1> WP ®s)x wi ' (rS)
oA

(s Gy Wi w i ey

~1, ~1p
De plus, pour tout (u,7) € W, (R3) x LP(R3) et pour tout A € W, (R?), nous
obtenons (3.92). Comme les polynomes de IP;_3/, sont au plus des constantes,

(3.92) entraine que

Ou

=0. N
(91;1

(—Au+ + V)

-1, 1,p" /s
o PR3)x WP (R3)

Théoréme 3.34 Soit vy le réel donné dans définition 3.7. Soit f € W5'P(R?)

satisfaisant la condition de compatibilité

V)\ € ]P[1*3/P']7 <f7 )‘> Wo_l’p(R3)>< W(l)’pl(R3) - O (393)
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Soit g € LP(R3), telle que 88—:;"1 e W, *P(R3), satisfaisant

99

9
VA e IP[2—3/p’]7 <ax1 ’ >\>WO_2’D(R3)><W(2)’I)/ (®?)

= 0. (3.94)
(i) Si 1 < p < 4, alors le probléme d’Oseen (3.82) admet une solution unique
(u,m) € L(R?) x LP(R?) telle que Vu € LP(R?) et 9% € W, 'P(R3). De plus,

nous avons

ou
e + IV ules + | 5

+ 17|l Lo re)
Wy P (R3)

(3.95)
WOQ”’(R?’)) '

(ii) Si p > 4, alors le probléme (3.82) admet une solution (u,m) € W;’p(R?’) X

LP(R?), unique a un élément de Ny prés. De plus, nous avons

(3.96)
W)

Preuve : Le principe de la preuve est le méme que pour le théoreme 3.31. Soient
fe Wit (R?) et g € LP(R?) telle que % € Wy »P(R?). Alors, par (2.3), (3.93) et

(3.94), nous pouvons observer que

dg
<C (Hf ”WO*LP(RB) + 19/l (re) + Ha_%

Kuelﬂf{k‘ ”u+ KHW;”’(RS) + ||7T||LP(R3)

dg

sc(m%mmwywmmwyﬂba

. 0 _
div f +Ag — a_jl € Wy P(R?) LIPp—sp)-

Par ailleurs, d’apres le théoreme 9.6 de [6], 'opérateur de Laplace suivant est un
isomorphisme

A ngP(R?*)/ﬂD[Q_%] — LP(R?).

Par dualité et transposition, nous obtenons I'isomorphisme suivant

A LV (RP) — Wy P (RP)LIP,_a). (3.97)
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Ainsi, il existe une unique fonction 7 € LP(R3), telle que,

0
A7r:divf+Ag—£,
1

et vérifiant 'estimation

dg
7l Lrgs) < C <HfHng’p(R3) + 119l (re) + H—

8%1 WO2’p(R3)>'

Ainsi f — Vr appartient a € W, b (R?)LIP[1_3/,) et nous avons deux cas.

(i) Si 1 < p < 4, alors le théoréme 3.16 i) fournit I'existence de u € L"(R3), telle
que Vu € LP(R?) et 8‘97“1 e W, ""(R?), satisfaisant (3.89) et I'estimation

0
H’U,HLTQ(R:;) + ||V’u,||Lp(R3) + Ha—z

<C (”f ‘|ng’p(R3) + HV7T||W51”’(R3)>
WP (R3)

Jg
Wy P (R3)

<c (Hf g + lollscn + 52
Il est alors facile de voir que div u — g € LP(R3) vérifie (3.91). La proposition 3.6

81‘1

montre que div u = g.
—~1,
ii) Si p > 4, alors, d’apres le théoreme 3.16 ii), il existe u e W "(R3) satisfaisant
0
(3.89) et vérifiant
WO‘Q*‘“GR?’)) |

Remarque 3.35 Dans ce théoreme , I’hypothese sur la donnée ¢ est plus faible que
celle du théoreme 4.2 p 388 de [27] qui est, pour n = 3, g € LP(R?) N D, "*(R?).
Comme pour p > 3/2 les espaces Dy "P(R?) et W, "P(R?) coincident, cela signifie
donc g € LP(R?) N W, "P(R?).

dg

it K g, < C (Hf oo + lallzses + | 52

Remarque 3.36 1) Si 1 < p < 3, alors, d’apres le définition de ry et la car-

—~1,
actérisation (2.14), le champs de vitesses u appartient en particulier a WOP(R?’).
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Ainsi, la remarque 3.4 nous montre que

‘ l|im u(x) =0

au sens de la définition 3.3. En particulier, pour tout vecteur constant wu.,, le
v
7 €

couple (v = U+ Us, m) est I'unique solution de (3.82) vérifiant g—;’i € LP(R?), 5~

W, "P(R?), m € LP(R?) et

lim v(x) = U

|z| — o0
au sens de la définition 3.3.

2) Si 3 < p < 4, alors d’apres le lemme 3.5, la vitesse u est continue sur R? et
lim u(z) = 0.
|| — o0

Remarque 3.37 La remarque précédente et la proposition 2.2 montrent que finale-
—~1,
ment si 1 < p < 4, la vitesse w appartient a L (R?) N Wop(R3).

Nous allons maintenant montrer que certaines solutions trouvées dans le théoreme
3.34 ont une expression explicite. Observons que si (f,g) € D(R?) x D(R?) et
f; = div F;, alors (3.82) admet une solution (u,7) € C*(R?*) x C*(R?) qui peut

s’écrire explicitement,

00y 0
u; = B * Fyp + a—xi(g*g)’
oP;
W:a—le*F’]-k+g—771*g+Cijjk (3.98)
0? 0
= axjaxk (5 * ij) +9— (9_x1(5 * g) + Cijjk7

ou cjj sont des réels.

Proposition 3.38 Supposons que 1 < p < 2 et soit (f,g) € W, "P(R?) x LP(R?)
satisfaisant g—afl € Wgz’p(RS). Nous supposons, de plus que les conditions de com-
patibilités (3.93) et (3.94) sont satisfaites. Alors le couple (w,m) défini par (3.98)
est un élémént de € L™ (R?) x LP(R?) satisfaisant Vu € LP(R?), g—{; e W, ""(R?).
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Preuve : Puisque f € W, "P(R?) satisfait (3.93), alors grace & l'isomorphisme
(2.10), pour tout j = 1,2, 3, il existe un vecteur F; € LP(R?) telle que

fj = le Fj.

Ainsi, en utilisant un résultat prouvé dans [4] pour tout j,k = 1,2, 3, nous avons
Ex Fy € WiP(R?). Ceci entraine que oo ax (€ x Fy) € LP(R?). Montrons que
%(5 * g) € LP(R3). Pour tout ¢ € D(R?), nous avons

0
<8x1 (€% 9), o) rs)xpws)| = |(€ * g, aﬁ)DI(Rs)xD(RS)

0
= @%yxg*w»mmﬂumm%

dg
= |Gy € * Phwgrr o panss |

La condition de compatibilité (3.94) nous permet d’écrire

dg
‘(ax g*(p> 217

|

Exp+A)y,

(R3)x WP (R3) 2P (R3) X WP (R3) |

Il vient alors

0
’<8x1 (5 * 9) @)D/(RS)xD(RS

inf  ||Exp+ A

w2 (R3)"
Qp(RS) )\EIP[2 3/p/] 0 (R3)

Hafl

Dans [4], il est prouvé que

] f ’ < / .
,\ePl[Izl_s/p/] € QOHW(?”’ (R3) — Cllollzs (B?)

Nous en déduisons alors que

La fonction m donnée dans 'expression (3.98) est donc bien définie et appartient a

)
8x(5*g)

zc|

8.73'1

()_Z’p(RS)

LP(R?). Occupons nous maintenant de 'expression de w. Puisque g € LP(R?), alors
%(5 % g) € Wy (R?) € WPP(R?). Par ailleurs, pour tout j,k = 1,2, 3, nous avons
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3.4. Le probléme d’Oseen dans R3

Fi € LP<R3) - ne>0
1 < p < 2 et dans [20] pour le cas p = 2, nous avons 4 x Fip € Neso L1 Ea(R?’).

.-(R?). Utilisant un résultat prouvé dans [36] pour le cas

En partlcuher Oii 4 F; i appartient a wo: P(R3). Nous en dedulsons que le Vecteur U
donné dans (3.98) est bien défini et appartient & WP (R?). Le résultat d’existence et
d’unicité donné par le théoréme 3.34 i) nous montre que u € L™ (R3), Vu € L?(R3)
ct 24 c Wi'P(R). W

La prochaine proposition sera utile pour établir un résultat de régularité. Elle nous
servira aussi pour I’étude du probleme d’Oseen dans un domaine extérieur (voir
Chapitre 5).

Proposition 3.39 Soient p et q deux réels tel que 1 < p,q < oo. Soient ry =
ro(p,7y) et ry =1ri(q, ) les réels définis dans la définition 3.7. On suppose g =0 et
fe Wi (R3 N W (R?) vérifiant les conditions de compatibilité

VAelP 3 \V/[J, eIP 3/q'
[1=3/p']> [1-3/4'] (3.99)
<f A> 1 P(R3)x Wl ' (R3) <f IJ’> 1 4 ]R3)><W1 ey (R3) = 0.

(i) Si 1 < p,q < 4, alors le probleme (3.82) admet une unique solution (u,m) €
(L (R3) N L3 (R?)) x (LP(R3) N LI(R?)), telle que Vu € LP(R%) N LY(R?), 2% €
W, (RPN W (R?).

(ii) i1 < p < 4 < q < oo, alors le probleme (3.82) admet une unique solu-
tion (u,m) € (L™2(R%) N Wy (R?) x (LP(R®) N LURY)) telle que Vu € LP(R?),
du ¢ W, P(R?).

(iii) Si4 < p,q < oo, alors le probleme (3.82) admet une solution (u, ) € (W;p(R?’)ﬂ
Wé’q(R?’)) x (LP(R®*) N LY(R?)), unique a un élément de Ny pres.

Preuve : Les idées de la preuve sont les mémes que celles des preuves des théoremes
3.31 et 3.34. Si f appartient & W ?(R®) N W5 "(R?) alors div £ € W, *P(R%) N
W, 29(R?). Par (3.99), pour tout A € IPjy_3/,| et pour tout u € Pa_3/4| nous avons

(div f, A)yy = 0.

2 p(R3)><W2 84 (R3) <d1V .f> > 2 q(RS)XWQ . (IR3)
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L’isomorphisme de I'opérateur de Laplace (3.97), nous donne l'existence d’une unique
fonction m € LP(R?) et d'une unique fonction ¢ € L (R?) telles que

Am = Ay =div f.

La fonction m — 1 étant harmonique est donc un polynome. Mais le fait que © €
LP(R3) et ¢ € LY(R3) entraine que ™ = ¢ et, par conséquent, 7 € LP(R3) N LI(R?).
Ainsi f — Vr € Wi'"P(R?*) N W (R?) et satisfait

VA € ]P[173/p/]7 V[_l, < ]P[173/q/]7

<f - VW? )‘ >Wal’p(R3)>< W(l)’p/(R3): <f - Vﬂ_a 12 >Wal’q(R3)><W(1)’q/(R3): 0

Nous allons a présent utiliser la proposition 3.23 et nous avons pour cela trois cas.
(1) Si 1l < ¢ < p < 4, alors il existe un unique w € L™ N L"2(R?), tel que Vu €
IP(R%) N LAR?), 2% € Wi (R%) N Wi (R?) vérifiant

—A —=f-Vm 3.100
u+ e f T ( )
* Nl,
(i) Si1 < g <4 <p< oo, il existe un unique u € L2 (R3?) N Wop(R3) tel que
Ju e L(R%) et 2~ € Wi (R?) vériﬁantl(?).lOO). 1
(ifi) 4 < p,q < oo, alors il existe w € W, (R®) N W," (R?), unique & un vecteur
K € R? pres, solution de (3.100).

Maintenant, dans tous les cas, div u € LP(R3) vérifie

J(div u)

s =0 dans R®.

—A(div u) +

D’ou div w est un polynéme de LP(R3), c’est-a-dire div u = 0. W

Remarque 3.40 Si nous supposons g # 0, la proposition précédente reste vraie en
prenant g € LP(R3) N LI(R?), telle que 88—:;"1 € W, 2P(R?) N W, >9(R?) et satisfaisant
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les conditions de compatibilité

9
YA€ Py sq, (oo A

833 2’q(R3)><W(2)’q/(]R3) = 07
dg
Ve ]1:)[2,3/1)/]7 <8—l_l, /\>Wa2’p(R3)><Wg’p/(R3) = 0.

Nous abordons maintenant la résolution du probleme d’Oseen dans des espaces
de Sobolev avec poids anisotropes. Comme nous ne disposons pas d’une famille
complete d’isomorphismes de 'opérateur laplacien dans des espaces avec poids

anisotropes, nous recherchons des solutions explicites. Rappelons pour cela quelques
résultats sur la solution fondamentale. On suppose p > 2 et f € L} | (R3). Alors
pour tout £ = 1,2,3, Py* f; € L’i%é(RS) et V(Prxfr) € Lg’%(]RS). En d’autres ter-

mes, la fonction 7 = P, * f, appartient & Y, (R3). De plus, nous avons I’estimation

272
Imllze ,  @s) +1IVAlly @) < ClFlle | @) (3.101)
2°2 2°2 2°2

Rappelons que 7 satisfait
Am =div f.

Grace a la proposition 2.40, nous pouvons améliorer les estimations de (3.101).

Proposition 3.41 On suppose p > 2 et f € L} | (R3). Alors @ = Py x f, est bien

ol

1
2

défini et appartient a LP(R®), Vr appartient ¢ LY | (R3) et nous avons ’estimation
272
17 lle@s) + IVAllzy | @e) < CIF Nz | @) (3.102)
2°2 2°2

En d’autres termes, = appartient & X1%, (R?).
2

1
3

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant :

Théoréme 3.42 On suppose p > 2 et soit (f,g) € L} ,(R¥)x LY | (R?) tel que Vg €
272 272
LY [ (R3). Alors le probléme d’Oseen (3.82) admet une unique solution (u,m) €

rr (Rg) X Xl’p1 (R?), défini par (3.84), telle que Vu € Lp (]R3) € L (RB)

’ 890 8:):

M\H
M\H
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et a“ € LY | (R?). De plus, nous avons l’estimation
2’2

82
O0x;0z;

el o + IVl o + H

+ ||| v 1,
7, @) Haxl Il oo

)

Preuve : D’apres (2.29) et (2.30), l'espace, I”, ,(R?) x X% (R?) ne contient
pas de polynomes . L’unicité de la solution est czlgnc prouvéé.’ ’ Soit maintenant
(f.q9) € Lp (]RS) X Lq 1(]R:;) telle que Vg € Lp (R3) D’apres la proposition
341, m = Pg *x fy + g — P1 * g appartient a X}’pl (R3) Nous savons aussi (voir
o L 57%(]1%3). 11 vient
ol 7%(]1%3). Par ailleurs, le
fait que 7 € X% (R?) entraine que f — Vr € LA, ;(R3)- Le théoréme 3.26 nous

. 1 (R3) tel 2oi121e, Vv € L’SV%(R:)’), pour tout

donne 'existence d'un unique ve L’
2
i,j =12, b (RY) et 2 e L4, (R?) vérifiant

L” (R3)

< (I g 0 + Dol o0+ 19l
2'2

w\»—‘
w\»—t

(3.103)

[36]) que, pour tout 7,5 = 1,2,3, nous avons Ow * f] € ﬂ
alors que u; = O;; * f; + P; *x g appartient a ()

NI

33 33
—Av+ v _ =f-Vm
or;
Cela implique que w=u—v € (oo L, _(R?) et
Ow 3
—Aw+ —— = 0 dans R”.
3x1

D’apres la proposition 3.6, w est un polynoéme de L’il_e 1 (R3), avec € > 0 fixé. En
2 12

choisissant e suffisamment petit, par (2.29), nous en concluons que w = 0 et u = v.

L’estimation (3.103) se déduit facilement des estimations (3.102) et (3.67). W

Ce théoreme et les inégalités de Hardy établies dans le chapitre 2, nous permettent

de résoudre le probleme d’Oseen pour des données moins régulieres.

Théoréme 3.43 On suppose p > 3 et (f,q) € PR3 x LA 1(IR3). Alors, le

(R?) x Lg %(R?’), telle que,

Y, |

2’2
probleme (3.82) admet une solution unique (u, ) € L 1
’2
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pour tout i =1,2,3, 2% te L , (R3) et ‘9“ € Y, 'P(R%). De plus, nous avons
2’2

272

ou
8:62-

||U||LP R3) T +H7T||LP L ()

L’% (R3) ‘ ‘ (R3)

<0 (I g+l , )
2°2

Y,
3

[N
-
w\»—‘,s

Preuve : L’espace Lp 1(]R?’) X L’{ 1(]R?’) ne contient pas de polynomes et donc

I'unicité de la solution est prouvée. Supposons maintenant p > 3 et f € Yj{’p (R3).
2

Alors, d’apres la remarque 2.29, pour tout £ = 1,2, 3, il existe F, € L} ; (R?) t el que
27
fg =div Fg.

Définissons alors le couple (u,7) par I'expression (3.98). Puisque p > 3 et g €
L5 | (R3), alors pour tout ¢ = 1,2,3, (voir [36]) P; * g appartient a L% , (R?) avec
l’eQé’gimation H

[P * gl| v ®3) = Cllgllze (R3)-

3
20

M\»—A

1 (
' 2

w\»—A

En utilisant aussi la proposition 3.41, la fonction 7 appartient a Lf | (R3). Par
2’2

ailleurs, d’apres [36], nous savons aussi que 836” * Fj), appartient a Lp (]R3) et

satisfait

|

F.
a{ljk * Lk

<C
L LA
0.3
Nous en déduisons que u appartient a Lg 1 (R3). Ensuite, le résultat d’existence et
’2
d’unicité du théoreme 3.27 nous permet de conclure que Vu appartient a Lf | (R?)
272

et g, appartient & Y_ P(R%). M

wh—'
wh—'

3.4.3 Un résultat de régularité

Le but de ce paragraphe est d’établir un résultat de régularité. Dans un souci de
clarté, nous nous contentons du cas homogene, c’est-a-dire , g = 0. Nous allons

supposer que la donnée f est plus réguliere que dans le théoreme 3.34.

3

Théoréme 3.44 Soient p et q deux réels tels que 1 < q < oo, p > 3 et

%—F 5. Soient vy = ro(p,7) et 13 = 13(q,7) les réels donnés dans la définition 3.7 et
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supposons g = 0. Alors, pour toute fonction f € WYP(R*)N Wy (R?3) satisfaisant
VA€ ]P[1*3/q/]7 <f7 )‘> ng’q(R3)>< Wé‘q/(R3) =0, (3104)

le probleme (3.82) admet une unique solution (u, ) € L2 (R?) x (LP(R?) N LY(R?)),
telle que Vu € L(R?), aa—;‘l € W, "(R?). De plus

Pu  Ou 0
,— et Vme W;? R3 , 3.105
(9%3%- 8x1 ‘ m ! ( ) ( )
et on a [’estimation
ou 9%u ou
[ullzr: + [Vl pags) + || 5— s
81‘1 ng,q(Rg) 8@31}3 W(l)’p(]R3) 81:1 W(ll,p(Rg)

+ ||7T||vaP(R3) + 17| Lawsy < C([If ||W(1”P(R3) +|f ||W5174(R3))-
(3.106)

Enfin, nous avons les propriétés suivantes :
(i) Si1 < p <4, alors u e L™(R?) telle que Vu € LP(R3) avec l’estimation

w2 ms) + IVl sy < CUSF lywor gy + 15w rams))- (3.107)
.. . = 1p . .
(ii) Sid <p < oo, alors u € W, (R®), avec 'estimation
nf Yot Kllgie e < CUF lworge) +1F lwiags): (3.108)
Preuve : Remarquons tout d’abord que, puisque p > %, alors
Py s/ = {0}

De plus, d’apres la définition de ¢, nous avons 1 < ¢ < 3. Maintenant, si f appartient
a WIP(R?) N Wy (R?) alors

fe Wi"RY N Wi (R?).

112



3.4. Le probléme d’Oseen dans R3

Par conséquent, d’apres la proposition 3.39 il existe un unique (u,7) € L (R3) x

(LP(R*)N LY(R?)), telle que Vu € LI(R?), 2= e W, (R?). De plus, cette solution

vérifie :

(i) Si 1 < p <4, alors w € L™ N L'3(R%), tel que Vu € LP(R%) N LY(R?), 2% €

W, P (R%) N Wi (R?). 1

ey Qs 5 (T3 w P 3 Ou 3 Ou

(11)7311 4 < p < oo, alors ue LR N W, (R) tel que 2+ € LI(R’) et * €

W, 1(R3).

Il nous reste maintenant & montrer (3.105) dans les deux cas. Puisque f appartient
3

a WYP(R?), alors div f appartient a W; "?(R3). Par ailleurs, comme p > 5, les

polynomes de IPj_3/,) sont au plus des constantes, ce qui implique que
div f € Wy P (R?) LIy g1,

De plus, remarquons que }% # 1. Dans ce cas, l'opérateur de Laplace suivant est un

isomorphisme (voir théoreme 9.9 de [6])
A WPP(RE) — W (R LIP30
Il existe alors une fonction unique 1» € W,"?(R?) C LP(R?) telle que
Ay =div f.

La fonction m — v est donc un polynéome harmonique de LP(R3), c’est-a-dire 7 =
. Ceci implique que Vrr € WYP(R?) et f — V7 est un élément de WOP(R?) N
W (R?) qui satisfait

VA e IP[l_g/qq, <f -V, >\>W =0.

o P E X W (R9)
Le théoreme 3.28 nous montre alors que w satisfait (3.105). W

Remarque 3.45 Si nous supposons g # 0, le théoreme précédent reste vrai en
prenant g € LP(R3) N LI(R?), telle que ;—ai e Wy 2P(R3) N W, >%(IR?) et satisfaisant
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les conditions de compatibilité

dg

VA€ IP[Q—B/q’}; <8_:1:1’ >\>W0_2’Q(R3)><W(2)’QI(R3) = 07
dg

VA€ ]13[273/1)']7 <8:£1 ’ /\>WO*2YP(R3)XWS,I)’(R3) =0.

114



Chapitre 4

Le probleme stationnaire d’Oseen
dans R"

Dans ce chapitre, nous étudions a nouveau le probleme d’Oseen, mais nous le posons

maintenant dans R"™. Il s’agit alors de résoudre le systeme suivant :

Au+ 2 L Vr = f dans R”.
Oxy (4.1)

div u = h dans R".

L’objectif ici est d’étendre les résultats des théoremes 3.31 et 3.34. Plus précisément,
nous considérons des forces extérieures f appartenant & W{"’(R"), m € Z. Comme
dans le chapitre précédent, nous commencons d’abord par résoudre le modele scalaire
et nous utilisons ensuite les résultats obtenus pour résoudre (4.1). Dans une premiere

partie, nous analysons les relations qui lient le modele scalaire et le systeme (4.1).
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ON THE STEADY OSEEN PROBLEM IN THE WHOLE SPACE

TAHAR ZAMENE BOULMEZAOUD* AND ULRICH JERRY RAZAFISON T

Abstract. We deal with Oseen’s equations in the whole space. A class of existence, uniqueness
and regularity results for both the scalar and the vectorial equations are given. The use of weighted
Sobolev spaces for describing the growth or the decay of functions at infinity is at the heart of our

approach.
Key words. Oseen’s equations, weighted Sobolev spaces, unbounded domains, fluid mechanics.

AMS subject classifications. 76D03, 35Qxx, 35N05, 35A05, 35A08.

1. Introduction. The Oseen’s equations are a linearized version of the Navier-
Stokes equations describing a viscous and incompressible fluid in which a small body
is moving. The purpose of this paper is to study the Oseen problem in the whole

space R™, n > 2:

CoAu kS S r = f in R,
D (1.1)

div u = h in R".

Here the unknowns are the velocity vector w of the fluid and the pressure m. The data
are the viscosity v of the fluid, the external force f, the function h and the positive real
k. System (1.1) was proposed by Oseen (see [22]) in order to remove some physical
paradoxes of the Stokes system which corresponds to the case kK = 0. One of the first
works devoted to these equations is due to Finn [13]. Specifically, Finn treated the
Oseen’s equations in a three dimensional exterior domains when (1 + |x|)f is square
integrable and h = 0. He proved the existence of solution w such that (1 + |z|) 1w
is square integrable. Farwig in [12] proved, among other results, the existence of a
solution (u, ) of (1.1) when f € LP(R™)™ and h € W1P(R™). In that case the solution
(u, ) satisfies w € L} (R™)", 9;,0;uy, € LP(R"), &;w € LP(R™), i =1,2,...,n. In [14]
Galdi stated that if f € W™P(R™)", h € W™rLP(R™), m > 0, then the problem
(1.1) has a solution in W,"F*P(R™) x W,F"P(R™). In [10] Farwig investigates the
system (1.1), set in three dimensional exterior domains, in anisotropically weighted
L? spaces. The use of anisotropic weights seems to be a natural approach because
of the anisotropy introduced by the term 0;u. However, such an approach contains

some serious technical complications. The reader can refer to [19], [23] [11] [10], [6],

*Laboratoire Jacques-Louis Lions Université Pierre et Marie Curie, 75252, Paris cedex 05

(boulmeza@ann. jussieu.fr)
fLaboratoire de Mathématiques Appliquées, Université de Pau et des pays de 1’Adour, 64000,

Pau, France, (ulrich.razafison@univ-pau.fr)
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[5], [4] for existence results in anisotropic weighted spaces. To our knowledge, most of
the existing results in the literature concern the case f € LP(R™)™ or are around that
case. Several questions concerning the existence, the uniqueness and regularity of the
solution remain not treated, especially when the data f and h are slowly decreasing
or have a polynomial behavior at infinity. Among the results we present in this paper,
we shall prove that if f = (f;, ..., fn) and h satisfies the conditions

(1 + [[?)IH=m20m fi € LP(R™) for |u| < m,

(14 |&|?)Irl=m=0/2g1p ¢ LP(R™) for |u| < m+1,

for some integer m > 0, then Problem (1.1) admits a solution (u, ), unique up to a

class of polynomials, and satisfying

(14 |&|?)IHl=m=2/2gmy, e LP(R™) for |u| < m +2,

(14 |&|?)rl=m=D2g10 ¢ LP(R™) for |u| < m + 1.

In all the paper, we deal with following problem obtained from (1.1) by means of a
simple scaling argument
0
Au+22% 4V =f mR",
O (1.2)
div w = h in R™.

We are interested also in the scalar equation

“Au+t 288—;1 = f inR", (1.3)

which is intimately linked to the system (1.2). The relation between this scalar equa-
tion and the general vectorial system (1.2) as well as the relation between their fun-
damental solutions are discussed in section 3 hereafter. Observe for the moment
that Oseen’s system (1.2) can be formally decomposed into two problems: a Laplace

equation for the pressure

oh
Ar =div f + Ah —2—, (1.4)
8x1
and a scalar equation on each component of the velocity
3ui ~
—Au; + 2 = fi, 1.5
uit 25 =1 (1.5)

= om
where f; = f; — T Consequently, one must choose a functional framework which
.

allows the solving of both the equations (1.4) and (1.5) for several behaviors at infinity.
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The use of weighted Sobolev spaces turned out to be convenient for treating problems
in unbounded domains, and consequently seems to be the natural framework for
treating Problem (1.4) (see for instance [3]). The main difficulty here lies on the
choice of the weights since the convective term 2 Equation (1.5) induces an
anisotropic behavior of the velocity, while the pressure keeps an isotropic behavior as
in the Stokes problem. Another difficulty is due to divergence condition div u = h
which complicates seriously the problem. In section 3 we expose how the system (1.2)
can be treated by solving only the scalar equation (1.3) is a such a way that the
divergence condition is automatically fulfilled.

For all these reasons, we shall treat in a first time and independently the scalar
equation (1.3). We prove that there exists at least two kinds of solutions; tempered
solutions, which are tempered distributions, and quasi-tempered solutions which are
not necessarily tempered distributions. Only tempered solution are useful for solving
the vectorial system (1.2).

In a forthcoming paper, we will use our present results in order to solve the Oseen
equations in an exterior domain.

In the sequel, we set

0
T=-A+2—"—
+ 8.231
and
0
T = —-A —2—
8x1

The remaining of this paper is organized as follows
— Section 2 is devoted to a brief presentation of some basic definitions and properties
of weighted Sobolev spaces, used as a functional framework for solving both

the scalar and the vectorial Oseen equations.

In Section 3, the relation between the scalar equation (1.5) and the vectorial system

(1.2) is discussed. Some properties of their fundamental solutions are showed.

Section 4 deals with the scalar equation (1.5). Existence of solutions and the well

posedness of the problem are treated in several functional frameworks.

Section 5 is devoted to the study of the vectorial system (1.2). After giving a
characterization of the kernel of the system, we prove a complete class of

existence, uniqueness and regularity results.
2. Notations and functional framework.

2.1. Notations. In the sequel, n > 2 is an integer and p is a real in the interval
J1,400[. The dual number of p denoted p’ is defined by the relation 1/p + 1/p’ = 1.

We use bold characters for vector functions or distributions. For = (z1,...,x,) € R
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we set
2 2\1/2
r=le| = (22 + .. +22)2

Given a real «, we denote by [«] its integer part. For any k € Z, Py stands for the space
of polynomial of degree lower then k and IP’kA the subspace of harmonic polynomials
of P. If k is a negative integer, we set by convention P, = {0}. We recall that D(R"™)
is the well-known space of C*°(R™) functions with a compact support and D’'(R™) its
dual space, namely the space of distributions. We denote by S(R™) the Schwartz space
of functions ¢ € C*°(R™) with rapid decrease at infinity, by &'(R") its dual, i. e. the
space of tempered distributions, and by S;j(R™) be the space of all the distributions
u € D'(R™) such that e~ *1u € S'(R").

The Fourier transform of any complex valued Lebesgue integrable function u R :— C
is defined by

1 .
€)= Gy [ Oul@)e

where € € R”. If u € §'(R™) then its Fourier distribution & € S’(R™) is defined by
(ii, ) = (u, @) for any function ¢ € S(R™). The Fourier transform is an invertible
mapping of S(R™) into S(R™) and from S’(R™) into S’'(R™).

Given a Banach space B with its dual space B’ and a closed subspace X of B, we

denote by B’ L X the subspace of B’ orthogonal to X, namely
B'lX ={feB ,YwelX, (fv)=0} =(B/X)".

For any real a > 0, the Bessel kernel g, is defined as the function whose Fourier

transform is
Ja(€) = (2m) 21+ €)%,
The kernel g, can be expressed in terms of Bessel functions by the formula
9a(®) = Yal2| V2K 0y (|-

with 7, = (2m)~"/227%/211(a/2). Here ' denotes the classical gamma function and
K denotes the modified Bessel function of third kind. Since for any integer m > 0,

we know that

m
R E (m+k)! 1
Km+1/2(t) = %e 27
k=0
we deduce an explicit expression of g, when o < n and n — « is odd. In particular if
a =2 and n = 3 we get
1

(@) = grzre”
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More generally, we have

Ca
1+ |m|)(a+17n)/2

Ve € R, |go(z)| < Iz, 2.1
x lg (w)\_‘w‘n,a( e (2.1)

Hence,
go € WIP(R™) for s € R, 1 < p < 400 and (n — a)p < n. (2.2)

In the sequel, the notation a < b (resp. a ~ b) means that there exists a constant ¢
not depending on the functions such that a < cb.
2.2. Weighted Sobolev spaces. Some basic results. In the sequel, p denotes
the basic weight defined by
p(z) = (1+ )2 (2.3)

For 1 < p < 400, LP(R™) will denote the space of (equivalence classes of) all measur-

th

able functions that are p** power integrable on R™. This space is equipped with the

1/p
HU”LP(R") = </ |u|1"d1’) .
Rn

Given two integer m > 0 and k € Z, we consider the weighted spaces

norm

WW(R”) = {ue D/(R"); ¥ € N, |u| <m, O"u € LP(R")}
mPRY) = {ueDR"); Vue N |u < m, ptotu € LP(R"))
W?‘%R”) = {ueD'®R"); Ve N[ < m, g gy € 1R}

(") )

m,p Rn

Il
~—
<
m
)

R™); V€ N, |u| < m,e " pForu € LP(R™)}.

These spaces are equipped with the norms

lullwmogny = (32 [04ullZ gn))?
lnl<m
lulymr @ = (D 150" ull} )"
|| <m
lullwpogen = (32 5 Womal?, )2,
|u|<m
lullsgrr@ny = (Y lloFe ™ 0" ull}, gu)?
|| <m

The spaces WP (R), W;"P(R"™), V"*(R™) and H,"*(R™) are Banach spaces. The
space D(R™) is dense in W™ (R), in V,""P(R") and in W,"""(R™) (see, e. g., Hanouzet
[18]). We denote by W~ (R™), V__km’p/ (R™) and W__,:"’p/ (R™) the dual spaces of
WmP(R), W,"P(R"™) and V,""?(R™) respectively. They are spaces of tempered dis-
tributions. It is quite clear that the local properties of the spaces W, "”(R") and
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V,"P(R™) coincide with those of the Sobolev space W, "”(R™). We have also the

obvious identities
Vo P(R™) = WP (R™), V)P(R™) = WP (R™).

The spaces W;"?(R™) will play a particular role in this paper. For a detailed study
of the spaces W,""”(R"™), we can refer to [3], [18] and [20]. In this paper we need the

semi-norm

1/p
|U\W,;"~P(Rn) = Z HpkauuHLP(R")
|ul=m
and the Green’s formula
1.p mon 1,p " U ov
Vu € W P(R™), Vv e WP (R"), o, vdr = — . ua—xidaj, (2.4)

where 1 <i<n, 1 <p< +oo and k € Z. We have also the inclusion
P, Cc W"P(R™), ifl<m-—n/p—k. (2.5)
In what follows, the space W,"”(R™) will be considered often in the case
n
;+k¢ {1,...,m}. (2.6)

Indeed, this condition is sufficient to get some Hardy’s type inequalities. Namely, if
(2.6) is fulfilled, then (see [3])

Vu € WP (R"), Ai&,f [lw—+ )‘”W,l”‘p(R") S |U|W,zn”)(]R")>
jl

where j/ = min(m—1, j) and j = —[k+n/p—m]—1 is the highest degree of polynomials
contained in W,”"”(R™). If (2.6) does not hold, namely if %+ ke {1,..,m}, then
similar inequalities can be obtained by a adding a logarithmic factor to the weights in
the definition of W, ""”(R™) (see [3]). In that case, all the forthcoming results remains
valid provided some minor corrections are given.

We have the following algebraic and topological inclusions (m > 0)
VPP(R™) € WPP(RY) € W PP(R™) € . € WP (R™). (2.7)
For any p € N, the mapping
ue WP(RY) — oty e W M7 (R (2.8)

is continuous (see [18]).
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The spaces W,""”(R™) turned out to be adequate for treating several elliptic prob-
lems in unbounded regions of spaces and for several kinds of behavior at infinity (see
[3], 2], [7, 8], [16, 17]). Let us recall some basic but fundamental results concerning
the Laplace equation in whole the space (see [3]):

THEOREM 2.1. Let m € Z and { € N*.

1. Ifn/p & {1,....0 + 1}, then the operator

A Wv;r@anLp(Rn)/P[%-i-l—n/p] = W:nn:ZLp(Rn)v

is an tsomorphism.
2. Ifn/p’ € {1,...,£+ 1}, then the operator

A WP R = WP (RY) LR

s an isomorphism.
3. If n/p' #1 and n/p # 1, then the operator

A WitEP(R™) L Py — WETHP(RY) L Py

m

s an wsomorphism.

3. Relation between the scalar and the vectorial Oseen’s equations.
Properties of the fundamental solutions. Our purpose here is to discuss briefly
the relation between the scalar equation (1.3) and the vectorial Oseen’s system (1.2).
Indeed, the difference between the equation (1.3) and the system (1.2) seems to re-
inforced by the presence of the pressure 7 and the divergence equation div u = h.
This difference appears also in terms of the fundamental solutions. However, there
is a simple method for solving the system (1.2) by solving the equation (1.3) and
the Laplace equation, in such a way that the divergence condition is automatically
fulfilled. This method reveals that the fundamental solutions are intimately linked by
a simple relation.

Formally, let 6 and s = (sq, ..., s,) be solution of the Laplace equations

AO = h in R, As:f+V(hf2ﬁ) in R™.
83?1

Consider in addition a vector function ® = (®y, ..., ®,) whose components ®;, 1 <

i < n, are solution of the scalar equations T®; = s;. Then the pair (u, ) defined by

= VO+ AP - V(div ®),

m = div s,

is solution of the system (1.2). In other words, the existence of solutions of (1.2) can

be obtained by treating the Laplace equation and the scalar equation (1.3).
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On the other hand, concerning the fundamental solution (O, ;,e;) of (1.2) we know
that

32
Oij = (05A~5—5—)p
0 Y

Here, i,j = 1,...,n and ¢ satisfies Ty = & where £ is the fundamental solution of
the Laplace equation. It is well known (see for instance [14]) that the fundamental

solution O of the scalar equation (1.3) in R™ is given by
O(z) = (2m) " ?|z|' /2™ K, 51 (|)).

In particular, if the dimension is odd, namely n = 2m + 1 (m > 1), then

m—1
1 1 _ (m+k—1)! 1
- - z1—|z|
O@) = 3 G o kz:% Kl(m —k — 1)! 2z])F’
Thus
1 1 emr—lel
B -1 ifn =3
O(z) 5¢ ifn=1, O(x) yr— ifn=3

In order to clarify the relation between (O;;,e;) and O it is convenient to use the
notions of Riesz transforms (see for instance [24]). Recall that the Riesz transforms
of a function u € LP(R™), p > 1, are defined by

where E\u and 4 denote the Fourier transform of R;u and u respectively. Among the
properties of the Riesz transforms let us recall that R; preserves the class LP(R™) and
satisfies

0%u

z J

Consequently the relation between (O;j,e;) and O is summarized in terms of the
Riesz transforms as follows

LeEmMMA 3.1. For each i, j <n,

Since R; maps L?(R?) into itself, one can easily get some properties of O;; from those
of O. Let us display some of them. We state the following proposition whose proof is
given in appendix A.

PROPOSITION 3.2. We have
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(a) Ifn=3, then O € LP(R?), 2 < p < 3.

(b) Ifn=3, then O — g5 € LP(R3), 2 < p < +00.
() Ifn=4,0—gy € LP(R*), 2 < p < 4.

(d) Ifn=5, 0—gye LP(R%), 2<p<5/2.

Assertions (b)-(d) allow to decompose the convolution O * f of the fundamental solu-
tion O (or O;;)) with any function f into the sum go * f + (O —g2) * f. The advantage
of this decomposition is twofold; Firstly, as stated in Proposition 3.2, the function
O — g- has a better behavior than O. The second advantage lies in the fact that gs *u
belongs to W2P(R") if u belongs to LP (see Lizorkin spaces in section 4.1 hereafter
or in [9]).
The proof of the following corollary stems from assertion (b) of Proposition 3.2.
COROLLARY 3.3. Ifn =3,1<p <3 and 2 < q < 400, then O, O;; €
LP(R3) + L4(R?), i,j = 1,2,3. In appendix B, a proof of the following corollary is

given
COROLLARY 3.4. Let f € LP(R3), 1 <p <2 andn = 3. We set
3 .
. » P ifp<3)2 .| B iriep<e
Pio= g p=4q 3% ,py=q P L
p +00 if3/2<p<2 too  ifp=1
Then,

(a) Ox f € L"(R3) for each r, pi < r < p5. Moreover, if p # 3/2 and p # 1, then
O f € L"(R®) with r = p5. In all the cases,

1O+ £

rr@®e) S f e we)-
(b) Ox f = hy + hy with hy € L"(R3), p; <r < p}, ha € W2P(R3) and

il ey + [[h2llwze sy S (1 ll2e@e)-
(c) If1 <p<3/2, then O * f = hy + hy with hy € LY(R3) and hy € W*P(R3) with
(p+3)p

3—2p

The same assertion remains true if O is replaced by O;;, 1 <1i,j < 3.

4. The scalar equation. Here we deal with the scalar equation
ou
—Au+2— = f in R". 4.1
=1 (41)
A first approach for treating this equation is based on a simple but efficient idea. It
consists to rewrite Equation (4.1) in term of the new unknown w(z) = e *tu(xz).

More precisely, Equation (4.1) can be written into the form

—Au+V¢.Vu = fin R",
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where ¢1 = 21, and therefore V¢ = 2e;. Hence, let us consider the more general

equation
—Au+V¢.Vu = fin R",

with A¢ = 0. Setting w(x) = e~ ?(*)/2y(x), then w satisfies the usual elliptic equa-

tion:

—Aw + a(z)w = F; in R", (4.2)

1
with a(z) = Z|V¢|2(m) and Fi(z) = e=?®)/2f(x). The scalar equation (4.1) corre-
sponds to the case ¢(x) = 2x;1. In this case, we get the classical equation

—Aw+w = F; in R™. (4.3)

The main advantage of this new formulation is that the anisotropic character of equa-
tion (4.1) has disappeared . However, as we shall see, the solutions obtained by this
method could be different from those obtained by dealing directly with the equation
(4.1). This difference is mainly due to the fact that the space of tempered distribution
S’(R™) is not preserved under multiplication by e™*1.

These considerations lead one to distinguish two kinds of solutions of (4.1); tempered
solutions, which are tempered distributions, and quasi-tempered solutions. A solution
w of (4.1) will be called quasi-tempered if e~%1u € §'(R™). Quasi-tempered solutions
are obtained by solving (4.3). As we shall see, when a quasi-tempered solution ex-
ists it is unique. The uniqueness is lost in general with tempered solutions which
are obtained by dealing with equation (4.1). It is worth nothing that only tempered
solutions of the equation (4.1) turn out to be useful in the treatment of the vectorial
Oseen’s system (1.2).

Remark (Relation with the Laplace equation). Let u € S;(R™) be a solution of
(4.1) and set w = e~ *1u. Consider the finite measure py defined by up = (27)"/26 —
(2m)"/2gy(x)dx, with §y the Dirac measure at the origin. Let fis be the Fourier
transform of ps. We have fia(€) = |€]2(1 + |€]?)7! =1 — (1 + [€*)~. Next, let
v € §'(R™) be solution of the Laplace equation —Av = e~ **f = F in R"™. Then,
on the one hand, we have |£|?0 = F. On the other, since —Aw +w = F, we
get B(€) = (1+ [€P) 1. Thus, w(€) = 12(€)0, and w(®) = (2m) /213 + v(z) =
(2m)~"/2 [ v(z — y)dpo(y). Namely, w = v — go xvand u = €”' (v — go * v) =

(27) ="/ 2e® g v

4.1. Quasi-tempered solutions of scalar Oseen equation.. Our aim here
is to show existence of quasi-tempered solutions of the scalar Oseen equation (4.1).

The main result of this paragraph is the following
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THEOREM 4.1. Let m, k € Z be two integers and p > 1 a real. Then, the operator
T - HZH-Q:P(RTL) . HZ%PG&TL)

is an isomorphism.
PROOF OF THEOREM 4.1

Firstly, observe that the mapping

T

vi—w=e ‘v

is a isomorphism between H; "’ (R™) and V;/"?(R™). Moreover, in the sense of distri-

butions one can easily prove that
Tv=¢e" (I — A)e "tu.

This remark allows one to deal only with the operator I — A. We start with the
following lemma.

LEMMA 4.2. Let k > 0 be an integer and p > 1 be a real. Then, the operator
I—A @ WSP2P(R™) — WHP(R")

is an tsomorphism.
Proof. We need the following identity (see [9])

L7TP(R") = W™P(R™), Vm €N,
where £7P(R") is the Lizorkin space defined by
L™P(R") = {ueS'(R"),u=gn*v,0e€ LP(R")}.
In terms of Fourier transform, the unique solution of the equation
(I—-A)w=h,
is given by w = F1((1 + |¢*) "L F(h)) = F~1(g2F(h)). Hence,

h e W™P(R") & h € L™P(R™)
& (§m)~'h € F(LP(R™))
& (Gm) 1 (g2) 1w € F(LP(R™))
& (Gmy2) "1 € F(LP(R™))
& w e WP (R™Y). (4.4)
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LEMMA 4.3. Let k € Z and m € Z be two integers and p > 1 a real. Then, the

operator
I—A : VPPPP(RY) — VPR

is an isomorphism.
Proof. We know that the operator I — A is one to one from S’(R") into S'(R™).
Hence, for F' € V""" (R™), there exists a unique w € S’(R™) such that

—Aw +w = F in R™.
Suppose first that £ > 0. Let us prove by induction on k the following
FeVM»R") = (w e V2P(R™) and HwHV,f"’(R”) N ||f||Vk?=P(]Rn)) (4.5)

The latter follows immediately from Lemma 4.2 when k& = 0. Suppose that (4.5)
holds for 0, ..., k and suppose that F € Vkojrpl (R™). Necessarily w € V7P (R"). Setting
k+1

w = p"T w, we prove easily that

— AW+ D = pFTIE — VMLV — (AP Hw.

The right hand side belongs to LP(R") since w € V,f’p(R") and |0%pF| < pF-lel for
any multi-index . We deduce that @ € V3P (R™), and, consequently, w € V,ffl(R”)

since

Via| <2; [0%w| S Y (oMo ral s Y e Mo,

v|<2,v<a v|<2,v<a

This ends the proof of (4.5). Similarly, let us prove by induction on k > 0 the following
Fe V%P R") = (w € VZP(R") and HwHVf;f(Rn) S Hf”vf;f(]Rn)) : (4.6)

The latter holds clearly for k¥ = 0. Suppose that it holds for 0,...,k and let F €
VOP (R™). Setting F = p~*"'F e LP(R"), w = (I — A)"'F € VZP(R") and
h=w—p " 1w, we get after few calculation

—Ah+h = (Ap"Hw 4+ VL va.

The right hand side of the last identity belongs to Vf}f (R™). From induction hypoth-
esis we deduce that h € VZP(R™) V2P (R™). Tt follows that w € VP , (R") since
Pt e Vf’kpil(]R"). This ends the proof of (4.6).

At this stage, the assertion of lemma 4.3 is proved when m = 0 and k € Z. Now,
suppose that m > 1, and let w € §’(R™) be the unique solution of —Aw + w =
F with F' € V""’(R™). Then, for each multi-index «a, |a| < m, 0w satisfies
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—A(0%w) + 9°w = 9°F € VP(R™). Hence, 9°w € V,2P(R") for each a, |a| < m.
We conclude that w € Vkmﬁ’p(IR”) which ends the proof of Lemma 4.3 for m > 0.
The proof for m < —2 is based on a classical duality argument. It remains to treat
the case m = —1. Let F € V, "P(R") for some k € Z. Then, F € V *P(R").
Hence, there exists w € Vk0 P(R™) such that —Aw+w = F (here we used the result of
lemma for m = —2). Since in addition, &;F € ‘/,:2”’(]1@‘)7 i=1,...,n, we deduce that
dyw € VIP(R™), i = 1,...,n since —A(diw) + d;w = &;F. Hence, w € V'’(R"). B

4.2. Tempered solutions of the scalar Oseen equation. Our aim here is
to look for solutions of the equation (4.1) which are tempered distributions. In the

sequel, for each integer m € Z, we consider the space

= 0 -
WP (R™) = {u € W™P(R"), a—;‘l e W 2P(R™)},

equipped with the norm

U

b 1/p
_ p p
Julls oy = { ey + I By

When m > 0 and k € Z, we set W:;"’p/ (R™) the dual space of len’p(R”). Clearly,

we have the imbeddings
W (R =W (R =W (R,

In what follows, Qj denotes the sum Hj +P;_1, where H) is the space of homogeneous
polynomials of degree k& and depending only on o, ..., x,. We denote by Q; (resp.
Q, ) the subspace of all the polynomials p € Q, satisfying Tp = 0 (resp. T*p = 0).
Notice that the mapping p(z1, 22, ..., xn) — p(—21, T2, ..., Tn) is one to one from QZ
into Q, . We have the lemma

LEMMA 4.4. Let m >0, 1 < p < 400 and k € Z such that k +n/p € {0, ...,m}.
A function u € W;"’p(R") satisfies Tu = 0 if and only if u € QF with £ = —[k +
n/p—m] —1. Proof. If uis a tempered such that Tw = 0, then (|£]? —i&1)a = 0.
Since |¢|? — i&; vanishes only at ¢ = 0, we deduce that u is polynomial. If in addition
u € W,T’p(R") than necessarily belongs to Q,. O

THEOREM 4.5. Ifn/p # 1 and n/p’ # 1. The operator

T Wy P(R™) /Py — Wy "P(R™) L Py

s an isomorphism.
THEOREM 4.6. Let m > 2 be an integer and suppose that n/p # {1,...,m}, then

the operator

T WP RY/Qf,y — Wo P (RY)

[m—n/p
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is an isomorphism.

THEOREM 4.7. Let m > 2 be an integer suppose that n/p’ # {1,...m} and
n/p # {1,2} if m is even and n/p # {1}. Let Wo_m+2’p(R") LL Pponyp be the
space of all the functions u € Wamﬁ’p(R”) satisfying the conditions

Vp € P[m—Q—n/p’]a <U,p> = 0,
u
VD € Prn/os (5 =
pe [m—n/p’']» <8x1’p>

Then, the operator
T: Wy ™2P(RY) LL Pl np) — Wo ™P(R™) L Pl e

is an tsomorphism.

By duality and transposition, Theorem 4.6 yields
THEOREM 4.8. Suppose that m > 2, 1 < p < +oo and n/p’ # {1,...,m}, then

the operator
T W07m+2’p(Rn) _ Wamm(Rn) L Q[_m—n/p’]

is an isomorphism.

The following proposition plays a prominent role in the proof of theorems 4.5-4.6,
PROPOSITION 4.9. Let 1 < p < 400, m > 2 such that n/p & {1,...,m}, and set

¢ =min(m — 1,[m —n/p|). Then,

inf |ju+ ql|= < b gy + |25 s,
7€Q, Wo (&) o~ HWGRE(RY) T g w2 P ()

for each u € WP (R™).
PROOF OF PROPOSITION 4.9

u
Observe first that the semi-norm [u]y, p = |ulwme@n) + |87|Wm—2,p(]Rn) is a norm
r1 0

on WP (R™). Indeed, if [t} = 0, then |ulymr@ny = 0. Hence, u is a polynomial.
Since u belongs to W™ (R™), its degree is necessarily less or equal to ¢. Moreover,
since 87;1 belongs to Wg”_Q’p(]R"), the degree of a—;l is less or equal to £ — 2 =
min(m — 3,[m — 2 — n/p]). Hence, u € Qy.
Now, let us prove that this semi-norm is equivalent to the norm I/IN/(;” P(R™). We need
the following lemma (see [3])

LEMMA 4.10. Let k € Z and s > 1 be two integers such that n/p+k # {1, ..., s}.
Let ¢ = min(s — 1,[s — k — n/p]). Then, the semi-norm |v|ys»gn) defines on

W.P(R™) /Py a norm which is equivalent to the quotient norm.
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Suppose first £ > 0, then from Lemma 4.10 it follows that

m—2, n .
Yo € WIEP (R, igﬂg\|v +C||W5n—2,p(Rn) S ‘U|W3n—£,p(Rn), (4.7
m—~L—1, n
T € Wy TP R™), [[0lly-e-t gy S [Wlyyn—t-tnggny: (4.8)
”/'Z,P n : _ <
Vo € efm(R ), qégil [v Q||ijm(w) ~ ‘Ulwfﬁfz(ﬂw)a (4.9)

Now, let P}, k being an integer, be the space of all the polynomials of degree less or

to ¢ and depending only on xo, ..., z,. Namely, if £ > 0,
e = Hy+ ...+ Hj.

If k <0, P, = {0}. We shall use the following Lemma.
LEMMA 4.11. Let m, £ and p be as in Proposition 4.9. Then,

inf || ||W N | \W || Ou ||W
11 u 4+ m, n u m, n - m—1, n
4eP, allwg?(Rr) S TP (R y + 9z, W3 Lp(Rn)

for each u € WP (R™).
Proof. (of lemma 4.11) For each k > 0, we set

Ak = {,LL = (0,/12, ) ,U'n)7 |H" =M+ .+ py = k}
The proof of lemma 4.11 is based on an identification between the space Hy, & > 0,
and RCA(AL) by way of the mapping
q € Hy —> (0"p)uen, € RO,

Now from Lemma 4.10, we can write

inf ||u+ m.ppny = Inf inf ... inf ||Ju— +pr_1+ ...+ m.ppn
geP, || QHWO P(R") peCH, pe_1€H,_ | poCil, || (Pe + Pe—1 100)||W0 P(R")

ou

< ' Koy — OH _ gy

S mf . b D 1190 = 0 (pe e+ 1)l vy + =g o
BEAL

Since the polynomial p; € Hj can be identified to the constants (O p, |u| = 1), it

follows that

2 : Ju
inf eee lnf 3“u — a# + “ee + m—1, n + —_— m— n
pe€H  pieH] e | (pe pl)”Wo DP(R™) I 0x1 ”Wo H(Rn)

ou

< inf ... inf Mu— M (pe+ ... + m—1pmny + || =— [lprm—1mn

S juf, .. nf, > lloHu—o*(pe p2) w1 @) II&C1 =1 gy
HEA2

More generally the polynomial p;, € H) can be identified to the constants (0" py, |p| =

k). Then, by repeating the argument we deduce that

f < ou
qlélm [+ QHW(;”'F'(]R") ~ ‘MW&””’(R") + ”%HW(;"_M’(R")’
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which ends the proof of lemma 4.11.
Now, since the space Qg can be identified to the product P, x z1P;_o, we can write

for each u € WP (R™)
plerlég l|u— PHVV'(;M(Rn)

= inf U — T
(p1,p2)€P) X1 Py_s | (p1 +p2)||wo P (R7)

ou 8p2
= inf u— + m.ppny + || =— m— "
T SR (LRt R ] e [Coy e
Now, using Lemma 4.11 and the fact that the mapping p — 8—5 is one to one from
x1Py_o into Py_o, we get
len(g flu— pHW[;n,p(Rn)
Ip2 ou 8p2
< m.p R inf — " — = m— n
S (oo + ot {125 = P2 togany + e = 52 -2

< (lulwpr e+ inf nﬁﬁ—pnnhl +n93—pnm4
~ WO (]R ) pEszz 6{131 WO 3P (]Rn) 81'1 WO =p(R7l) .

Observing that

ou ou
152, ~ Pllwg 7@y = Hax — Pl 2PR,L)+\(% S

o
Hj—prm 2P(Rn)+\az w10 ny (4.10)

and, from Lemma 4.10,

ou ou

inf _pHW(j"_2*”(R") ~S |87331|W0"“2‘p(R")’

pEPy_2 Haixl

we deduce that

- < ou
qlean |lu + (I”’V‘V’Jn,p(Rn) = |U|Wom"p(R") + |87x1|wo’"—2,p(Rn),

which ends the proof. W

PrOOF OF THEOREM 4.5
T is clearly continuous from Wol’p(R")/IP’[l,n/p] into Wo_l’p(]R") L Py Ttis
also injective, thanks to Lemma 4.4. Let us prove that it is onto. Let f € Wy "P(R™) L
P{1—n/p)- Then, according to Proposition 4.1 of [3] and since n/p’ # 1, there exists a
vector function w = (w1, ...,w,) € LP(R™)™ such that div w = f. We set

z=F"1 ((|£|2+i§1 1}“f Z]—‘ 1 <|£|2 +2z£1]:wk>

=1
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We use the following multiplier theorem due to Lizorkin [21] (see also [14], Lemma
4.2 Ch. VII)
LEMMA 4.12. Let j, k € {1,...,n}. The operators

_ &€ _ &
h — L LAY . = ) h — > _ rp
d (|§|2+2sz)’ d <|s|2+2z£1f>’

are continuous from LP(R™) into LP(R™), 1 < p < +00.

Hence, for each j < n, we have

% _ - -1 gjgk n
o, = ;}‘ <§|2+2i§1fw’“> e LP(R"),

and
IVallLr@n) S llwllze@ey S 1flly-10@n)-

LEMMA 4.13. (see [3]) Let h € D'(R™) such that Vh € LP(R™), with 1 < p < +00
and p # n. Then, there exists a constant K such that h+ K € Wol’p(R") and

I+ Kl gy S 1Al 2oy

From this lemma, it follows that there exists a constant K, such that z + K €
Wy (R™) and

2+ Kl gy S 192 0z@n) S 1l -

We set u = z + K. Then, u € WP (R") and satisfies

ou 0z
—A 2— = —-A 2— = f.
ut 6‘951 at 8951 f
In addition,
Ou _ —L,p/mn
27 = f + AU (S WO (R ) J_ IE13[1,71/I)/]7
81’1

since the range of the Laplacian A : W) P(R") — Wy "P(R") is nothing but
Wo_l’p(R”) 1 P[lfn/p’]- |

PrOOF OF THEOREM 4.6
We start with the lemma
LEMMA 4.14. The operator T : Q1o — Py is onto.
Proof. If £ =0 and p = c € P, = R, then p = T(%cwl). Suppose that £ > 1 and let
p € Py. Set

1 [
q= f/ p(t, za, .., x,)dt.
2 /o
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Then, p —Tq € Py_;. The proof is ended by applying the hypothesis of induction. B
LEMMA 4.15. Let m > 2 and and set { = [m — n/p]. Let T* be the adjoint

operator of T : WP (R")/Qp — W 3P(R")/Py_y . Then, T* is injective.

Proof. The adjoint operator T* is defined from Wo_m+2’p/ (R™) L Py_s into ng’p/ (R™) L

Qy as follows:

Yu € Wy ™ (R L Py, Yo € WIP(R™) (T*u,v) = (u, T).

0
If T*u = 0 then —Au — Q—U = 0. Since u is a tempered distribution, and using the

same argument of lemma 43211, we deduce that u is a polynomial. Further, u = 0 since
Wy e "(R") contains only the trivial polynomial.
O

LEMMA 4.16. Let m > 2 be an integer and set £ = [m — n/p]. Suppose that
n/p # {1,...,m}, then the operator T : WI"P(R")/Qy — W 2P(R™)/Py_y is an
isomorphism.
Proof. The linear mapping T is clearly bounded. It is also injective; indeed, let
u € Wén’p(R”) such that Tu € Py_5. According to lemma 4.14, there exists 0 € Q,
such that 70 = Tu. Hence, T(0 —u) = 0. Thus, by virtue of Lemma 4.4,  —u belongs
to Qp and u € Q.
Let us prove that the range of T is a closed subspace of Wy~ >?(R™)/P;_,. Let a be
an arbitrary multi-index such that |«| = m — 2. Then, according to lemma 4.12, we
have

0%(Du)
| W | Lr(Rn)

1F = (&& F 0wl o ey

_ & o
(M 1(|‘§|2+7J2i§1]:T6 u)|| Lr@&n)

10T ul| Lo &m)

|TU|W5H72,;;(R,L)

AR IANRYAN

1Ty gy e,

0(D*u)
[ECCRIT I

|F~H (& F0%u)|| Loy

- &
F M g FOOTU)|| Lo

||3aTu||Lp(Rn)

AN N

ITullyyem =22 @y e,y

Hence,

|U|WOmm(Rn) S ||Tu||Wg"’2’p(]R<”)/IP5_2

Combining with Proposition 4.9 gives

||u||Wg’”’(R")/Qz S ”TuHWS”_Q”’(]R")/PZ,Q'
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We conclude that the range of T is a closed subspace of W~ *?(R™)/P;_5. By means

of the Closed range theorem of Banach, and since the adjoint of T' is injective, we

deduce that this range is nothing but the whole space WJ" ™ *?(R™)/P;_,.
Theorem 4.6 stems directly from Lemma 4.14 and 4.16.

Proof of Theorem 4.7
Firstly, let u € W07m+2’p(R”) L1 Pyy_ryp). Then, for each p € Ppy,_yy/p), we

have

Hence, Tu € Wy ™P(R"™) L P,_y, /). On the other hand, Theorem 2.1 asserts that

the operator
A WP (R /Prn—ngp) — Wg" 27 (R™)/Pp—gn/p),

is an isomorphism if m > 2 and n/p’ & {1, ..., m}. It follows that A* is an isomorphism
between ng’p/ (R™) /Prag—n/p) and LY (R™) for k > 1 and n/p’ & {1, ..., 2k}. By dual-
ity and transposition A¥ is also an isomorphism between L?(R™) and W, **?(R™) L
Pok—nsp)- Let A7F be its inverse. From theorem 4.6, we know that 7' is an iso-
morphism between Wg’p(R”)/Q[g_n/m and LP(R™) if n/p ¢ {1,2}. Moreover, it is
quite clear that A* is a continuous operator from WOQ”’(R”) into WJ%W’Z)(R") 1L
Pok—2-n/p)- The operator AF o T71 o A=F is well defined and continuous from
Wy PP(R™) L Pl _nyp into Wy 2 2P(R™) L1 Ppag 5 sy (here T71 is from
LP(R™) into W(]Q’p(R”)/Q[Q_n/p]). Moreover, T'o(AFoT~1o A=) = I, we deduce that
T, considered as an operator from W, 2*F#P(R") 11 Plok—n/p into Wy kP (R L
Plok—n/p), is onto. It is also injective. It follows that is an isomorphism, thanks to
Banach Theorem.
|

5. The Oseen system in R". In this section, we consider, the nonhomogeneous
Oseen problem: Given a vector field f and a function h, we look for a solution (u,)

satisfying

Au+29% L Ve F e
da1 (5.1)

div u = h in R".

We start with a characterization of the kernel of the operator (u,p) — (Tu +
Vi, div u).
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PROPOSITION 5.1. Let m > 1 be an integer, and set £ = —[n/p —m] — 1. Then,
(u,7) € WIP(R™M)™ x W™ VP(R™) s solution of (5.1) if and only if (u,m) € N,

where

Ny = {(Mz) € (Q)" xIP?_l;—A/\+§7’\+w:0, div,\:o}_
1

Moreover, a pair (X, u) belongs to Ny if and only if there exists a vector function
D = (®q,...,P,) € (Pry2)" such that div ® € Qpy1, (A0T)P; =0, i=1,....,n, and

A = A® - V(div ®)
(5.2)
po= T(div ®).
PROOF OF PROPOSITION 5.1
Let (u,n) € 8'(R™) x S'(R™) be a solution of (5.1), with £ = 0. Then taking the

divergence of the first equation of (5.1), we obtain
Arm = 0.

Thus, 7 is a harmonic polynomial. Now, we have

ou

It follows that

€12 (1€]? — i) a(€) = 0.

Hence the support of 4 is included in {0} and consequently w is a polynomial.  If
in addition w € W_™P(R")" and 7 € W~ "P(R"), then necessarily u € (Q)" and
T E ]PeA—r This ends the proof of the first assertion of the proposition. Now, according
to the Lemma 4.14 there exists a polynomial r € Q41 such that Tr = 7. The vector
function u+ Vr belongs to (P;)". Hence, there exists a vectorial function ¢ € (Pgy2)"
such that A = u+ Vr (since APy o = Py). Furthermore, by applying the divergence
operator to this identity one deduces that the function s = div ¢p — r is a harmonic
polynomial, and consequently belongs to P2, ;. Since div (P£,;) = P{ (see [15] or [1]),
there exists a polynomial @ € (P2 ,)" such that div @ = —s. Set ® = p+6 € (Pri2)™.
Then, div ® =r, A® = Agp. It follows that u = A® — V(div ®) and = = T'(div ®).
Since Tu; + 0;m = 0, we deduce that A(T®;) =0, i = 1,...,n which ends the proof of
(5.2). The converse is straightforward. Indeed, let ® = (®4,...,®,) € (Pr12)™ such
that div ® € Qp11, (Ao T)®; =0, i = 1,...,n, and consider the pair (X, ) given by
(5.2). Since TQy11 = P, then obviously we have p € P2 . Moreover, A® € (Q,)"
since A® € P} and

0(A®P)

0x1

=TA® + A’® =A’PcP}, N
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Let us notice that Ny = {(0,0)} if £ < 0, Np = Rx {0} and N'; = Q] x R. Our first
existence result is for f € W5 '"P(R") and g € LP(R"). Note that a different proof of
the next theorem, in the particular case n = 3, is given in [4].

THEOREM 5.2. Assume n/p #1 and n/p’ # 1.
Let fe ng’p(R”)LIP’[l_n/p/] and h € WP (R™) satisfying

Oh

VQ S P[Q—n/p’]? <

Then the Oseen system (5.1) has a unique solution
~ 1,
(u,m) € (WOP(R") X LP(R™)) /N 1_n/p). Moreover, the following estimate holds

Aeﬂ)i[?_fn/p] [|w+ AHWOLP(Rn) + 7l rrn) S (H.f”wglﬂp(]}gn) + ||h||ngP(]Rn)) - (5.4)

PROOF OF THEOREM 5.2
1) Consider first (u,m) € Wép(R”) x LP(R™). Then —Au + 259—;‘1 +Vr €
W, 'P(R"). Thus, due to the density of D(R™) in WP (R"), for any A € Wé”’/ (R™),
we have

ou o
(—Au+ 23731 VT A) Wt () Wl gy = (s —AA = 237;31>w;1*”(11%")xw3*"’(w)

—(m, div )‘>LP(R")><LP/ (R™)*

Thus, necessarily —Awu + QS—U +Vr e Wal’p(R?’)J_]P’[l_n/p/].
1

2) The uniqueness is a straightforward consequence of Proposition 5.1, since (u,7) €
W(l)’p(R”) x LP(R™) satisfying (5.1) with f = h = 0 implies that w € P;;_,,/, and
7 = 0. Namely (u,7) € N[l,n/p].

3) Let us now prove existence. Given f € Wal’p(R3)J_]P’[1_n/p/] and h € Wg’p(]R”)
satisfying (5.3), then it is easy to see that div f —Th € W(;z’p(R”)J_IF’[Q_n/p/]. Now
setting m =1 = 0 in Theorem 2.1 1), we see that the Laplace operator defined by

A LP(R™) — Wy > P(R™) LPpa_ ]
is an isomorphism. Thus there exists a unique function = € LP(R™) such that
Ar =div f—-Th

and satisfying the estimate

. oh
||7THLP(R") SJ ||d1V f + Ah — 2871'1”‘/[/0*21?(]1@1)

S (||f”wg1'P(Rn) + ”hHWg*p(R")) :
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Hence, f — Vm € Wy LP(R™). Furthermore, since the polynomials of Pl _p/p) are at
most constants, for any X € P[y_,/,, we can write
<V7T7 A>W(;1’p(R")><W(1)’p/(R") = <7T, div >‘>LP(]R")><LP’ (R™) =0.

We deduce that f — V7 € ng’p(R”)LP[l_n/p/]. By virtue of Theorem 4.5, there
—~1,
exists a vector field u € W, p(]R") such that

“Au 29 _f v
8331
with the estimate
a4 Al < (I 197 s om) - (56)

From (5.5) and (5.6), we obtain (5.4). It remains to prove that div u = h. Let us
notice that div u — h € LP(R"™) satisfies

T(div w — h) = 0. (5.7)

Thanks to Proposition 4.4, we deduce that div u — h is a polynomial of L?(R™) which
implies that div w = h, and this ends the proof. W

For our next existence result, we need to prove a preliminary result on polynomials
belonging to Q. To that end, we first begin with the following lemma.

LEMMA 5.3. Letp € Py be a polynomial not depending of the variable x; for some
i, 2 <1 <n. Then there exists a polynomial g € Qpy2, not depending on x; such that

0
p=—Aq+ P
8.731

Proof. The proof is analogous to that of Lemma 4.14. W
PROPOSITION 5.4. Let £ > 0 be an integer. Then we have

(@Ll = div (Q]).

Proof. Let us begin with £ = 0, and p = ¢ € R. Let A = (A1, ..., \,) € P1, such that
A1 = 0 and for any integer i > 2, \; = ﬁcxi. Then we easily see that A € (@{r and

div A =c.

Suppose now £ > 1 and p € QZ‘. Then, for any integer ¢ > 2, g—;(xi =0)is a

polynomial of Py_; not depending on z;. Thanks to the previous lemma, there exists
a polynomial h; € Qg41, independent with respect to x; such that

—Ah; +2 =
+ 8331 8$z
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Next, set A = (A1,..., A,,) the polynomial such that A\; = 0 and for any integer i > 2,

1 i
Ai = / P(T1s oy i1, T 1, ooy T )dE + i
n—1J,

One can verifies that X € @Zrl and satisfies
div A = p,

which ends the proof of the proposition. W

We are now ready to prove our next result.

THEOREM 5.5. Let m > 2 be an integer and suppose that n/p # {1,...,m} and
n/p #1if m = 2. Let f € W' 2P(R") and h € W "P(R"). Then the Oseen
system (5.1) has a unique solution (u,7) € (W;nw(R") X Wén_l’p(R"))/N[m_n/p].
Moreover, the following estimate holds

inf ( U+ A||gpmer gy + ||+ p]lppm-tp n)
N EN [ —nyp) | HWO (R™) | ||WO R™) (5.8)

S (If w2y + Il ey ) -

PRrROOF OF THEOREM 5.5
1) If (u,n) € W?’p(R”) x W~ 1P(R") satisfies (5.1), then from Proposition 5.1,
(u,m) € N[m,n/p].
2) The beginning of the proof of existence is similar to that of the preceding theorem.
Given f € W' 2P(R") and h € W "P(R"), we have div f — Th € W *P(R").
Considering first the case m > 3, and using Theorem 2.1 1), we deduce the existence

a function 7 € W~ "?(R") such that
Anm =div f — Th.

If m = 2, then, we easily see that div f — Th € Wo_l’p(]R”)LIP’[l,n/pl]. Again from
Theorem 2.1, there exists a unique function 7 € I/VO1 P(R™) satisfying the previous
equality. Thus summarizing, we conclude that for m > 2, there exists a function
TeWwy —Lp (R™) satistying the previous Laplace equation. Next, we see that f—Vr €
W{'"*P(R"). Thanks to Theorem 4.6, there exists a vector field u € W?’p(R”)
satisfying

ou

—Au+2-— =f—Vn.
E)xl

It follows that div u — h € W{'~"?(R") verifies

T(div u — h) = 0.
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Therefore, divu —h = q € (@[tn_l_n ol Proposition 5.4 implies that there exists a
polynomial A € Q[J;%n/p} C ﬁ;;n’p(R") such that

div A =gq.

Thus, (u — A, 7) € WN/;nyp(R") x W'~ 1P(R™) is a solution of the system (5.1). W

THEOREM 5.6. Let m > 2 be an integer. Suppose that n/p’ # {1,...,m} and
n/p # {1,2[m/2]+2—m}. Let f &€ Wy ™P(R™) LB}, /) and b € Wy ™ P(R™) LLPs 1 /p)-
Then the Oseen system (5.1) has a unique solution (u, ) € ((f/‘v/(;erz’p(R”)J_J_P[m_n/p/]) X

Wy "R (R™)). Moreover, the following estimate holds

Hu||v“‘75m+2w(Rn) + ||7T||W(;7"+1vp(Rn) S (HfHWg’"’p(R") + ||h||WO—"I+1’P(Rn)) : (5-9)

PrROOF OF THEOREM 5.6
The proof is again similar to that of the previous ones. Given f € W ™" (R"™) LP,;,_y, /]
and h € Wy ™ P (R™) LLPpiq ) then div f—Th € Wy ™ P (R™) LP 11 )y

Now using the isomorphism of the Laplace operator defined by
A WP RY) - Wi R LB,
there exists a unique function = € W, """?(R") such that
Am =div f —Th.
Now since Ar € Wo_m_l’p(R”)LIP’[mH,n/pz], we deduce that Vr € Wy "™"P(R™) LP},,_p, /]

which implies that f — V& € Wy ™ (R™) LP},,_,/,y). Hence using Theorem 4.7, there
—~ —m+2,
exists a unique vector field u € W, p(R”)LLP[m,n/p/]) such that

Au+2 2 v
81‘1

Finally, since the space W " "P(R") does not contain polynomials, we easily deduce
that div w = h which ends the proof. W

Appendix A. Proof of Proposition 3.2.
Suppose that n > 3
(a) We have
/ O(z)Pde = / 0(@)Pda +/ 0(@)|Pd
|z >221 || <221
If |x| > 2xq, then (2.1) gives

(1 +||:1:||)("2—3)/2 ool < C(l +a:)(n2—3)/2 Jp
x|n— — x|n— )

O(z)| < ¢
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Thus,

1+ 2272 _
T

if p(n —2) < n. Now, let a be a real, 0 < a < 1. Using (2.1) in each region
{23 (1+ a*)ay < Ja] < (1+a¥)a} gives

/ x)|Pde = Z/ |O(x)|Pda.
mszzl (I+ak+ 1)z <[z <(1+ak)z;

+20 oo [(1+ak)2 142, 2 (1+ ml)(”*3)/26*Pak+1I1
<e)y pidpy n—2) dr1,
P 0 0 [(14ak+1)2_1]1/22, Ty P

1_|_$1 (n— 3)/2€—p0¢ Loy

<C3 Z / (n 2)p—n+1 dxl’

(1 T t)(n—S)/Qe—pt

[(n=1)p/2—n+1](k+1)
a) kz_;) « /0 oy dt,

where p; = (23 + ... + 22)'/2. Hence,

/ |O(z)|Pde < +00
|| <2z

if 2<p < n/(n—2). This condition is possible only if n = 3, and this ends
the proof of part (a).
(b) If || > 2x4, then (2.1) gives again

(1 + | =72

(14 |z|)n=/2 olel/2
|m|n72 ’

eI 1—eT " < ¢ P

0(z)—ga(z)| < c

Similarly, in each region {z; (1 + of*1)z; < |z| < (1 + o)z}, we have

0@) - @) < e Tt )
1
1 (n—5)/2 .
< 02(04)( +9911) 3 e,
1

where we used the inequality (1 + z1)|1 —e™*!| < cx;. The constants ¢; and

¢ do not depend on k. We prove similarly that
/ |O(x) — go|Pdz < 400,

if 2 < p < n/(n—3), which is only possible if 3 <n < 5. If n = 3, we have
clearly O(z) — go € L=(R3).

Appendix B. Proof of Corollary 3.4.



142 T. Z. BOULMEZAOUD AND U. RAZAFISON
Part (a) follows from Proposition 3.2 and Young’s inequality
10 = fllLr@®s) S NOllLos) I flle®s),

with

1 1 1
— =14 - —— (hence 2<60<3).
0 rop

When r = p3, 1 < p < 3/2, one can use the inequality |O * f| < Is(|f]), where Ir(f)
is the Riesz potential of f defined by (cf. [24])

R M = (5.10)

T -y

Part (b) comes also from Proposition 3.2 and Young’s inequality.
Part (c) follows from the following lemma combined with Marcinkiewicz interpolation
theorem (see for instance [24], Appendix B).

LEMMA 5.7. Suppose that 1 < p < 3/2 andn = 3. If f € LP(R3) then

(s 1(0@) — 92 1> 2} = (4,112 E)

where m denotes the Lebesgue measure and

_plp+3)

(3—2p)
Proof. Following Stein (see [24], Chap. V. 1.2 Theorem 1), we set

Ki(x) = O(z)—go(z)if |z|<p, Ki(z) = 0if|z|>p
Ki(z) = Ol)—gs(a)if || > p, Ka(z) = 0iffa<p

We suppose without loss of generality that || f||z»@n) = 1. Then,

ell_lit‘ _e_‘m‘ €1
TG —— c'm' <e

and we deduce that K; € L*(R3), Moreover,
1Kl <c [ do=y
lz|<p

On the other hand,

[ K2 * flloo sy < K2l por ey 1 | 2o (3)-

We have also |Kz(x)] < ﬁ Thus,
x

/

/ 1
/|K2(a:)|pdar: < c/ L gy
R3 \

alzp 27
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We choose = \'/3=7") Hence,

[ K2 * fllLe®s) < [ Kallpor ge)ll flle@s) < A,

and
m({z; |Ka* f| > A}) =0.
Moreover,
[ K1 p1rey < APP/G=P0,
We get
1 *QVL)”(RQ) < A3/ (3=a)=p — \~(+3)p/(3-2p)
Thus,
m({z; [(O(x) —g2) « f| > A}) < m({w; [Kyx f| > Ab) +m({z; [Ka* f| > A}).
S OATPIEL # fl sy
< ARG o 12 )
< AP/BP)=p = \—(p+3)p/(3-2p)
]
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Chapitre 5

Le probleme stationnaire d’Oseen

dans un domaine extérieur

5.1 Introduction et notations

Soit ) un domaine extérieur de R*® que 'on supposera connexe et de frontiere au

moins lipschitzienne. L’objectif de ce chapitre est d’étudier le probleme d’Oseen
—~ 1,

suivant : étant donnés f et g, on cherche un couple (u,7) € Wop(Q) x LP(Q)

vérifiant

—Au+ % +V7r=f dans (Q,
8x1
div u =g dans (2, (5.1)

u = u, sur Of).

Cela revient a étendre le résultat d’existence du théoreme 3.34 dans le cas d’un
domaine extérieur. Notre approche est basée sur l'idée suivante : pour résoudre
un probleme linéaire dans un domaine extérieur, il suffit de combiner les résultats
obtenus dans I’espace tout entier avec ceux obtenus dans un domaine borné. Cette
idée a été proposée par Giroire dans [32], reprise ensuite dans [7] et [3]. Nous
commengons donc par étudier le probleme d’Oseen dans un domaine borné. Nous

analysons ensuite le probleme (5.1) d’abord dans le cas hilbertien puis dans le cas
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5.1. Introduction et notations

général. Nous introduisons 1’ espace

D) = {7 @) 3 e Wit}
1

muni de la norme

. . g
L P

)

Wy 2P (R3)

et on pose

U~ 99
ZP(Q) = {9’97 g€ LP<R3)7 VA e IP[273/p’]a <3_$1’ )\>W0’2’p(R3)xW§’P'(R3) = 0} - LP(Q)'

L’espace Z,(€2) est muni de la norme

l9llz, = _ inf 191170 (g)-
o) {geLr(R3), glo=g} Lr ()

Nous introduisons aussi ’espace suivant
V(Q) ={ve Wi *(Q), divo=0 dans Q}.
Nous définissons a présent ['opérateur

T : (u,7m) — (—Au—f— g—u + Vr, —div u> .
451

Définition 5.1 On pose,
1)sil<p<d,
NB(Q) = {(u,7) € (L*(Q)N W §P(Q)) x LP(Q),

—Au—l—%—i-VW:O, div w = 0 dans Q}.
8:1:1

ou ro est donné par la définition 3.7.
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2) Sip >4,
P(Q) = {(u, 1) € WP () x LP(Q),

Ou

81’1

(5.3)

— Au+ + Vr =0, div u= 0 dans Q}.

On suppose que R est un réel strictement positif fixé. Nous introduisons la partition

de I'unité suivante : soient deux fonctions @y, @y € C*(R?) telle que :

0< 1,0 <1, @1+ py=1dans R? (5.4)
@2 = 1 dans Bgr, Supp ¢z C Bpy1. .

5.2 Résultats préliminaires

Ce paragraphe est consacré au probleme (5.1) lorsque celui-ci est posé dans un
domaine borné. Par une application directe du théoreme de Lax-Migram, nous

obtenons facilement le résultat suivant :

Proposition 5.2 Soit ' un ouvert borné. On suppose g = 0, u, = 0 et f €
H-Y(QY). Alors le probléme (5.1) posséde une unique solution (u,m) € H () x
(L?(Y)/R) satisfaisant la relation

IVull g2 + it (|7 + K[z < ClLF I @)-

Nous rappelons a présent un résultat sur le probleme de Stokes. Le lecteur pourra

consulter une preuve dans [5].

Théoréme 5.3 Soit Q' un ouvert borné a frontiere C*'. Soient f € W1P(Q),
g € LP(Q) et u, € WYP'P(OQ) satisfaisant la condition de compatibilité suivante

//g(a:) dz = /m w,.nds. (5.5)

Alors, le probleme de Stokes suivant

~Au+Vr=f, divu=g dans Q, u=u, sur 0,
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posséde une unique solution (u,m) € WHP(Y) x (LP(Y)/R). De plus nous avons

[’estimation suivante :

el wrogery + k. [+ K ey < C (IF sy + lgllzwion + ol waimiogon) -

Grace au théoreme 5.3 et a la proposition 5.2, nous pouvons montrer la proposition

suivante :

Proposition 5.4 Soit ' un ouvert borné a frontiere C+'. On suppose p > 2,
fe wr(Q), g =0 et u. = 0. Alors, le probléme (5.1) posséde une unique
solution (u, ) € WP () x (LP(Q)/R) satisfaisant la relation

el wooisey + nf [l + Koy < CUF lw-soqen,
ot C > 0 dépend de €V et p.

Preuve : Comme p > 2 et f appartenant & W~1P(Q)), alors f appartient a
H(Q). Par la proposition 5.2, le probléme (5.1) posséde alors une unique solution

(u,m) € HY(Q) x (L*(Y)/R). Cela implique donc que 88—;‘1 € L*Y). Par les

injections de Sobolev, nous obtenons

— c L*(Y)c W H(Q)), Vqe]l,6]
81'1

(i) si 2 < p <6, 68—;‘1 appartient a W~1?(Q) et par conséquent f — g—; appartient

aussi & W~LP(€)). D’apres le théoreme 5.3, Tl existe donc un unique couple (v,7) €

WP () x (LP(Q)/R) solution de
ou . / /
—Av—i—Vn:f—%, div v =0 dans €', v =0 sur 0.

1

Nous en déduisons que u = v € WP() et 7 = € LP(Q)/R ce qui établit le
résultat.

(ii) Si 6 < p < oo, comme f € WLP(QY), alors f appartient aussi & W=16(Q).
On utilise alors le résultat précedent pour en déduire qu’il existe un unique couple

(u,m) € W) x (LS()/R) solution de (5.1). Cela entraine que % € L°(),

148



5.2. Résultats préliminaires

et, par les injections de Sobolev, nous en déduisons que

Ju c L) c W () 1< q< oo
5’x1

Nous procédons ensuite comme précédemment pour finir la preuve. W
En utilisant le lemme 3.3 de [5], le probleme non homogene est immédiatement
résolvable.

Proposition 5.5 Soit Q' un ouvert borné a frontiére C1't. On suppose p > 2, f €
W=Lr(QY), g € LP(Q) et u, € WYP'P(9QY) satisfaisant la condition de compatibilité
(5.5). Alors, le probléme (5.1) posséde une unique solution (u,m) € WP(Q') x

(LP(QY)/R). De plus nous avons [’estimation suivante :
el waagery + [+ K lgary < O (IF -y + Nallogery + el omrogon ) -
En particulier cette proposition montre que si p > 2, 'opérateur T

T : WiP(Q) x (LP(QY)/R) — W HP(Q) x (LP(Q)LR)

est un isomorphisme. Maintenant par dualité, nous en déduisons que si 1 < p < 2,

I'opérateur T"
T W(l)’p(Q’) x (LP(Q)/R) — W 2(QY) x (LP(Y)LR)

est un isomorphisme. Ce résultat nous permet d’établir I’équivalent de la proposition

5.4 pour lecas 1 < p < 2.

Proposition 5.6 Soit Q' un ouvert borné a frontiere CHt. On suppose 1 < p < 2,
fe wr(Q), g =0 et u. = 0. Alors, le probléme (5.1) posséde une unique
solution (u, ) € WP () x (LP(Q)/R) satisfaisant la relation

||| wp oy + nf |7+ Kl|zoy < CIf [l w-10@)-

Preuve : On définit Q" le symétrique de 2 par rapport a 'origine des coordonnées.
Maintenant, si f € W1P(€') alors pour tout £ = 1,2,3, on peut écrire f, = div F,
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avec F, € LP(QV). Pour tout ¢ = 1,2,3 et pour presque tout x € €2, on pose
H,(—xz) = —Fy(z) et hy = div H,. Nous avons alors h € W~17(Q"). De plus,
pour tout ¢ € D(Y), ¢ € D(Q") telles que Va € ', p(x) = ¥P(—=x), nous avons
(f, @)D @)Dy = (b, ¥) D<) D’apres lisomorphisme de I'opérateur T,
ci-dessus, il existe un unique couple (v,q) € WP(Q") x (LP(Q")/R) solution de

—Av— 8(9_'0 +Vqg=h, divv=0dans Q’, v=0 sur 9Q".
T

I1 suffit ensuite de poser, pour presque tout € ', u(x) = v(—x) et 7(x) = —q(—x).
Le couple (u,7) € WP() x (LP()/R) satisfait alors (5.1). W

Nous pouvons donc établir le résultat suivant

Proposition 5.7 Soit ' un ouvert borné a frontiere C'. On suppose de plus
que 1 < p < oo, f e WP(QV), g € LP(Y) et u, € WYP'P(OQ) satisfaisant
la condition de compatibilité (5.5). Alors, le probléme (5.1) posséde une unique
solution (u,7) € WP(Q') x (LP(Q)/R). De plus nous avons l’estimation

lull wrriry + it |7+ Ko@) < € (Hf | w-10@) + 119l r) + HU*HWUP’J’(aQ’)> :

Remarque 5.8 Il est bien stir immédiat que tous les arguments utilisés pour obtenir
le résultat général de la proposition 5.7 peuvent étre utilisés pour le modele scalaire.
Cette fois-ci, ce sont les résultats sur le probleme de Dirichlet pour le laplacien (voir
par exemple [33] ou [39]) qu’on utilise. Plus précisément on peut montrer que si
l<p<oo, feWP(Q) et u, € WYPP(9), le probleme

—Au+ ou = f dans ', u = u, sur 0
8;1:1

posseéde une unique solution u € W1P(Q)') satisfaisant I'estimation

|ullwip@y < C <||f||W*1vp(Qf) + ||U*||w1/p',p(aszf)> :
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5.3 Le cas hilbertien

Nous commencons tout d’abord par montrer 'existence de solutions faibles du
probleme (5.1). Cette notion de solutions faibles a déja été introduite par Finn

[25] et reprise ensuite par Galdi [27].

Définition 5.9 Un champ de vecteurs u : Q — R? est appelé solution faible du

probleme d’Oseen (5.1) si
1. uc HL (Q), tel que Vu € L*(Q) et u = 0 sur O ;
2. div =0 dans Q ;

3. Pour tout ¢ € V(Q) = {p € D(N), div e =0} :

/Vchpd:z:—/ua—;oldw (f, @)D ©)xD()- (5.6)

Proposition 5.10 Soit Q@ un domaine extérieur de frontiére lipschitzienne. On
suppose g = 0, u, = 0 et f € W5*(Q). Alors (5.1) posséde une solution faible

ue W Q). De plus, nous avons
||vu||L2(Q) <C|r ||W0*1v2(9)

Preuve : On considére une suite croissante de réels (R, )nen, avec Ry > 0 et
lim R, = +oo. Comme f € Wal’Q(Q), alors sa restriction a Qg appartient a

n—oQ

H (g, ). De plus, nous avons

1F It (2r,.)

'fL

<|r HWEI’Q(Q)' (5.7)

Nous approchons le probleme (5.1) par une suite de problemes posés dans les do-

maines bornés (g, : Chercher u, € V(Qg,) telle que

Vo € V(Qr,), /Q VUnV<PdCL'+/ ‘Pdm— (fs @) a1 (Qn, )xHL(Qp,)- (5-8)
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Le théoreme de Lax-Milgram nous fournit ’existence d’un unique vecteur w,, appar-
tenant a V(Qpg,) solution de (5.8) et vérifiant

IVl 2 g, < IF lB-1(@p,)- (5.9)

Soit maintenant @, 1’extension par zéro de w, dans R3\ Qg . Alors @, € V() et
de (5.7), (5.9), on obtient

[V, || 2 0) < |’fHW51’2(Q)' (5.10)

La suite (w,) est donc bornée dans V(£2) qui est un espace de Hilbert, donc réflexif.
Nous pouvons donc en extraire une sous-suite, que nous noterons encore ,, qui

converge faiblement vers un élément w dans V(2). De plus, nous avons
||V’U,HL2 < 11II1 1nf ||V'u,n||L2(Q < ||f HW 12 R (5.11)

Il nous reste maintenant a montrer que u € V(§2) est bien solution faible de (5.1),
autrement dit, que w satisfait (5.6). Soit un entier N > 0 et ¢ € V() telle que son

support soit inclus dans Q2g,. De (5.8), pour tout n > N, nous avons

/V'LLanodm+/ —pdr=(f,p) (5.12)

Wi l2@)x Wh2(Q)

Puisque @, tend faiblement vers u dans W ;*(€), nous pouvons passer & la limite
dans (5.12). Ainsi u € V() satisfait

ou
VuVed —pdz= Vi) W
/Q o H/anﬁo #= ey @

Remarque 5.11 A partir de la proposition 5.10 et par un théoreme de G. de Rham
[19], nous en déduisons 'existence d’une pression 7 € D'(Q) telle que (u,7) soit
solution de (5.1) au sens des distributions. De plus, comme €2 est connexe, 7 est
unique a une constante additive pres. Maintenant, comme f 4+ Au — 9o € HlOC(Q)
grace a un résultat de Tartar [60], nous pouvons montrer que, ﬁnalement, T €

L2 (Q). Ainsi, le couple (u,7) € W 02(Q) x L2 (Q) est une solution de (5.1) au

loc loc

sens des distributions.
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Notre prochain objectif est de montrer 1’équivalent des estimations du théoreme
3.34. Autrement dit, nous allons montrer que (u,7) appartient a (L*(€2) N L°(Q) N
— 12

W, (2)) x L*(Q). Nous allons, tout d’abord, caractériser 'espace N5 (£2).

Proposition 5.12 Soit Q un ouvert extérieur de R3 de classe C2. On a la car-

actéristation

N5(©Q) ={(0,0)}.

Preuve : Soit (u,7) € N3(Q2). Remarquons que d’apres le théoreme VII.1.1 page
353 de [27], le couple (u, 7) appartient & H2 .(Q) x H}!

loc loc
ou

an
lément de H'/2(0€2). Maintenant, pour tout v € D(Q), nous avons

(Q). Par conséquent la trace

normale existe et appartient & HY2(9Q) et la restriction de 7 sur 9 est un

ou

(—Au, ’U> 8_ZE17 ’U> ‘;[/.51,2(9)>< Wé‘Q(Q)

+(Vr, v)

Wit @) W) | < Wo @)X Wet@)

C’est-a-dire, pout tout v € D({2), nous avons

ou
d el
/QVqu w+<8x1’v>

W2k WAA@) /delv vdx = 0.

o

Comme D(2) est dense dans WéQ(Q) (voir la proposition 2.8), la relation précédente

est donc vraie pout tout v € WéQ(Q) En prenant v = wu, nous obtenons

/ |Vu|’dz = 0.
Q

Comme wu appartient a Wé’Q(Q), nous en déduisons que u = 0. De plus, comme
Q) est connexe, cela entraine que Vrr = 0, c’est-a-dire 7 est une constante de L?(),

donc m = 0, ce qui termine la preuve. W

Théoréme 5.13 Soit Q un ouvert extérieur de classe C*. On suppose g = 0,
u, = 0 et f € W;5%(Q). Alors, le probléme (5.1) admet une unique solution
(u,7) € (L*(Q) N LY(Q)N WéQ(Q)) x L*()). De plus nous avons

ou
1l (o) +llwll o) + [V 2l g2+ Ha_xl

7l z2) < CllFf llwr2(q)- (5:13)
w2 (Q)
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Preuve : Il suffit de montrer que 'opérateur T :

T : (L) N L5(Q)N onW};Q(Q)) x LX) — W, (Q) x {0}

est un isomorphisme. L’opérateur T est clairement linéaire et continu. D’apres la
proposition 5.12; il est aussi injectif. Montrons sa surjection. Soit f € W 1’Q(Q),
alors d’apres la remarque 5.11, le probleme (5.1) posséde une solution

(u,m) € Ij)V(l)Q(Q) x L}

2 (Q). On étend w et 7 par zéro dans R?\ et on note encore
u et 7 les extensions. Nous avons alors (u,7) € Wy*(R?) x L2 (R?). Montrons
a présent que (u,7) € (L*(Q) N L%(Q)) x L*(Q). Nous allons, pour cela, utiliser
le théoreme 3.34 et il nous faut donc nous ramener a tout l’espace. On suppose
que R est un réel suffisamment grand pour que R?\ Q soit inclus dans By et nous

introduisons la partition de 'unité (5.4). Nous pouvons alors écrire

U= WPy + WPy = U + Uy

T = TP+ Tps =T + Ta.

Le support de @y étant inclus dans 2z 1 et puisque uy est étendu par zéro dans
R3\ Q, u, appartient & H}(Qgy1). Par les injections de Sobolev, u, appartient &

L°(Q2R11) et nous pouvons conclure que

w € (L) N L(Q)N W Q).

2

ic(€2), nous avons immédiatement

De méme, comme 7 € L
Ty € LQ(Q)

A présent, un calcul immédiat nous montre qu’au sens des distributions, le couple

(wy, ) vérifie

0 .
_Aul + 8—/'1’1 + Vﬂ'l = f’ le U = g danS R?)’ (514)
T
ol
f — o
f=o1f +ulAp; +2VuVy, — u@? — 7V,
1
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et
g=—wVp.

Puisque f € W, *(Q) et 0 < ¢; < 1, nous en déduisons que p1f € W, *(R?).
Par ailleurs, puisque u € Wé’Z(Q), 7 € L2.(Q) et que le support de sy est inclus
dans Bpryi , les termes uAyo, YUV(,DQ, ua—“"f et TV, appartiennent a L*(R?).
Nous pouvons donc conclure que f € W, "*(R3). Maintenant, par un raisonnement
similaire, nous avons § = —u,Vy € L*(Qry1). 1l est ensuite facile de voir que
G € L*(Qps1) N H Y (Qppq) et done § € L2(R?) N W, "*(R?). Cela implique que
95 —2,2
€W (R3) et o

g

<8:U1 D 2w @) = 0

Le théoreme 3.34 nous donne alors 'existence d’un unique couple (v,7) € (L*(R*)N
—~ 12
LY(R3) N W, (R?)) x L%(R?) solution de

Jv .
—Av+—+V17 f, divv =g, dans R
8:151

En posant & présent w=v— u; € §'(R?) et 7 =1 —m € D'(R?), il vient

—Aw+ g_xl + V7 =0, divw=0, dans R (5.15)
En prenant la divergence de la premiere équation de (5.15), nous obtenons A1 = 0.
Cela entraine que —Aw —i— est harmonique. Par un raisonnement analogue a la
preuve de la proposition 3.30, nous obtenons que w est un champ de vecteurs dont
chaque composante est un polynéme . Mais ’espace VVO1 ’2(R3) ne contenant pas de
polynémes nous en déduisons que w = 0. D’ot, w; appartient a L*(Q) N L*(Q)N
ISVE)’Q(Q). De plus nous en déduisons aussi V7 =0. Ainsit=ce Ret m =n+c.
Nous pouvons donc prendre comme représentant m = w5 + 7 € L?(Q). Nous avons
donc montrer que la solution (u, 7) appartient & (L*(Q)NL°(Q)N I;VéQ(Q)) x L?(Q).

Par ailleurs, de la premiere équation de (5.1) et par différence nous en déduisons

que 5+ a" € W, (). Dot (u, ) appartient & (L*(2) N LS(Q)N WéQ(Q)) x L2(£2)
Verlﬁe T(u, ) = (f,0).

155



5.3. Le cas hilbertien

Remarque 5.14 Pour la fin de la preuve du théoreme 5.13, nous ne pouvions pas

utiliser directement la proposition 3.30 car T appartient & D’(R?) et non a S'(R3).

Pour étudier le probleme non homogene d’Oseen, nous commencgons par montrer
Iexistence d’un relevement du terme de bord. Ce résultat s’inspire de celui obtenu

par Finn [25]. Le lecteur pourra aussi consulter Galdi [27].

Lemme 5.15 Soit ) un ouwvert extérieur de frontiere lipschitzienne. Soit u, €
H/2(0Q). Alors, il existe un vecteur w € H'(Q) telle que

div w =0 dans 2,
(5.16)

w = u, sur 0f)

et
wlle @) < Clludlmizon)- (5.17)

Preuve : Pour tout ¢ = 1,2, 3, nous posons

ai(a:):ag—?/ Uy - nds

L @ / U, -nd
= — - . S
A laf® Joo ’

Ou nous rappelons que &£ est la solution fondamentale du Laplacien. Remarquons

que nous avons div o = 0, Ao = 0 dans () et

/a-ndSZ/ u, - nds.
B) B

De plus, comme o = O(1/r?), il est facile de voir que o € H'(2). Par conséquent,

la restriction de o sur la frontiere 9 appartient a H'/2(9€). Posons & présent

/ v, -nds=0.
B

v, = u, — o. Nous avons alors
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D’apres le lemme 3.1 de [31], il existe un vecteur uy € H'(Q) a support compact

satisfaisant

div ug = 0 dans €2, (5.18)
Uy = v, sur Of) (5.19)

et
||U0||H1(Q) < C||v*||H1/2(BQ) < C”’“’*HHl/Q(aﬂ)

Soit maintenant w = ug + o, alors w € H'(Q2) vérifie (5.16) et (5.17). W

Remarque 5.16 Par ce relévement qui appartient & H!(€), nous pouvons facile-
ment montrer que si ) est un ouvert extérieur de classe C?, f € W, 2(Q), u, €
H'/2(09Q) et g = 0, alors le probleme (5.1) posséde une unique solution (u,T) €
—~1.2
(LY () N L) N W, (Q)) x L3(2). De plus nous avons
ou

el gy + Nl zs @y + 1 Vel 2y + H%

7l
Wo Q) (5.20)

<O (IF e + lwdmeen )

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probleme d’Oseen (5.1) dans le

cas hilbertien.

Théoréme 5.17 On suppose que §) est un ouvert extérieur de classe C*. Soient
fe W,"Q), g € Z2(Q) et u, € HY/2(0Q). Alors le probléme (5.1) posséde une
unique solution (u,7) € (L*(Q2) N L5(Q) N Wéz(Q)) x L*(Q). De plus nous avons

[’estimation

i + 17l 220
w2 (9) (5.21)

< C (If llwyra + 19l zec@ + e lszrraomy ) -

ou
HMhWD+”Mh%n+HVMhmn+H55

Preuve : Soient f € W;"%(Q), g € Z5(Q) et u, € H/2(99). Nous allons tout
d’abord résoudre le probleme dans R? et, pour cela, nous allons étendre les données.
Grace au théoreme 2.1 2) et du théoreme du graphe fermé, pour tout ¢ = 1,2, 3,

nous pouvons écrire f, = div Fy, ou F; € LQ(Q). Nous étendons F, par zéro dans
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R3 \ Q et Pextension F, appartient & L?(R?). Nous obtenons ainsi une extension
f de f qui appartient & W, 1’2(R3). Par définition de 'espace Z5(€2), il existe une
extension § € L2(R?) satisfaisant

99

<8—:c1’ Dwy22@oawz2@s) =0

Le théoreme 3.34 nous donne alors I'existence d'un unique couple (@, 7) € (L*(R*)N
— 1,2
LY(R3) N W, (R?)) x L%(R?), solution de

—Au+ g—" +Vi=Ff, diva=gdans R®. (5.22)
T

Nous avons alors @|gg — uw, € HY2(9Q) et d’aprés la remarque 5.16, il existe un
—~12
unique couple (v,1) € (L*(Q) N LY(Q) N W, (Q)) x L*(Q) solution de

vt 2 vy = 0 dans ©
8:151

div v =0 dans

v = Uu— u, sur 0.

En posant & présent v = 4 — v et 7 = T — n, le couple (u,7) appartient a
~ 12

(L*(Q) N L5(Q) N W, () x L*(Q) et est solution(5.1). L’estimation (5.21) est

une conséquence de théoreme 3.34 et de (5.20). W

5.4 Le cas général

Nous allons étendre le résultat du théoreme 5.17 au cas p # 2. Nous commengons

pour cela par le cas homogene et lorsque les données ont un support compact.

Lemme 5.18 Soient 2 un ouvert extérieur de classe C2, p > 2 et o le réel donné
dans la définition 3.7. On suppose u, = 0. Soient f € ng’p(Q) a support compact

et g € Z,(2) a support compact. Alors le probléme (5.1) admet une unique solution

(u, ) € (L*(Q) N L8(Q)N ’voffgﬁm)) x L2(Q). (5.23)
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De plus,
(i) 85i2 <p <4, alors (u,m) € (L2(Q)N W EP(Q)) x LP(R).

()

(i) Sip > 4, alors (u,m) € W EP(Q) x LP(Q).

Preuve : Puisquep >2et f € W Lp () a un support compact, nous en déduisons
que f € Wal’z(Q). De méme, puisque g € Z,(£2) a un support compact, alors il
existe une extension g € ZNLP(R3) de g qui soit a support compact. Nous avons alors

G e L2(R% et g € Zo(Q). Le théoréme 5.17 nous donne alors Iexistence d’un unique

couple (u,7) € (L*(Q) N LS (Q)N WéQ(Q)) x L*(Q), solution de

ou
—Au+ Ere +Vr=f, divu=gdans Q, uw=0 sur 0. (5.24)

T
I nous reste & montrer (i) et (ii) en utilisant le théoreme 3.34. Nous étendons pour
cela w et m par zéro en dehors de R? \ © et nous continuons & noter w et 7 les

extensions. Nous définissons aussi les deux distribution suivantes :

~ ou
f=—-Au+ -—+Vr et §=divu dans R®.
(9x1
Le couple (f,§) appartient & Wy *(R?) x L%(R?). Soit maintenant un réel R > 0
suffisamment grand pour que les supports de f et g ainsi que R? \ Q soient inclus

dans Bg. Nous introduisons la partition de 'unité (5.4) et nous pouvons donc écrire
U=uwp + Ups = U + U et T =7mP + TP =T + T2

Puisque les supports de f et g sont inclus dans Bpg, nous pouvons observer que
V1 f =0 et ;g = 0. Ainsi, un simple calcul au sens des distributions montre alors

que le couple (uy, ) vérifient

—Au; + % +Vm =F, div u; = G dans R?, (5.25)
451

ou F = uA oy +2VuVp, — ug—;’f —1mVpg et G = —uVip,y. 1l est facile de vérifier que
(F,G) € L*(Bgy1) x H'(Bgy1). Par les injections de Sobolev, nous en déduisons
que (F,G) € Wb4(Bgy1) X LY Bgry1) pour tout ¢ €]1,6]. Nous allons supposer,
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dans un premier temps, p € ]2, 6].
Si2<p<6.

Nous avons alors
(F,G) € Wy "(R®) x (LP(R*) N Wy 7(R?)).
Cela entraine que g—g € Wy P(R%) et satisfait

oG

<8_’ZE17 >WJ2’p(R3)XWg’p/(R3) == 0-

Nous allons distinguer deux cas.

e Si 2 < p < 4, dapres le théoreme 3.34, il existe un unique couple (v,n) €
—~1,

(L (R3) N W, (R?)) x LP(R?), solution de

—Av+ 887” +Vn=F, divv= G dans R?. (5.26)
1

Par (5.25), (5.26) et grace a la proposition 3.30, nous en déduisons que u; — v et
7 — 1 sont des polynéomes. Mais comme u; € L*(R?) N L°(R?) et v € L™(R?),
alors nécessairement w = v, et donc w € L?(R3) N W," (R%). Par un méme
raisonnement, m; = n € LP(R?). Maintenant, comme u = u; dans R3\ Bg,1, la

restriction de u sur Bg,, est dans W/P"?(9Bg,1) et le couple (u, ) satisfait
ou .
—Au+ e +Vrn=f, divu=gdans Bryi, u= u sur 0Br,;.
T

La proposition 5.7 montre que (u,7) € WP(Bgy1) X LP(Bpg1). Par les injections
de Sobolev, si 1 < p < 3, u € LY (Bgy1) pour tout 1 < ¢ < ;’Tpp et, si 3 < p < 4,
u € LY(Bpry1) pour tout 1 < g < co. Nous en déduisons donc que w € L™ (Bgy1).
Par conséquent, uy € L"™(Bpgy1), Vus € LP(Bgy1). De plus nous avons aussi
gy € LP(Bpry1). Ce qui implique que (u,7) € L™?(Q) x LP(Q2) et Vu € LP(Q).
Comme 6,8—36“1 = f+ Au— Vr, nous en déduisons que 8% e W, (Q).

e Si 4 < p < 6, alors, en utilisant le théoreme 3.34, il existe un couple (v,n) €
Wé’p(R?’) x LP(R3) solution de (5.26). Nous en déduisons que chaque composante
de u; — v est un polynéme. Mais comme Vu; € L*(R?) et Vv € LP(R?), alors

nécessairement, u; — v = ¢ € R Par ailleurs les constantes appartiennent a
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WOI P(R3) lorque p > 4. Cela implique donc que u; € W(l)’p(Rg). En procédant de
la maniére que pour le cas 2 < p < 4, nous pouvons montrer que uy € WHP(Bg)
et, par conséquent, u € Wé’p(R?’).

Sip> 6.

Alors (f,9) € W5"%(Q) x Zs(Q) et le cas précédent nous montre qu’il existe un

unique couple (u,m) € Wé’G(Q) x L5(Q) solution de (5.1). Ensuite, en procédant
comme précédemment, nous avons (F,G) € L°(Bgi1) x W'(Bgy1). Grace aux
injections de Sobolev, (F,G) appartient & W~14(Bg, ) x LY Bpi1) "W 14(Bgy)

pour tout 1 < ¢ < oo. Ainsi pour tout p > 6, nous avons
(F,G) € W HP(R3) x (LP(Bgy1) N W HP(R?)).
Nous terminons la preuve de fagon analogue aucas 2 <p <6. B

Corollaire 5.19 On suppose que §) est un ouvert exterieur de R® a frontiére C2,
p > 2 et ry le réel donné dans la définition 3.7. Soit u, € WYP2(9Q). Alors le

probleme

—Au+ 88_’(1, +Vr =0, divu=0 dans Q, u= u, sur 0f) (5.27)
4o

admet une unique solution (u, ) € (L*(Q) N L5(Q) N Wéz(Q)) x L*(Q). De plus
—1
(i) 8i2 < p <4, alors (u,7) € (L*(Q) N W," (Q)) x LP().
—~1,
(ii) Sip >4, alors (u,7) € WOP(Q) x LP(Q).

Preuve : Soit un réel R > 0 suffissamment grand tel que R® \ Q soit inclus dans

Bpg. D’apres la remarque 5.8, il existe un unique vecteur ug € WHP(Qpg) tel que

0
—Awug + a_Uo = 0 dans Qg, uy = u, sur 092, uy = 0 sur IBR.
T1

Soit maintenant i, ’extension par zéro de ug en dehors de By alors @ appartient
a WyP(Q). Comme p > 2, alors @y € W{(Q) et, par les injections de Sobolev,

=12 . ~ . N
appartient a L*(Q) N L%(Q) N W, (Q). De plus, si 2 < p < 4, alors iy appartient &

161



5.4. Le cas général

L=(2)n Wé’p(ﬁ) et si 4 < p < o0, alors %y appartient a ﬁ//(l)’p(ﬂ). Par ailleurs,

O
—Atg + a_’wo € W, ?(Q) et a un support compact dans Q.
x

De la méme maniere, nous avons
div @y € LP(Q) N W, 'P(Q) et a un support compact dans €.

Alors le lemme précédent nous montre l'existence d'un unique couple (v,7) €

(LYQ) N L5(Q) N W, () x L2(Q) solution de

—Av+§—+V7r——Auo+g div v = div 4y dans €2, v = 0 sur 0f2.
1 zy’

—~1,

De plus, si 2 < p < 4, alors (v, 7) appartient a L™(Q2)N WOP(Q) X LP(Q) et sip >4,
—~1,

alors (v, 7) appartient a WOP(Q) x LP(§2). 11 suffit alors de poser u = 4y — v, et le

couple (u, ) est I'unique solution de (5.27) recherchée. W

Nous allons maintenant caractériser le noyau N (Q2). Nous avons besoin pour cela

d’un résultat préliminaire.

Lemme 5.20 Soit u € W L*(Q). On pose

u  dans §

=41
Il

0 dans R3\ Q.

Alors @ € WP (R®) et

[l e sy < CHUHW(}»P(Q)'
Preuve : Remarquons tout d’abord que comme Z* € L? (Q) N W, (), on peut
écrire :

ou ou
Vo € DD, (o Pty ey = / o da (5.29)

D’autre part, il est facile de voir que @& € W, ?(R?). Il reste donc & montrer que

811 e Wy "P(R?). Soit R > 0 un réel fixé, en introduisant la partition de I'unité
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(5.4), on peut écrire

&:ﬂ1+ﬂ2:&901+ﬂ302.

Comme Uy € LP(Bgy1), on a facilement g% e W, "P(R?). Par ailleurs, pour tout
1 € D(R?), on a

Oty B
<8—$17¢>D/(R3)XD(R3) = _/ U901a—$1 dx

alBl B;%mBR+1 8371

/ o) dae + / w22 e
B;:imBRJrl 6’$1

Comme @19 € D(Q2), en utilisant (5.28), on aboutit a

8?,61 ou
Jduy / _ — — Y dex.
<8$1 >D (R3)xD(R3) < a ‘Pld’) SLP(BLYX WP (BY) /BROBRH “ 0x Y de

on obtient donc

8u1
<6_x1 >D’(R3)XD(R3 ||V(901¢>||LP’(Q) + ||u||LP(B%ﬁBR+1) ||¢||LP’(B§,LMBR+1)

Wy P (Q)

Haﬂfl

De plus, on a

||V(901?/1)||Lp’(g) < ||V(901@/))||Lp'(R3)
<Vl g sy + ClIY o (BB
< vl

wo ' (B3’

H ou
< | 2=
— || 0z

Par conséquent,

oty

(6—3517 V) D/ (83) xD(&?) W”Wg'p’(ﬂ%g)’

ng’p(Q)

ce qui acheve la preuve. Wl

Proposition 5.21 Soient Q un ouvert extérieur de R3 de classe C* et o le réel
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donné dans la définition 3.7.
(i) Si2 < p <4, alors N5(Q) = {(0,0)}.
(i) Sip >4, alors N5(Q2) = {(v(A) — A, n(A), A € R3)} ou le couple (v(X),n(N))

est 'unique solution de

Ov(A)

—Av(A)+ -

+Vn(A) =0, div v(A) =0 dans Q, v(A) =X sur 09, (5.29)

donnée par le corollaire 5.19.

Preuve : Notons tout d’abord que le couple (u, 7) € N (Q) satisfait la formule de
Green : pour tout (1,€) € D(Q) x D(9),

/Q {( Ay — W " v&) u — div ¢} dz = (Vu— uel — 71).n,¥)s0, (5.30)

ol {,)an représente le crochet de dualité entre W=1/PP(9Q) et W/PP(9Q). On

étend a présent uw et m par zéro en dehors de (). En notant toujours u et 7 ces
—~1,
extensions, nous obtenons alors (voir le lemme 5.20) (u,7) € WOP(R3) x LP(R3).

Nous avons donc

—Au+§—+V7rE W,'P(R?), divu=0 dans R
T1

Soit h la distribution définie par —Au—l— -+ V. Par la relation (5.30), pour tout
¥ € D(R?), on a

(h, Y)p @syxp®s) = (Vu — we! —7l).n,P)aq.

Ainsi, h a son support compact contenu dans 0€). La distribution h appartient donc
a Wi PR3 N W, %(R?) et la proposition 3.39 nous donne alors Iexistence d'un
~ 12
unique couple (w,7n) € (L*(R3) N L*(R%) N W, (R?)) x L?(R?) solution de
a . 3
—Aw+—+V =h, divw=0 dans R".
8351

De plus
(i) Si 2 < p < 4, alors (w,n) € (L"*(R3) N W;’p(R‘%))) x LP(R?). Nous en déduisons
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que le couple (w — u,m — 1) est un polynome de L™?(R3) x LP(R3), donc w = wu,

w = 0 sur JN2 et m = 7. Par ailleurs, la restriction de (w,n) sur  satisfait
ow :
—Aw+a—+Vn:0, divw=0 dans Q, w=0 sur 0N.
451

Le lemme 5.18 nous permet de conclure que (w,n) = (0,0) et, par conséquent
(u,7) = (0,0).

(i) Si p > 4, alors (w,n) € W;’p(R3) x [P(R3). En procédant comme dans le
cas (i), on en déduit que chaque composante de w — u est un polynéme et que
7 = 1. Mais comme Vu € LP(R?) et Vw € L*(R?) N L’(R?), nous en concluons
que nécessairement w— u = A € R3. Ainsi, le couple (w,n) est I'unique solution de
(5.29). &

Nous sommes maintenant en mesure d’établir un résultat d’existence pour le probleme

exterieur d’Oseen dans le cas général.

Théoreme 5.22 Soient Q un ouvert extérieur de R? de classe C? et ry le réel donné
dans la définition 3.7 . Soient f € W3'P(Q), g € Z,(Q) et u, € WYP'»(00Q).

(i) Si2 < p < 4, alors le probléeme (5.1) admet une unique solution (u, ) € L™(Q2)N
W;p(ﬂ) x LP(Q). De plus nous avons l’estimation

Jullrson + Nl g + Ielley < (I iy + lgllzion + el o )-
(5.31)

—~1,
(ii) Sip > 4, alors le probléeme (5.1) admet une solution (u,T) € WOP(Q) x LP(Q),

unique & un élément de N5 (Q) prés. De plus, nous avons

of ( . >
ity 1% T Vg @)+l e

(5.32)
< C (If oy + 19l 2300 + el wasrniony ) -

Preuve : 1) On suppose d’abord u, = 0. Alors, par les mémes méthodes que
précédemment, nous pouvons étendre f en dehors de €2 et 'extension f e W, Lp (R3).

Par ailleurs, par définition de I'espace Z,(12), il existe une extension g € LF(R?) de
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g telle que ;—fl € W, >P(R?) satisfaisant

0

g
V)\ € IP[2_3/p/}7 <8_I'17 A>W52’p(R3)XW§’p/(R3) =

0.
Nous séparons la discussion en deux cas :
(i) Si 2 < p < 4, alors d’apres le théoreme 3.34, il existe un unique couple (w,n) €
—~1,
(L™ (R3) N W, (R?)) x LP(R?) solution de
ow rs . ~ 3
—Aw+ — +Vnp=f, divw= g dans R°.
8ZE1
Par conséquent, nous avons w|sg € WYPP(9Q). Le corollaire 5.19 nous donne
— 1,2
I'existence d'un unique couple (z,7) € (L*(Q)NLY(Q)N W, (Q)) x (L*(R2) solution
de

0
—Az+£+V7=O, div z = 0 dans €, z = —w sur 0.
1

De plus (z,7)) est aussi un élément de (L™(£2) N Wé’p(Q)) x LP(2). On pose

u=w+ z et ™ =n+7, alors le couple (u,7) € (L™?(Q)N Wé’p(ﬂ)) X LP(Q) est
solution du probleme (5.1).
(ii) Si p > 4, nous procédons de la méme maniere.
2) On suppose maintenant u, # 0. Soit un réel R > 0 fixé tel que R?\ Q soit inclus
dans Br. Grace a la remarque 5.8, comme u, € Wl/p'7p(8Q), il existe un unique
vecteur uy € WHP(Qpg) solution de

dug

—Aug + T 0 dans Qpr, ug = —u, sur 052, uy = 0 sur 0Bx.
Zy

Nous étendons ug par zéro dans R®\ Bp et on continue & noter uy I'extension.
Ainsi, fo = f + Aug — g—;"f e W,"(Q) ce qui implique que (fo,g + div u) €

W, '(Q) x Z,(Q). En utilisant 1) il existe un unique couple (w, ) € Wé’p(Q)) X
LP(9) satisfaisant

—Aw+§—w+V7r—fo, divw=g+divuy dans Q, w=0 sur OS2
T
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—~1,
En posant u = w — uy € WOP(Q), alors le couple(u, ) est I'unique solution de
(5.1). |
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Résumé

Cette these est consacrée a l'analyse théorique des équations d’Oseen posées
dans des régions non bornées. Le modele d’Oseen est une version linéarisée
des équations de Navier-Stokes décrivant un écoulement de fluides visqueux
incompressibles autour d'un obstacle borné. On choisit de poser le probleme
dans un cadre fonctionnel faisant intervenir des poids anisotropes, qui permet-
tent de décrire le comportement a l'infini des solutions et de tenir compte
de la zone paraboloidale, appelée le sillage, apparaissant derriere l'obstacle
durant 1’écoulement. Dans un premier temps, dans ce nouveau cadre, nous
démontrons des résultats de densité et des inégalités de Hardy. Dans un
deuxieme temps, nous montrons l'existence, I'unicité et la régularité de so-
lutions. Les résultats sont d’abord établis dans I’espace entier, puis dans un
domaine extérieur.

Mots-Clés : Equations d’Oseen, Mécanique des fluides, Espaces avec poids,
Domaines non bornés, Inégalités de Hardy.

Weighted L” theory for the Oseen equations in unbounded domains

Abstract

This thesis is devoted to the study of the Oseen equations in unbounded do-
mains. The Oseen model is a linearized version of the Navier-Stokes equations
describing the flow of a viscous and incompressible fluid past a bounded body.
To describe the behavior at infinity of solutions and to take into account the
paraboloidal region, the so-called wake, which appears behind the body dur-
ing the flow, we choose to set the problem in a functional framework which
uses anisotropic weights. In a first step, we prove density results and Hardy
inequalities. In a second step, we prove existence, uniqueness and regularity
of solutions. The results are first established in the whole space, then in an
exterior domain.

Keywords: Oseen equations, Fluids mechanic, Weighted spaces, Unbounded
domains, Hardy Inequalities.
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