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5.2 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.3 Le cas hilbertien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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NOTATIONS

Notations générales

p′ exposant conjugué de p, c’est-à-dire p′ = p
p−1

r = |x| norme de x ∈ Rn

ρ = 1 + r poids

s = r − x1 poids

ηα
β = (1 + r)α(1 + s)β poids anisotropique

[k] partie entière de k

IPj espaces des polynômes de degré inférieur à j

IPj = {0} si j < 0

IP∆
j polynômes harmoniques de IPj

BR boule ouverte centrée à l’origine et de rayon R

B′
R complémentaire de BR

Ω ⊂ Rn ouvert

∂Ω frontière de Ω

ΩR = Ω ∩BR

E(x) = − 1
4π|x| solution fondamentale du laplacien

(O, P) solution fondamentale d’Oseen

O solution fondamentale du modèle scalaire d’Oseen

f ∗ g produit de convolution des fonctions f et g

E ′ espace dual de E

E = (E1, ..., En) champs de vecteurs

E = (Eij)1≤i,j≤n champs de matrices

〈 , 〉E′,E produit de dualité E ′, E

B′⊥X = X⊥ l’orthogonal de X, sous-espace fermé de B′

Supp u support de u

f ∼ g c1 g ≤ f ≤ c2 g, c1, c2 deux constantes positives

∇u = ( ∂u
∂x1

, ..., ∂u
∂xn

) gradient de u

div u =
∑n

i=1
∂ui

∂xi
divergence de u

rot u = (
∂uj

∂xi
− ∂ui

∂xj
) rotationnel de u

∂�u = ∂λ1+...+λnu

∂x
λ1
1 ...∂xλn

n

|λ| = ∑n
i=1 λi

1



e i, 1 ≤ i ≤ n i ème vecteur de la base canonique de Rn

I matrice identité d’odre n

ut le transposé du vecteur u

S2 sphère unité de R3

w3 aire de S2

n la normale extérieure à l’ouvert Ω

Espaces fonctionnels

D(Ω) espace des fonctions indéfiniments différentiables

à support compact dans Ω

S(Rn) espace des fonctions à décroissance rapide dans Rn

D′(Ω) espace des distributions sur Ω

S ′(Rn) espace des distributions tempérées dans Rn

Lp(Ω) ensemble des fonctions u mesurables sur Ω

telles que
∫
Ω
|u|pdx < ∞

Lp
loc(Ω) ensemble des fonctions u ∈ Lp(Ω′) pour tout ouvert

borné Ω′ avec Ω′ ⊂ Ω

Wm,p(Ω) espace de Sobolev d’ordre m équippé de la norme ‖.‖W m,p(Ω)

Hm(Ω) espace de Sobolev Wm,2(Ω)

W 1,p
0 (Ω′) adhérence de D(Ω′) par rapport à la norme ‖.‖W 1,p(Ω′),

avec Ω′ borné
◦

W 1,p(Ω) adhérence de D(Ω) par rapport à la norme ‖.‖W 1,p(Ω),

avec Ω non borné

2



Chapitre 1

Introduction

L’étude des écoulements stationnaires de fluides incompressibles autour d’un obsta-

cle, supposé fixe, occupe une place importante dans la mécanique des fluides. Depuis

les travaux de C.L.M.H. Navier [43] et de C.G. Stokes [59], on sait que ce problème

est décrit par un système d’équations non-linéaires, dit de Navier-Stokes, et s’écrit

dans sa forme la plus simple :

−ν∆u + ρu.∇u +∇π = f dans Ω,

div u = 0 dans Ω,

u = u∗ sur ∂Ω.

(1.1)

On se place ici dans le cas où Ω est un ouvert extérieur de R3, c’est-à-dire le

complémentaire d’un compact que nous notons D représentant l’obstacle. La vis-

cosité ν, la densité ρ du fluide, les forces extérieures f et la valeur au bord u∗ sont

données. Le problème consiste à trouver le champ de vitesses u et la pression π.

Par commodité, l’origine du repère est placée à l’intérieur de l’obstacle. Puisque le

domaine est non borné, nous devons ajouter au système une condition à l’infini

lim
|x|→∞

u(x) = u∞, (1.2)

où u∞ est un vecteur constant de R3. Ces équations posent de nombreuses questions

mathématiques qui restent jusqu’à aujourd’hui sans réponse (voir par exemple [61],

[27] et [28]). Il est donc indispensable et naturel de commencer par analyser des
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1. Introduction

problèmes linéaires les approchant. La linéarisation du système (1.1) se fait autour

du vecteur constant u∞ et deux cas se présentent :

1) Si u∞ = 0, on aboutit aux équations bien connues de Stokes :

−ν∆u +∇π = f dans Ω,

div u = 0 dans Ω,

u = u∗ sur ∂Ω,

u→ 0 quand |x| → ∞.

(1.3)

Mais dans le cas particulier où f = 0, u∗ = 0 et Ω est le complémentaire de la

sphère unité de R3, Stokes [59] a construit une solution explicite présentant une

symétrie par rapport au centre de la sphère. De plus, si on s’intéresse à la solution

fondamentale de Stokes (U,P), elle s’écrit en dimension 3 :

Uij(x) =

(
δij∆− ∂

∂xi

∂

∂xj

)
Φ(x), Pi(x) =

∂E(x)

∂xi

, (1.4)

où

Φ(x) =
1

8πr
, r = |x|.

Nous pouvons observer que la vitesse fondamentale satisfait U = O(r−1). Elle

a donc le même comportement dans toutes les directions de R3. Or cette pro-

priété n’est pas physiquement réaliste. Les expériences montrent, en effet, que

durant l’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle, apparâıt à l’arrière de celui-

ci, un sillage parabolique. Dans le souci de décrire cette importante propriété de

l’écoulement, Oseen proposa en 1910 (voir [47] et aussi [48]) une linéarisation autour

d’un vecteur u∞ non nul.

2) Si u∞ 6= 0, par un changement éventuel de repère, on suppose de plus que

u∞ = he1 où h est un réel strictement positif. En posant u = v + u∞, on aboutit

4



1. Introduction

aux équations d’Oseen suivantes :

−ν∆v + k
∂v

∂x1

+∇π = f dans Ω,

div v = 0 dans Ω,

v = u∗ − u∞ sur ∂Ω,

v→ 0 quand |x| → ∞,

(1.5)

où k = ρh > 0. Nous pouvons déjà observer que le terme ∂v
∂x1

est une des différences

entre les modèles (1.3) et (1.5). Une autre différence vient de la solution fondamen-

tale d’Oseen (O,P) qui est de la forme

Oij(x) =

(
δij∆− ∂

∂xi

∂

∂xj

)
Φ(x), Pi(x) =

∂E(x)

∂xi

, (1.6)

mais maintenant,

Φ(x) =
1

4πk

∫ ks/2ν

0

1− e−t

t
dt, s = r − x1.

Le terme s représente la structure anisotrope des équations d’Oseen (1.5) et mon-

tre l’existence d’un sillage parabolique à l’arrière de l’obstacle. En effet, la région

{x ∈ R3, 0 ≤ s ≤ 1} représente une paraböıde symétrique par rapport à l’axe

(0, x1). Par ailleurs, le comportement asymptotique de la vitesse fondamentale

est O(x) = O(r−1(1 + s)−1). Nous pouvons donc constater que dans la région

parabolöıdale, O(x) = O(r−1), alors qu’à l’extérieur, O(x) = O(r−2). Autrement

dit, le comportement de la vitesse fondamentale diffère selon que l’on se situe à

l’intérieur ou à l’extérieur du sillage. Les résultats de l’approximation d’Oseen sont

ainsi plus satisfaisantes que ceux de Stokes.

L’objet de cette thèse est d’étudier le problème d’Oseen (1.5) avec la perspective

d’utiliser les résultats obtenus pour l’analyse du modèle de Navier-Stokes (1.1), et

ainsi, apporter notre modeste contribution à une meilleure compréhension de (1.1).

Dans cette optique, l’étude de (1.5) repose sur une théorie Lp. En effet, dans un

domaine non borné, une théorie hilbertienne ne suffit pas pour décrire complètement

5



1. Introduction

les différentes propriétés des solutions, dans le cas présent, le comportement à l’infini.

Cette dernière propriété nous amène à choisir les espaces de Sobolev avec poids

comme cadre fonctionnel de notre étude. Afin de prendre en compte le sillage,

un poids anisotrope est aussi considéré et celui-ci est donné par le comportement

asymptotique de la vitesse fondamentale d’Oseen O dont nous rappelons qu’elle se

comporte comme r−1(1 + s)−1. Par ailleurs, pour ses dérivées successives on a :

∇O(x) = O(r−3/2(1+s)−3/2),
∂2O(x)

∂xi∂xj

= O(r−2(1+s)−2),
∂O(x)

∂x1

= O(r−2(1+s)−1).

Il est ainsi naturel de considérer le poids anisotrope ηα
β défini par

ηα
β = (1 + r)α(1 + s)β.

Faisons à présent un rapide survol des travaux consacrés au problème (1.5). Les

premières études complètes sont dues à Faxén [24] qui généralise les méthodes intro-

duites par Odqvist [45] pour le problème de Stokes. Plus récemment, en utilisant la

méthode de Galerkin, Finn [25] établit l’existence de solutions pour le problème (1.5)

incluant des estimations avec poids. Il montre, en particulier, que si rf ∈ L2(Ω),

alors le système (1.5) admet une vitesse u qui tend vers zéro à l’infini, dans le sens

r−1u ∈ L2(Ω) (pour la définition de la limite, voir chapitre 3, définition 3.3 et re-

marque 3.4). Dans [13], Babenko utilise le théorème des multiplicateurs de Lizorkin

[40] pour établir l’existence de solutions au problème d’Oseen. Les résultats de Finn

et de Babenko sont ensuite étendus et généralisés par Galdi dans [26] et [27]. Nous

citons également Farwig [21], [20] qui étudie (1.5) dans des espaces L2 avec le poids

anisotrope ηα
β . Il considère l’espace :

L2
α,β(Ω) = {u ∈ L2

loc(Ω), ηα
βu ∈ L2(Ω)}

et montre l’existence de solutions qui s’écrivent explicitement comme la convolée

par la solution fondamentale. Il étudie pour cela les opérateurs f → O ∗ f et

f → ∇O ∗ f dans les espaces L2
α,β(R3) et les estimations obtenues sur le premier

6



1. Introduction

opérateur sont en fait améliorées par l’étude du modèle scalaire

−ν∆u + k
∂u

∂x1

= f dans Ω,

u = u∗ sur ∂Ω.

(1.7)

Les estimations sur les deux opérateurs ont été étendues aux espaces Lp
α,β(R3) dans

[36] (voir aussi [51]) avec 1 < p < ∞. Dans [22] et [23], le problème d’Oseen posé

dans tout l’espace Rn est étudié dans les espaces Lp
α,0(Rn), c’est-à-dire β = 0.

Le plan de notre travail est le suivant :

Dans le chapitre 2, nous présentons les espaces de Sobolev avec poids isotropes (c’est-

à-dire β = 0) et anisotropes que nous utiliserons. Dans un premier temps, on montre

des résultats de densité. Dans un deuxième temps, on établit des inégalités de Hardy

avec poids anisotropes qui sont les principaux résultats du chapitre. Elles jouent

un rôle fondamental dans la recherche de solutions pour des forces f appartenant

à des espaces du type W −1,p(R3) avec poids anisotropes. Elles permettent aussi

de démontrer des résultats d’isomorphisme des opérateurs gradient, divergence et

laplacien.

Dans le chapitre 3, nous commençons l’étude des équations d’Oseen par le problème

suivant :

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f , div u = g dans R3. (1.8)

Le fait de travailler d’abord sur R3 nous permet de nous concentrer uniquement sur

le comportement à l’infini. Nous verrons que le trait essentiel de notre analyse est

la résolution, dans une première partie, du modèle scalaire :

−∆u +
∂u

∂x1

= f dans R3. (1.9)

L’équation (1.9) peut être considérée comme le problème de base à étudier pour

traiter les équations d’Oseen.

Dans le chapitre 4, qui constitue un travail fait en collaboration avec T. Z. Boulmeza-

oud, nous résolvons à nouveau les équations (1.8) posées dans Rn, n ≥ 2. Le cadre

fonctionnel choisi se limite aux espaces avec poids isotropes. Le but de l’étude est

7



1. Introduction

d’étendre, dans ce cadre, les résultats d’existence et d’unicité du chapitre précédent.

Dans une première partie nous analysons les relations qui lient le modèle scalaire

(1.9) et le problème (1.8).

Enfin dans le dernier chapitre, nous étudions le problème d’Oseen général

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f , dans Ω,

div u = g dans Ω,

u = u∗ sur ∂Ω,

(1.10)

où Ω est un ouvert extérieur de R3 que l’on supposera au moins lipschitzien. On

résout (1.10) en associant les résultats établis dans R3 avec ceux obtenus dans un do-

maine borné. Cette idée a été développée par Giroire dans [32]. Nous commencerons

d’abord par démontrer l’existence et l’unicité d’une solution dans le cas hilbertien

avant de terminer l’étude avec le cas général.

8



Chapitre 2

Cadre fonctionnel et propriétés

2.1 Introduction et notations générales

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution

du problème d’Oseen dans des domaines non bornés. Dans de tels domaines, il

est nécessaire de décrire le comportement à l’infini des fonctions. Nous introduisons

pour cela les espaces de Sobolev avec poids qui sont un bon cadre pour les problèmes

posés dans des domaines extérieurs. Sans être exhaustif, nous citons [34], [32], [6],

[7], [16] et [54] pour le problème de Laplace, [31], [29], [30], [2], [3], [15], [56], [57]

et [58] pour le problème de Stokes, enfin, [21], [20], [22], [23], [36] et [51] pour le

problème d’Oseen. Nous citons aussi d’autres travaux tels que [37]. L’écoulement

d’un fluide autour d’un obstacle présentant une direction privilégiée, nous intro-

duisons aussi des espaces de Sobolev avec poids anisotropes. Nous présentons des

propriétés de ces espaces, en particulier les inégalités de Hardy qui sont les princi-

paux résultats de ce chapitre.

Nous commençons par donner les premières notations et définitions. Dans ce mémoire,

le réel p apppartiendra toujours à l’intervalle ]1, +∞[. Nous notons p′ le conjugué

de p, c’est-à-dire p′ = p
p−1

. La dimension de l’espace sera notée n. Pour tout es-

pace B, nous désignons en caractère gras B, l’espace Bn = (B1, ..., Bn) ou l’espace

Bn2
= (Bij)1≤i,j≤n. Nous notons par x = (x1, x2, ..., xn) un point de Rn et sa distance

à l’origine par

r = |x| = (x1 + x2 + ... + xn)1/2.

9



2.2. Rappels sur les espaces Wm,p
α

Nous notons [k] la partie entière de k. Pour tout j ∈ Z, IPj désigne l’espace des

polynômes de degré inférieur ou égal à j. L’espace IP∆
j est constitué de polynômes

de IPj qui sont harmoniques. Nous notons par BR la boule ouverte centrée à l’origine

et de rayon R. Si Ω est un ouvert, ΩR désigne Ω ∩ BR. Nous rappelons que D′(Ω)

est l’espace des distributions dans Ω et que S ′(Rn) est l’espace des distributions

tempérées dans Rn. Pour un espace de Banach B donné et X un sous-espace fermé

de B, nous notons par B′⊥X l’orthogonal de X dans le dual B′ de B, c’est-à-dire

B′⊥X = X⊥ = {f ∈ B′,∀v ∈ X, 〈f, v〉 = 0} = (B/X)′.

Enfin C désigne une constante générique strictement positive.

2.2 Rappels sur les espaces Wm,p
α

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour tout α ∈ R et m ∈ N, posons

k = k(m,n, p, α) =





−1 si
n

p
+ α /∈ {1, ..., m}

m− n

p
− α si

n

p
+ α ∈ {1, ..., m}.

On définit la famille d’espaces avec poids Wm,p
α (Ω) :

Wm,p
α (Ω) = {u ∈ D′(Ω);∀λ ∈ Nn,

0 ≤ |λ| ≤ k, ρα−m+|�|(ln(1 + ρ))−1∂�u ∈ Lp(Ω),

k + 1 ≤ |λ| ≤ m, ρα−m+|�|∂�u ∈ Lp(Ω)}

et on note

‖u‖W m,p
α (Ω) =


 ∑

0≤|�|≤k

‖ρα−m+|�|(ln(1 + ρ))−1∂�u‖p
Lp(Ω)

+
∑

k+1≤|�|≤m

‖ρα−m+|�|∂�u‖p
Lp(Ω)




1/p

10



2.2. Rappels sur les espaces Wm,p
α

la norme de Wm,p
α (Ω) qui le munit d’une structure d’espace de Banach réflexif. Nous

définissons aussi la semi-norme

|u|W m,p
α (Ω) =


 ∑

|�|=m

‖ρα∂�u‖p
Lp(Ω)




1/p

.

Donnons un exemple d’un tel espace. Si m = 1 et α = 0, alors l’espace W 1,p
0 (Ω) est

défini par

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ D′(Ω), ρ−1u ∈ Lp(Ω),∇u ∈ Lp(Ω)}, si p 6= n,

W 1,n
0 (Ω) = {u ∈ D′(Ω), (ln(1 + ρ))−1ρ−1u ∈ Ln(Ω),∇u ∈ Ln(Ω)}.

Nous considérons le cas où l’ouvert Ω est l’espace entier Rn ou le cas d’un domaine

extérieur. Les poids contrôlent le comportement à l’infini des fonctions appartenant

à Wm,p
α (Ω). Ils ont été choisis afin d’obtenir des inégalités de types Hardy que nous

allons rappeler dans la suite. Nous pouvons remarquer que le poids logarithmique

n’apparâıt que pour les valeurs de m, n, p, α telles que

n

p
+ α ∈ {1, ..., m}. (2.1)

Les valeurs de m, n, p et α qui vérifient la condition (2.1) seront appelées valeurs

critiques. Nous rappelons maintenant quelques propriétés de ces espaces. Les es-

paces Wm,p
α (Ω) cöıncident localement avec les espaces de Sobolev classiques. Ainsi

les traces de ces fonctions sur ∂Ω vérifient les théorèmes de traces classiques (voir

[1], [17] ou [44]). Nous pouvons alors définir l’espace

o

W
m,p
α (Ω) = {u ∈ Wm,p

α (Ω), γ0u = 0, γ1u = 0, ..., γm−1u = 0}.

Si Ω = Rn, nous avons l’égalité
o

W m,p
α (Ω) = Wm,p

α (Rn). Lorsque p = 2, les espaces

Wm,2
α (Ω) ont été utilisés par Giroire [32] pour résoudre le problème du laplacien. le

cas général étant utilisé par Amrouche, Girault et Giroire [6, 7]. Pour le cas non

critique et lorsque Ω = R2 ou Ω = R2
+, ces espaces ont été employés par Hanouzet

[34]. Pour Ω = Rn, nous citons aussi les travaux de Cantor [18], de Kufner [38] ou

d’Opic et Kufner [46]. L’espace D(Ω) est dense dans Wm,p
α (Ω) et D(Ω) est dense
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2.2. Rappels sur les espaces Wm,p
α

dans
o

Wm,p
α (Ω). Ces propriétés sont démontrées dans [6] pour le cas Ω = Rn et elles

sont étendues à un domaine extérieur par une partition de l’unité (voir aussi [7]).

L’espace dual de
o

W m,p
α (Ω) est noté W−m,p′

−α (Ω) et c’est un sous-espace de D′(Ω).

Lorsque n/p+α /∈ {1, ..., m}, nous avons les injections continues et denses suivantes

Wm,p
α (Ω) ⊂ Wm−1,p

α−1 (Ω) ⊂ ... ⊂ W 0,p
α−m(Ω). (2.2)

Par ailleurs, pour tout λ ∈ Nn, l’application

u ∈ Wm,p
α (Ω) −→ ∂�u ∈ Wm−|�|,p

α (Ω) (2.3)

est continue. Pour tout réel γ, on a

|∂�(ργ)| ≤ Cργ−|�|. (2.4)

Dans le cas n/p + α /∈ {1, .., m} et n/p + α − γ /∈ {1, .., m}, (2.4) implique que

l’application

u ∈ Wm,p
α (Ω) −→ ργu ∈ Wm,p

α−γ(Ω) (2.5)

est un isomorphisme. Remarquons que si nous supposons uniquement n/p + α /∈
{1, .., m}, alors l’application (2.5) est continue. Si j ∈ N, alors l’espace des polynômes

de degré inférieur ou égale à j, noté IPj, est inclus dans Wm,p
α (Ω) avec

j =

[
m− n

p
− α

]
, si n/p + α /∈ Z−

j = m− 1− n

p
− α, sinon.

(2.6)

Nous donnons à présent une propriété fondamentale des espaces Wm,p
α (Ω).

Théorème 2.1 Soit Ω un ouvert extérieur lipschitzien. Soient m ≥ 1 un entier et

α un réel, alors il existe une constante positive C = C(n, p, α) telle que

1)

∀u ∈ Wm,p
α (Ω), inf

λ∈IPj′
‖u + λ‖W m,p

α (Ω) ≤ C|u|W m,p
α (Ω), (2.7)

où j′ = min(j, 0) et j est le plus haut degré des polynômes appartenant à Wm,p
α (Ω).

12



2.2. Rappels sur les espaces Wm,p
α

2)

∀u ∈ o

W
m,p
α (Ω), ‖u‖W m,p

α (Ω) ≤ C|u|W m,p
α (Ω). (2.8)

Ce sont les inégalités (2.7) et (2.8) qui justifient le choix des poids et, en particulier,

l’introduction du poids logarithmique dans la définition de Wm,p
α (Ω) pour les valeurs

critiques (2.1). On peut trouver une preuve de ce théorème dans le cas Ω = Rn dans

[6] et l’extension à un domaine extérieur Ω se fait par partition de l’unité (voir [7]).

Définissons maintenant l’espace

Hp = {v ∈ Lp(Rn), div v = 0}.

Le théorème 2.1 permet de montrer que les opérateur gradient et divergence suivants

sont des isomorphismes (voir [6]) :

∇ : W 1,p
0 (Rn)/IP[1−n/p] → Lp(Rn)⊥Hp′ , (2.9)

div : Lp′(Rn)/Hp′ → W−1,p′
0 (Rn)⊥IP[1−n/p]. (2.10)

Le prochain résultat découle du théorème 2.1 (voir la preuve dans [6]) :

Proposition 2.2 Soit un entier m ≥ 1 et une distribution u tel que

∀λ ∈ Nn : |λ| = m, ∂�u ∈ Lp(Rn).

(i) Si 1 < p < n, alors il existe un polynôme K(u) ∈ IPm−1 tel que u + K(u) ∈
Wm,p

0 (Rn) et

inf
µ∈IP[m−n/p]

‖u + K(u) + µ‖W m,p
0 (Rn) ≤ C|u|W m,p

0 (Rn). (2.11)

(ii) Si p ≥ n, alors u ∈ Wm,p
0 (Rn) et nous avons

inf
µ∈IPm−1

‖u + µ‖W m,p
0 (Rn) ≤ C|u|W m,p

0 (Rn). (2.12)

Remarquons que lorsque m = 1, la constante K(u) donnée par la proposition 2.2 i)

est unique. Par les injections de Sobolev et le théorème 2.1, nous avons l’injection

continue et dense suivante :
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2.3. Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

W 1,p
0 (Ω) ⊂ L

np
n−p (Ω), si 1 < p < n. (2.13)

De sorte que nous avons alors la caractérisation de l’espace W 1,p
0 (Ω) suivante :

W 1,p
0 (Ω) = {v ∈ L

np
n−p (Ω), ∇v ∈ Lp(Ω)}, avec 1 < p < n. (2.14)

En utilisant le théorème II.5.1 de [26], nous pouvons remarquer que si 1 < p < n

et Ω est un ouvert lipschitzien, l’espace de Sobolev avec poids W 1,p
α (Ω) et l’espace de

Sobolev homogène D1,p(Ω) = {u ∈ L1
loc(Ω), ∇u ∈ Lp(Ω)} cöıncident algébriquement

et topologiquement. Par dualité de l’injection (2.13) pour Ω = Rn, nous obtenons

aussi l’injection suivante :

L
np′

n+p′ (Rn) ⊂ W−1,p′
0 (Rn), avec

n

n− 1
< p′ < ∞. (2.15)

Enfin, si 1 < p < n/2, nous avons aussi l’égalité topologique et algébrique suivante

W 2,p
0 (Rn) =

{
v ∈ L

np
n−2p (Rn), ∇v ∈ L

np
n−p (Rn),

∂2u

∂xi∂xj

∈ Lp(Rn), i, j = 1, 2, ..., n

}
.

(2.16)

2.3 Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

Nous allons à présent introduire une nouvelle famille d’espaces avec poids.

Définition 2.3 Nous définissons les espaces suivants

W̃ 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω),
∂u

∂x1

∈ W−1,p
0 (Ω)

}
,

et pour tout σ > 0 que l’on fixera suffisamment petit

M1,p
0 (Ω) = W̃ 1,p

0 (Ω) ∩W 0,p

− 1
2
−σ

(Ω).
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2.3. Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

Les espaces W̃ 1,p
0 (Ω) et M1,p

0 (Ω) sont des espaces de Banach pour les normes suiv-

antes

‖u‖fW 1,p
0 (Ω) = ‖u‖W 0,p

−1 (Ω) +
n∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (Ω)

, si p 6= n,

‖u‖fW 1,n
0 (Ω) = ‖(ln(1 + ρ))−1u‖W 0,n

−1 (Ω) +
n∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Ln(Ω)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,n

0 (Ω)

,

(2.17)

et

‖u‖M1,p
0 (Ω) = ‖u‖W 0,p

− 1
2−σ

(Ω) +
n∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (Ω)

. (2.18)

Les normes (2.17) et (2.18) sont équivalentes aux normes naturelles. L’objet de la

fin de cette section est de montrer des résultats de densités. Nous allons commencer

par le cas où Ω = Rn. La première étape consiste à caractériser les espaces duaux

de W̃ 1,p
0 (Rn) et M1,p

0 (Rn) respectivement notés W̃−1,p′
0 (Rn) et M−1,p′

0 (Rn).

Lemme 2.4 Soit f ∈ W̃−1,p′
0 (Rn). Alors

i) Si p 6= n, il existe f0 ∈ W 0,p′
1 (Rn), F ∈ Lp′(Rn), h ∈ W 1,p′

0 (Rn) tels que pour tout

v ∈ W̃ 1,p
0 (Rn),

〈f, v〉fW−1,p′
0 (Rn)×fW 1,p

0 (Rn)
= 〈f0, v〉W 0,p′

1 (Rn)×W 0,p
−1 (Rn)

+ 〈F,∇v〉Lp′ (Rn)×Lp(Rn)

+ 〈h,
∂v

∂x1

〉
W 1,p′

0 (Rn)×W−1,p
0 (Rn)

(2.19)

et

‖f‖fW−1,p′
0 (Rn)

= max
(
‖f0‖W 0,p′

1 (Rn)
, ‖F‖Lp′ (Rn), ‖h‖W 1,p′

0 (Rn)

)
.

De plus, lorsque p < n, on peut prendre f0 = 0.

ii) Si p = n, le résultat de i) reste valable en remplaçant le poids ρ dans la définition

des espaces W 0,p′
1 (Rn) et W 0,p

−1 (Rn) par le poids ρ ln(1 + ρ).

Preuve : i) Le cas p 6= n. Notons E l’espace E = W 0,p
−1 (Rn)×Lp(Rn)×W−1,p

0 (Rn)

muni de la norme

‖ψ‖E = ‖ψ0‖W 0,p
−1 (Rn) +

i=n∑
i=1

‖ψi‖Lp(Rn) + ‖ψn+1‖W−1,p
0 (Rn),
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2.3. Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

où ψ = (ψ0, ..., ψn+1). L’application T : v ∈ W̃ 1,p
0 (Rn) → (v, ∂v

∂x1
, ..., ∂v

∂xn
, ∂v

∂x1
) ∈

E est une isométrie. Posons à présent G = T (W̃ 1,p
0 (Rn)) que l’on munit de la

norme induite par celle de E et S = T−1 : G → W̃ 1,p
0 (Rn). L’application L :

h ∈ G → 〈f, Sh〉 est linéaire continue sur G. Ainsi, d’après le théorème de

Hahn-Banach, on peut la prolonger en une application linéaire et continue sur E

notée L̃, avec ‖L̃‖E′ = ‖f‖. Grâce au théorème de représentation de Riesz, il existe

f0 ∈ W 0,p′
1 (Rn), F ∈ Lp′(Rn) et h ∈ W 1,p′

0 (Rn) tels que

∀v ∈ W̃ 1,p
0 (Rn), 〈L̃, v〉 = 〈f0, v〉W 0,p′

1 (Rn)×W 0,p
−1 (Rn)

+ 〈F,∇v〉Lp′ (Rn)×Lp(Rn)

+ 〈h,
∂v

∂x1

〉
W 1,p′

0 (Rn)×W−1,p
0 (Rn)

et

‖L̃‖E′ = max
(
‖f0‖W 0,p′

1 (Rn)
, ‖F‖Lp′ (Rn), ‖h‖W 1,p′

0 (Rn)

)
.

Lorsque p < n, d’après le théorème 2.1, on a

∀u ∈ W 1,p
0 (Rn), ‖u‖W 0,p

−1 (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn).

On peut procéder de la même manière que précédemment avec E = Lp(Rn) ×
W−1,p

0 (Rn) et T : v ∈ W̃ 1,p
0 (Rn) → ( ∂v

∂x1
, ..., ∂v

∂xn
, ∂v

∂x1
) ∈ E.

ii) Le cas p = n se traite de la même manière que le cas p 6= n mais en remplaçant le

poids ρ dans la définition des espaces W 0,p′
1 (Rn) et W 0,p

−1 (Rn) par le poids ρ ln(1+ρ).

Ceci achève la démonstration du lemme. ¥

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant

Proposition 2.5

L’espace D(Rn) est dense dans W̃ 1,p
0 (Rn).

Preuve : i) Le cas p 6= n. Soit f ∈ W̃−1,p′
0 (Rn) tels que

∀ϕ ∈ D(Rn), 〈f, ϕ〉fW−1,p′
0 (Rn)×fW 1,p

0 (Rn)
= 0.
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2.3. Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

Puisque p 6= n, d’après (2.2), on a l’injection continue et dense W 1,p
0 (Rn) ⊂ W 0,p

−1 (Rn).

Par dualité, nous avons donc l’inclusion

W 0,p′
1 (Rn) ⊂ W−1,p′

0 (Rn).

Ainsi, à l’aide du lemme 2.4, on a

∂h

∂x1

= f0 − div F ∈ Lp′(Rn) ∩W−1,p′
0 (Rn).

Pour tout v ∈ W̃ 1,p
0 (Rn), on obtient alors

< f, v >fW−1,p
0 (Rn)×fW 1,p′

0 (Rn)

=< f0, v >
W−1,p′

0 (Rn)×W 1,p
0 (Rn)

− < div F, v >
W−1,p′

0 (Rn)×W 1,p
0 (Rn)

− <
∂h

∂x1

, v >
W−1,p′

0 (Rn)×W 1,p
0 (Rn)

= 0. (2.20)

Ce qui achève la preuve du cas p 6= n.

ii) Si p = n, il suffit de prendre ρ ln(1+ρ)f0 ∈ Lp′(Rn) et on obtient f0 ⊂ W−1,p′
0 (Rn),

ce qui permet d’établir le résultat en procédant de la même manière que pour le cas

p 6= n. ¥

La proposition ci-dessous se démontre comme précédemment.

Proposition 2.6

L’espace D(Rn) est dense dans M1,p
0 (Rn).

Comme conséquences des propositions 2.5 et 2.6, les espaces duaux W̃−1,p′
0 (Rn) et

M−1,p′
0 (Rn) sont des espaces de distributions qu’on peut caractériser de la manière

suivante :
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2.3. Les espaces avec poids W̃ 1,p
0 et M1,p

0

Corollaire 2.7 Nous avons les identités algébriques et topologiques suivantes :

W̃−1,p′
0 (Rn) = {f ∈ D′(Rn), f = f0 + div F +

∂h

∂x1

,

f0 ∈ W 0,p′
1 (Rn),F ∈ Lp′(Rn), h ∈ W 1,p′

0 (Rn)},
(2.21)

M−1,p′
0 (Rn) = {f ∈ D′(Rn), f = f0 + div F +

∂h

∂x1

,

f0 ∈ W 0,p′
1
2
+σ

(Rn),F ∈ Lp′(Rn), h ∈ W 1,p′
0 (Rn)}.

(2.22)

Pour un domaine extérieur Ω, nous introduisons maintenant l’espace suivant :

◦
W̃ 1,p

0 (Ω) =

{
u ∈ ◦

W
1,p
0 (Ω),

∂u

∂x1

∈ W−1,p
0 (Ω)

}
. (2.23)

Nous notons W̃−1,p′
0 (Ω) son espace dual. En procédant de la même manière que dans

la proposition 2.4, on peut montrer que, si f ∈ W̃−1,p′
0 (Ω), alors :

1) si p 6= n, il existe f0 ∈ W 0,p′
1 (Ω), F ∈ Lp′(Ω), h ∈ ◦

W
1,p′
0 (Ω) tels que pour tout

v ∈
◦

W̃ 1,p
0 (Ω),

〈f, v〉fW−1,p′
0 (Ω)×

◦fW1,p
0 (Ω)

= 〈f0, v〉W 0,p′
1 (Ω)×W 0,p

−1 (Ω)
+ 〈F,∇v〉Lp′ (Ω)×Lp(Ω)

+ 〈h,
∂v

∂x1

〉 ◦
W

1,p′
0 (Ω)×W−1,p

0 (Ω)

(2.24)

et

‖f‖fW−1,p′
0 (Ω)

= max
(
‖f0‖W 0,p′

1 (Ω)
, ‖F‖Lp′ (Ω), ‖h‖W 1,p′

0 (Ω

)
.

2) Si p = n, la caractérisation (2.24) reste valable en remplaçant le poids ρ dans la

définition des espaces W 0,p′
1 (Ω) et W 0,p

−1 (Ω) par le poids ρ ln(1 + ρ).

On peut ensuite montrer la

Proposition 2.8

L’espace D(Ω) est dense dans
◦

W̃ 1,p
0 (Ω).

Preuve : La démonstration est similaire à celle de la proposition 2.5. ¥
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

2.4 Espaces avec poids anisotropes

Ce paragraphe est consacré aux espaces de Sobolev avec poids anisotropes et à leur

principale propriété, les inégalités de Hardy.

2.4.1 Définitions et premières propriétés

Définition 2.9 Soient α, β ∈ R, x ∈ Rn. Nous posons

s = r − x1,

et nous introduisons le poids anisotrope

ηα
β = (1 + r)α(1 + s)β.

Remarque 2.10 i) Nous avons l’identité ηα
0 = ρα.

ii) Un calcul rapide montre que

∂s

∂x1

= −s

r
≤ 0, |∇s|2 =

2s

r
,

ce qui permet d’obtenir les inégalités suivantes sur le poids ηα
β :

|∇ηα
β | ≤ Cη

α− 1
2

β− 1
2

,

∣∣∣∣
∂ηα

β

∂x1

∣∣∣∣ ≤ Cηα−1
β , pour r 6= 0 (2.25)

et ∣∣∣∣
∂2ηα

β

∂xi∂xj

∣∣∣∣ ≤ Cηα−1
β−1 , pour r > 1. (2.26)

Nous allons à présent introduire une nouvelle famille d’espaces avec poids.

Définition 2.11 Pour α, β ∈ R, nous définissons

Lp
α,β(Ω) = {u ∈ D′(Ω), ηα

βu ∈ Lp(Ω)},
X1,p

α,β(Ω) = {u ∈ Lp

α− 1
2
,β− 1

2

(Ω), ∇u ∈ Lp
α,β(Ω)},

Y 1,p
α,β (Ω) = {u ∈ Lp

α−1,β(Ω), ∇u ∈ Lp
α,β(Ω)}.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Ce sont des espaces de Banach pour les normes respectives

‖u‖Lp
α,β(Ω) = ‖ηα

βu‖Lp(Ω),

‖u‖X1,p
α,β(Ω) =

(
‖u‖p

Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Ω)
+ ‖∇u‖p

Lp
α,β(Ω)

)1/p

,

‖u‖Y 1,p
α,β(Ω) =

(
‖u‖p

Lp
α−1,β(Ω)

+ ‖∇u‖p
Lp

α,β(Ω)

)1/p

.

Comme pour les espaces W 1,p
α (Ω), les espaces Lp

α,β(Ω), X1,p
α,β(Ω) et Y 1,p

α,β (Ω) cöıncident

localement avec les espaces de Sobolev classiques. De plus, nous avons l’inclusion

suivante

X1,p
α,β(Ω) ⊂ Y 1,p

α,β (Ω).

Dans la suite, nous montrerons que, sous certaines conditions sur α et β, nous

pouvons même avoir l’égalité. Lorsque n/p + α 6= 1, nous avons l’identité

Y 1,p
α,0 (Ω) = W 1,p

α (Ω).

Remarque 2.12 L’application

u ∈ Lp
α,β(R3) → ηa

b u ∈ Lp
α−a,β−b(R

3)

est un isomorphisme.

Nous allons à présent nous intéresser aux polynômes qui appartiennent à ces espaces.

Nous avons tout d’abord besoin du résultat suivant :

Lemme 2.13 On suppose n ≥ 2. Soient α et β deux réels. Alors on a

∫

Rn

ηα
βdx < ∞⇔ −α + min

(
n− 1

2
,−β

)
> n. (2.27)

Preuve : Soit R > 1 un réel fixé. Pour montrer (2.27), il suffit d’étudier l’intégrale

sur B′
R. Nous allons nous contenter du cas n ≥ 3, la démonstration étant similaire

si n = 2. Posons θ = (θ1, ..., θn−1) ∈]0, π[n−2×]0, 2π[ et

D = {(r, θ) ∈ R+×]0, π[n−2×]0, 2π[, r > R}.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Introduisons les coordonnées sphériques généralisées

x1 = r cos θ1, x2 = r sin θ1 cos θ2, ..., xn−1 = r sin θ1... sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1... sin θn−2 sin θn−1.
(2.28)

Notons I l’intégrale de (2.27) dans B′
R, on obtient donc

I =

∫

D

(1 + r)α(1 + r − r cos θ1)
βrn−1(sin θ1)

n−2drdθ.

Intéressons nous à l’intégrale suivante

J = (1 + r)αrn−2

∫ π

0

(1 + r − r cos θ1)
βr(sin θ1)

n−2dθ1.

En effectuant le changement de variables t = r − r cos θ1, on peut écrire

J = (1 + r)αrn−2

∫ 2r

0

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2r−(n−3)dt

= (1 + r)αr

∫ 2r

0

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt

En découpant cette dernière intégrale en trois, on arrive à

J ≤ Crα+1

[∫ 1

0

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt +

∫ r

1

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt

+

∫ 2r

r

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt

]
.

Pour la première intégrale, on obtient

∫ 1

0

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt ≤ Cr(n−3)/2

∫ 1

0

t(n−3)/2dt ≤ Cr(n−3)/2.

Pour la deuxième, on a

∫ r

1

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt = 2(n−3)/2r(n−3)/2

∫ r

1

(1 + t)βt(n−3)/2

(
1− t

2r

)(n−3)/2

dt

≤ Cr(n−3)/2

∫ r

1

tβ+(n−3)/2dt.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Maintenant, dans le cas où β + n−1
2
6= 0, on obtient

∫ r

1

tβ+(n−1)/2dt ≤ C(rβ+n−1
2 − 1)

≤ Cr(n−1)/2−min(−β, n−1
2 ).

Il vient donc

∫ r

1

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt ≤ Crn−2−min(−β, n−1
2 ).

Si β + n−1
2

= 0, on a

∫ r

1

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt ≤ Cr(n−3)/2 ln r.

Enfin on a facilement

∫ 2r

r

(1 + t)β(2tr − t2)(n−3)/2dt ≤ Crβ+n−2.

Grâce à ces estimations, on aboutit à

I < ∞⇔ −α + min((n− 1)/2,−β) > n,

ce qui achève la preuve. ¥

Grâce à ce lemme, nous en déduisons les propriétés suivantes:

Propriété 2.14 Soit j ∈ Z, alors

IPj ⊂ Lp
α,β(Ω) ssi j < −n

p
− α +

1

p
min

(
(n− 1)

2
,−βp

)
, (2.29)

IPj ⊂ X1,p
α,β(Ω) ssi j <

1

2
− n

p
− α +

1

p
min

(
(n− 1)

2
,−pβ + p/2

)
, (2.30)

IPj ⊂ Y1,p
α,β(Ω) ssi j < 1− n

p
− α +

1

p
min

(
(n− 1)

2
,−pβ

)
. (2.31)

Nous allons à présent établir des résultats de densité.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Proposition 2.15

L’espace D(Ω) est dense dans Lp
α,β(Ω).

Preuve : D’après la définition de Lp
α,β(Ω), étant donné un élément u ∈ Lp

α,β(Ω),

nous avons ηα
βu ∈ Lp(Ω). Il existe donc une suite (ϕk)k∈N ∈ D(Ω) qui tend vers ηα

βu

dans Lp(Ω). Posons ψk = η−α
−βϕk ∈ D(Ω), il est alors facile de voir que ψk tend vers

u dans Lp
α,β(Ω). ¥

Pour les espaces X1,p
α,β(Ω) et Y 1,p

α,β (Ω), nous allons commencer par montrer la densité

de D(Ω) dans le cas Ω = Rn. Nous l’étendrons ensuite à un domaine extérieur.

Proposition 2.16

L’espace D(Rn) est dense dans X1,p
α,β(Rn) et dans Y 1,p

α,β (Rn).

Preuve : La preuve étant identique pour les deux espaces, nous allons la faire pour

X1,p
α,β(Rn). Soit alors u ∈ X1,p

α,β(Rn) et ϕ ∈ D(Rn) telle que

ϕ(x) = 1 si |x| < 1,

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 si 1 ≤ |x| ≤ 2,

ϕ(x) = 0 si |x| ≥ 2.

Posons à présent ϕk(x) = ϕ(x/k) et uk = uϕk. On a

‖uk − u‖p

X1,p
α,β(Rn)

= ‖uk − u‖p
Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn)
+ ‖∇(uk − u)‖p

Lp
α,β(Rn)

≤ ‖(ϕk − 1)u‖p
Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn)
+ C‖(ϕk − 1)∇u‖p

Lp
α,β(Rn)

+ C‖u∇ϕk‖p
Lp

α,β(Rn)
.

(2.32)

Puisque u ∈ X1,p
α,β(Rn), les deux premiers termes de (2.32) tendent vers 0. Le

troisième terme s’écrit

‖u∇ϕk‖p
Lp

α,β(Rn)
=

∫

{k≤r≤2k}
ηαp

βp |u∇ϕk|pdx.
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Par ailleurs, on sait que

|∇ϕk(x)| ≤ 1

k
|∇ϕ(x/k)|.

En utilisant cette estimation, on obtient

‖u∇ϕk‖p
Lp

α,β(Rn)
≤ C

∫

{k≤r≤2k}
η

(α−1)p
βp |u|pdx

≤ C

∫

{k≤r≤2k}
η

(α− 1
2
)p

(β− 1
2
)p
|u|pdx.

Puisque u ∈ X1,p
α,β(Rn), ce dernier terme tend vers 0. Nous avons donc montré que

pour tout u ∈ X1,p
α,β(Rn) et pour tout ε > 0, il existe uk ∈ X1,p

α,β(Rn) à support

compact tel que

‖u− uk‖X1,p
α,β(Rn) ≤ ε/2. (2.33)

De plus, puisque chaque uk a un support compact et que les topologies de X1,p
α,β(Rn)

et W 1,p(Rn) cöıncident sur ce support, il existe vk ∈ D(Rn) tel que

‖uk − vk‖W 1,p(Rn) ≡ ‖uk − vk‖X1,p
α,β(Rn) ≤ ε/2. (2.34)

Les estimations (2.33) et (2.34) nous permettent alors de conclure. ¥

En utilisant la même fonction de troncature ϕk et en utilisant la densité de D(Ω)

dans W 1,p(Ω), on peut généraliser le résultat précédent à tout ouvert extérieur Ω de

Rn. Plus précisément, nous avons la

Proposition 2.17

L’espace D(Ω) est dense dans X1,p
α,β(Ω) et dans Y 1,p

α,β (Ω).

Nous introduisons à présent les espaces
◦
X

1,p
α,β(Ω) et

◦
Y

1,p
α,β(Ω) qui désignent respec-

tivement l’adhérence de D(Ω) dans X1,p
α,β(Ω) et dans Y 1,p

α,β (Ω). On peut montrer que

◦
X

1,p
α,β(Ω) = {u ∈ X1,p

α,β(Ω), u = 0 sur ∂Ω},
◦
Y

1,p
α,β(Ω) = {u ∈ Y 1,p

α,β (Ω), u = 0 sur ∂Ω}.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Nous noterons X−1,p′
−α,−β(Ω) et Y −1,p′

−α,−β(Ω) leurs duaux respectifs. Comme pour le

corollaire 2.7, on peut caractériser ces espaces duaux, en particulier nous avons

l’identité suivante

Y −1,p′
−α,−β(Ω) = {f ∈ D′(Ω), f = f0 + div F, f0 ∈ Lp′

−α+1,−β(Ω),F ∈ Lp′
−α,−β(Ω)}.

(2.35)

2.4.2 Inégalités de Hardy

L’objet de ce paragraphe est d’établir des inégalités de Hardy avec poids anisotropes.

Rappelons que lorsque β = 0, nous disposons déjà des inégalités (2.7) et (2.8). Dans

[21], Farwig montre que si β > 0 et α+β + 1
2

> 0, alors il existe une contante C > 0

telle que

∀u ∈ ◦
X

1,2
α,β(Ω), ‖u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Ω). (2.36)

Nous avons ici deux objectifs :

1) Généraliser l’inégalité (2.36) à tout réel p tel que 1 < p < ∞ tout en affaiblissant

les hypothèses sur α et β.

2) Prouver une inégalité de type (2.36) pour le cas β ≤ 0.

Les principaux résultats de ce paragraphe sont annoncés dans [11] et font aussi

l’objet d’un travail soumis [8] (voir aussi [12]).

Le cas β > 0

Soient deux réels R et λ tels que R > 0 soit suffisamment grand et 0 < λ < 1.

Introduisons le cône de révolution infini

S = SR,λ = {x ∈ Rn, r > R, 0 < s < λr}. (2.37)

Nous pouvons remarquer que dans Rn \ S, s est équivalent à r, les poids ηα
β et

ρα+β sont équivalents. Ainsi, nous commencerons d’abord par établir des inégalités

de Hardy dans le secteur S. Ensuite, par le biais d’une partition de l’unité, nous

établissons des inégalités dans B′
R l’extérieur de la boule BR. Enfin, en utilisant une

autre partition de l’unité, nous étendrons le résultat dans tout l’espace Rn. Nous

avons besoin tout d’abord d’établir des inégalités unidimensionelles.
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2.4. Espaces avec poids anisotropes

Lemme 2.18 Soient γ ∈ R satisfaisant γ + n−1
2

> 0 et θ∗ ∈ ]0, π
2
[. Alors, pour

toute fonction positive f définie et mesurable sur ]0, θ∗[, telle que

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+ p
2 (sin θ)n−2[f(θ)]pdθ < +∞,

nous avons

∫ θ∗

0

(1−cos θ)γ(sin θ)n−2[F (θ)]pdθ ≤ C

∫ θ∗

0

(1−cos θ)γ+ p
2 (sin θ)n−2[f(θ)]pdθ, (2.38)

où

F (θ) =

∫ θ∗

θ

f(t)dt. (2.39)

Preuve : Remarquons tout d’abord que sur ]− π
2
, π

2
[, on a l’encadrement suivant

1

2
sin2 θ ≤ 1− cos θ ≤ sin2 θ. (2.40)

En effet, sur ]− π
2
, π

2
[, on a

cos θ ≥ cos2 θ.

Il est alors facile de voir que

1− cos θ ≤ sin2 θ.

Par ailleurs, on peut écrire

sin2 θ = 1− cos2 θ = (1 + cos θ)(1− cos θ) ≤ 2(1− cos θ).

Posons à présent

J =

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ(sin θ)n−2(F (θ))pdθ.

Grâce à (2.40), on peut écrire

J =

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ(sin θ)n−3 sin θ(F (θ))pdθ

≤ 2(n−3)/2

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+n−3
2 sin θ(F (θ))pdθ.
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D’après la définition (2.39) de F (θ) et comme γ + n−1
2

> 0, une intégration par

parties nous donne

J ≤ C

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+n−1
2 f(θ)(F (θ))p−1dθ.

En utilisant à présent une inégalité de Hölder, on obtient

J ≤ C

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+n−1
2

p(sin θ)−(n−2)(p−1)(f(θ))pdθ.

On peut reécrire cette dernière inégalité de la manière suivante

J ≤ C

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+ p
2 (sin θ)(n−2)(1− cos θ)

n−2
2

p(sin θ)−(n−2)p(f(θ))pdθ.

Grâce à (2.40), le terme (1 − cos θ)
n−2

2
p(sin θ)−(n−2)p est borné et l’inégalité (2.38)

est donc prouvée. ¥

Remarque 2.19 De la même manière, nous pouvons prouver que si γ ∈ R satisfait

γ + 1
2

> 0 et si θ∗ ∈ ]0, π
2
[, alors, pour toute fonction positive f définie et mesurable

sur ]− θ∗, 0[, telle que

∫ 0

−θ∗
(1− cos θ)γ+ p

2 [f(θ)]pdθ < +∞,

on a ∫ 0

−θ∗
(1− cos θ)γ[F (θ)]pdθ ≤ C

∫ 0

−θ∗
(1− cos θ)γ+ p

2 [f(θ)]pdθ, (2.41)

avec

F (θ) =

∫ θ

−θ∗
f(t)dt.

Nous allons à présent donner des conséquences immédiates du lemme 2.18 et de la

remarque 2.19.

Corollaire 2.20 (i) Pour tout γ ∈ R tel que γ + 1
2

> 0 et pour toute fonction w ∈
D(]− θ∗, θ∗[), on a

∫ θ∗

−θ∗
(1− cos θ)γ|w(θ)|pdθ ≤ C

∫ θ∗

−θ∗
(1− cos θ)γ+ p

2 |w′(θ)|pdθ. (2.42)
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(ii) Pour tout γ ∈ R tel que γ + n−1
2

> 0 et pour toute fonction w ∈ D(]0, θ∗[), on a

∫ θ∗

0

(1−cos θ)γ(sin θ)n−2|w(θ)|pdθ ≤ C

∫ θ∗

0

(1−cos θ)γ+ p
2 (sin θ)n−2|w′(θ)|pdθ. (2.43)

Preuve : (i) Posons

J =

∫ θ∗

−θ∗
(1− cos θ)γ|w(θ)|pdθ.

Nous pouvons alors écrire

J =

∫ 0

−θ∗
(1− cos θ)γ|w(θ)|pdθ +

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ|w(θ)|pdθ

= J1 + J2.

Pour J1, on pose f(θ) = |w′(θ)| et

|w(θ)| =
∣∣∣∣
∫ θ

−θ∗
w′(θ)dθ

∣∣∣∣ ≤
∫ θ

−θ∗
|w′(θ)|dθ = F (θ).

On applique ensuite l’inégalité (2.41) pour obtenir

J1 ≤ C

∫ 0

−θ∗
(1− cos θ)γ+ p

2 |w′(θ)|pdθ. (2.44)

Pour J2, il suffit de poser f(θ) = |w′(θ)|,

|w(θ)| =
∣∣∣∣
∫ θ∗

θ

w′(θ)dθ

∣∣∣∣ ≤
∫ θ∗

θ

|w′(θ)|dθ = F (θ)

et d’appliquer l’inégalité (2.38) pour n = 2 afin d’obtenir

J2 ≤ C

∫ θ∗

0

(1− cos θ)γ+ p
2 |w′(θ)|pdθ. (2.45)

En rassemblant les inégalités (2.44) et (2.45), on obtient (2.42).

(ii) La preuve de (2.43) est similaire à celle de (i). ¥
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Nous allons à présent prouver une inégalité de Hardy dans le secteur S définie par

(2.37).

Lemme 2.21 Soient α et β deux réels tels que β > max(0, (1− n + p)/2p). Alors,

on a

∀u ∈ D(S), ‖u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(S) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(S). (2.46)

Preuve : Soit une fonction u ∈ D(S) donnée. Puisque β > 0, pour montrer (2.46),

il suffit de montrer l’inégalité suivante

I =

∫

S

(1 + r)(α− 1
2
)ps(β− 1

2
)p|u|pdx ≤ C

∫

S

(1 + r)αpsβp|∇u|pdx. (2.47)

En effet, supposons pour le moment (2.47) verifiée. Alors, si 0 < β < 1
2
, on a

∫

S

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|u|pdx ≤

∫

S

(1 + r)(α− 1
2
)ps(β− 1

2
)p|u|pdx

≤ C

∫

S

(1 + r)αpsβp|∇u|pdx

≤ C

∫

S

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇u|pdx.

Maintenant si β ≥ 1
2
, on obtient

∫

S

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|u|pdx ≤ C

∫

S

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s(β− 1

2
)p)|u|pdx

≤ C

∫

S

(1 + r)αp(sp/2 + sβp)|∇u|pdx

On peut remarquer que l’inégalité (2.47) a été utilisée deux fois dont une fois avec

β = 1
2
. Il est ensuite facile de voir qu’on a

∫

S

(1 + r)αp(sp/2 + sβp)|∇u|pdx ≤
∫

S

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇u|pdx,

ce qui établit le résultat. Nous allons maintenant montrer (2.47) et nous distinguons

deux cas.

1) Le cas n ≥ 3.
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Soient θ = (θ1, θ2, ..., θn−1) ∈ ]0, π[n−2×]0, 2π[, R > 0, θ∗ ∈ ]0, π
2
[ et posons

∆ = {(r, θ) ∈ R+× ]0, π[n−2× ]0, 2π[, r > R, θ1 ∈ ]0, θ∗[}.

Nous introduisons les coordonées sphériques généralisées définies par (2.28). En

posant à présent u(x) = v(r, θ) et en remarquant que

∣∣∣∣
∂v

∂θ1

∣∣∣∣ ≤ r|∇u|,

il suffit de montrer l’inégalité suivante

I =

∫

∆

(1 + r)(α− 1
2
)p(r − r cos θ1)

(β− 1
2
)prn−1(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ

≤ C

∫

∆

(1 + r)αp(r − r cos θ1)
βprn−1(sin θ1)

n−2r−p

∣∣∣∣
∂v

∂θ1

∣∣∣∣
p

drdθ.

(2.48)

Il est clair que

I ≤
∫

∆

(1 + r)αprβp(1− cos θ1)
(β− 1

2
)prn−1(sin θ1)

n−2r−p|v|pdrdθ. (2.49)

Posons

J =

∫ θ∗

0

(1− cos θ1)
(β− 1

2
)p(sin θ1)

n−2|v|pdθ1.

Comme β > (1 − n + p)/2p, on a (β − 1
2
)p + n−1

2
> 0. De plus, u appartenant à

D(S) entrâıne que, pour (r, θ) ∈ ∆, la fonction θ1 → v(r, θ) appartient à D([0, θ∗[).

Ainsi, grâce à l’inégalité (2.43), il vient

J ≤ C

∫ θ∗

0

(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂θ1

∣∣∣∣
p

dθ1. (2.50)

Il est alors facile de voir que (2.49) et (2.50) entrâınent (2.48). Ceci termine la

preuve pour le cas n ≥ 3.

2) Le cas n = 2.

On définit à présent

∆ = {(r, θ) ∈ R+× ]− π, π[, r > R, θ ∈ ]− θ∗, θ∗[}
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et on introduit les coordonnées polaires. En posant u(x) = v(r, θ), il est alors

suffisant de prouver l’inégalité

I =

∫ θ∗

−θ∗

∫ ∞

R

(1 + r)(α− 1
2
)p(r − r cos θ)(β− 1

2
)pr2|v|pdrdθ

≤ C

∫ θ∗

−θ∗

∫ ∞

R

(1 + r)αp(r − r cos θ)βpr2−p

∣∣∣∣
∂v

∂θ

∣∣∣∣
p

drdθ.

On montre cette inégalité en procédant de la même manière que pour prouver (2.48),

mais cette fois-ci avec l’aide de l’inégalité (2.42). ¥

Nous allons à présent établir une inégalité de Hardy dans B′
R, l’extérieur de la boule

BR. Pour cela, nous aurons besoin de l’inégalité de Hardy suivante (cf. [35] ou [38])

∀f ∈ D(]R,∞[),

∫ +∞

R

|f(r)|prγdr ≤ C

∫ +∞

R

|f ′(r)|prγ+pdr, avec γ + 1 6= 0.

(2.51)

Lemme 2.22 Soient α et β deux réels tels que β > max(0, (1 − n + p)/2p) et

α + β + n
p
− 1 6= 0. Alors, nous avons

∀u ∈ D(B′
R), ‖u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.52)

Preuve : Soit λ > 0, nous introduisons l’ouvert

DR,λ = {x ∈ Rn ; r > R, λr < s},

ainsi que la partition de l’unité suivante

ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(B′
R), 0 ≤ ϕ1, ϕ2 ≤ 1, ϕ1 + ϕ2 = 1 dans B′

R,

vérifiant

ϕ1 = 1 dans SR,λ/2, supp ϕ1 ⊂ SR,λ

et |∇ϕ1(x)| ≤ C

|x| , x ∈ SR,λ ∩DR,λ/2.
(2.53)
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Il est clair que

‖u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ ‖uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) + ‖uϕ2‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R).

Montrons que

‖uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.54)

Comme uϕ1 ∈ D(SR,λ) et β > max(0, (1− n + p)/2p), grâce au lemme 2.21, il vient

‖uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(SR,λ) ≤ C‖∇(uϕ1)‖Lp
α,β(SR,λ). (2.55)

De plus, comme 0 ≤ ϕ1 ≤ 1, on peut écrire

‖∇(uϕ1)‖p
Lp

α,β(SR,λ)
=

∫

SR,λ

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇(uϕ1)|pdx

≤ C

∫

SR,λ

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇u|pdx

+ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp|u∇ϕ1|pdx.

Par suite, il est clair que

‖∇(uϕ1)‖p
Lp

α,β(SR,λ)
≤ C‖∇u‖p

Lp
α,β(B′R)

+ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp|u∇ϕ1|pdx.

(2.56)

Il reste à estimer le dernier terme de (2.56). En remarquant que r et s sont

équivalents dans SR,λ ∩DR,λ/2 et grâce à (2.53), il vient

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp|u∇ϕ1|pdx ≤ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)(α+β−1)p|u|pdx

≤ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β−1)p|u|pdx.

(2.57)

On passe maintenant aux coordonées sphériques généralisées (2.28) pour le cas n ≥ 3

ou aux coordonées polaires pour le cas n = 2. On pose u(x) = v(r, θ) et, puisque
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α + β + n
p
− 1 6= 0, on applique (2.51) à la fonction r → v(r, θ). On obtient donc

∫ +∞

R

|v|pr(α+β−1)p+n−1dr ≤ C

∫ +∞

R

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

r(α+β)p+n−1dr.

Ce qui implique

∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β−1)p|u|pdx ≤ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β)p|∇u|pdx

≤ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇u|pdx

≤ C‖∇u‖p
Lp

α,β(B′R)
.

(2.58)

Alors, (2.55), (2.56), (2.57) et (2.58) entrâınent (2.54). Nous allons maintenant

montrer que

‖uϕ2‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.59)

Le support de ϕ2 étant inclus dans DR,λ/2 et puisque 0 ≤ ϕ2 ≤ 1, il vient

‖uϕ2‖p
Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R)
=

∫

DR,λ/2

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|uϕ2|pdx

≤
∫

DR,λ/2

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|u|pdx.

Rappelons que r et s sont équivalents dans DR,λ/2. Ainsi, on peut écrire

∫

DR,λ/2

(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|u|pdx ≤ C

∫

DR,λ/2

r(α+β−1)p|u|pdx.

Comme α+β+ n
p
−1 6= 0, par passage aux coordonnées sphériques, pour le cas n ≥ 3,

ou aux coordonnées polaires pour n = 2, avec u(x) = v(r, θ), et par application de

(2.51), on montre que

∫ +∞

R

r(α+β−1)p+n−1|v|pdr ≤ C

∫ +∞

R

r(α+β)p+n−1

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

dr.
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De cette dernière inégalité, on obtient

∫

DR,λ/2

r(α+β−1)p|u|pdx ≤ C

∫

DR,λ/2

r(α+β)p|∇u|pdx

≤ C

∫

DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp|∇u|pdx

≤ C‖∇u‖p
Lp

α,β(B′R)
.

L’inégalité (2.59) est ainsi démontrée ce qui achève la preuve du lemme. ¥

Remarque 2.23 L’inégalité (2.52) n’est pas vérifiée pour β ≤ 0. Dans [21], Farwig

donne un contre-exemple pour le cas p = 2 et α = β = 0. Nous allons montrer

l’invalidité de l’inégalité (2.52) pour le cas p = 2, β < 0 et n = 3 en prennant

comme contre-exemple une fonction radiale u.

En utilisant les coordonnées sphériques définies par (2.28) pour n = 3 avec u(x) =

v(r, θ) = v(r), on peut écrire

I =

∫

B′R

(1 + r)2(α− 1
2
)(1 + s)2(β− 1

2
)|u|2dx

=

∫ 2π

0

∫ +∞

R

∫ π

0

(1 + r)2(α− 1
2
)(1 + r − r cos θ1)

2(β− 1
2
)|v|2r2 sin θ1dθ1drdθ2

=

∫ 2π

0

∫ +∞

R

(1 + r)2(α− 1
2
)r2|v|2 ×

(∫ π

0

(1 + r − r cos θ1)
2(β− 1

2
) sin θ1dθ1

)
drdθ2.

La dernière intégrale peut être calculée explicitement,

∫ π

0

(1 + r − r cos θ1)
2(β− 1

2
) sin θ1dθ1 =

1

2βr
[(1 + 2r)2β − 1] ∼ − 1

2βr
.

Ainsi, on a

I ∼
∫ 2π

0

∫ +∞

R

− 1

2βr
(1 + r)2(α− 1

2
)|v|2r2drdθ2.

Ensuite, on peut écrire

J =

∫ +∞

R

r2α|v|2dr ≤ 4

(α + 1)2

∫ +∞

R

r2(α+1)

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
2

dr,
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avec α + 1 6= 0. On obtient donc

I ≤ C

∫ 2π

0

∫ +∞

R

− 1

2βr
(1 + r)2(α+ 1

2
)r2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
2

dr

≤ C

∫

B′R

(1 + s)2(β− 1
2
)(1 + r)2(α+ 1

2
)|∇u|2dx.

(2.60)

L’inégalité obtenue est optimale pour une fonction radiale u et ne permet pas

d’obtenir une inégalité de type (2.52). Dans la suite, nous étendrons l’inégalité

(2.60) à toute fonction u ∈ D(Rn).

Grâce au lemme 2.22, nous pouvons à présent énoncer le premier théorème principal

de ce paragraphe.

Théorème 2.24 Soient α, β ∈ R tels que β > max(0, (1 − n + p)/2p) et α + β +
n
p
− 1 6= 0. Soit j′ = min(j, 0), où j est le plus haut degré des polynômes inclus dans

X1,p
α,β(Rn). Alors, nous avons

∀u ∈ X1,p
α,β(Rn), inf

λ∈IPj′
‖u + λ‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Rn). (2.61)

Autrement dit, la semi-norme ‖∇.‖Lp
α,β(Rn) définit sur X1,p

α,β(Rn)/IPj′ une norme

équivalente à la norme induite par X1,p
α,β(Rn).

Preuve : Le principe est celui de la démonstration du théorème 8.3 p 598 de [6].

La preuve se fait en deux étapes . La première étape consiste à éliminer la norme

quotient. Pour cela, on fixe un ouvert borné Ω′ de Rn. On choisit q ∈ IPj′ , tel que

U = u + q ∈ X1,p
α,β(Rn) satisfait

∀λ ∈ IPj′ ,

∫

Ω′
Uλdx = 0. (2.62)

On remarque que nous avons facilement

inf
λ∈IPj′

‖u + λ‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn) ≤ ‖U‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn).
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La deuxième étape consiste à montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

pour tout U ∈ X1,p
α,β(Rn) satisfaisant (2.62), on a

‖U‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn) ≤ C‖∇U‖Lp
α,β(Rn).

Pour cela nous allons montrer par l’absurde l’inégalité suivante :

‖U‖X1,p
α,β(Rn) ≤ C‖∇U‖Lp

α,β(Rn). (2.63)

Supposons qu’il existe une suite (Uk) satisfaisant (2.62) et vérifiant

‖Uk‖X1,p
α,β(Rn) = 1 et ‖∇Uk‖Lp

α,β(Rn) ≤
1

k
.

La suite (Uk) étant bornée dans X1,p
α,β(Rn), espace réfléxif, on peut en extraire une

sous-suite encore notée (Uk) qui converge faiblement vers un élément U∗ de X1,p
α,β(Rn)

satisfaisant (2.62). De plus, on a

‖∇U∗‖Lp
α,β(Rn) ≤ lim

k→∞
inf ‖∇Uk‖Lp

α,β(Rn),

ce qui implique ‖∇U∗‖Lp
α,β(Rn) = 0. L’élément U∗ est donc une constante satisfaisant

(2.62), ce qui signifie que U∗ = 0. On considère maintenant un réel R > 0 et la

partition de l’unité suivante :

ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(Rn), 0 ≤ ϕ1, ϕ2 ≤ 1, ϕ1 + ϕ2 = 1 dans Rn,

supp ϕ1 ⊂ BR+1, supp ϕ2 ⊂ B′
R.

Comme les espaces X1,p
α,β(BR+1) et W 1,p(BR+1) cöıncident algébriquement et topologique-

ment, on en déduit que la sous-suite Uk converge faiblement vers 0 dans W 1,p(BR+1).

Par ailleurs, l’injection de W 1,p(BR+1) dans Lp(BR+1) étant compacte, il vient que

Uk → 0 dans Lp(BR+1) fort.

Comme on a aussi ‖∇Uk‖Lp
α,β(Rn) qui tend vers 0, on en déduit que

Uk → 0 dans W 1,p(BR+1) fort
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et donc

ϕ1Uk → 0 dans W 1,p(BR+1) fort.

Occupons nous à présent du terme ϕ2Uk. Grâce à la densité deD(Rn) dans X1,p
α,β(Rn),

pour tout k fixé, il existe une suite (ψj) qui tend vers ϕ2Uk dans X1,p
α,β(Rn). Main-

tenant, comme ϕ2ψj appartient à D(B′
R), d’après le lemme 2.22, il vient

‖ϕ2ψj‖X1,p
α,β(Rn) ≤ C‖∇(ϕ2ψj)‖Lp

α,β(B′R).

En faisant tendre j vers l’infini , on a

‖ϕ2Uk‖X1,p
α,β(Rn) ≤ C‖∇(ϕ2Uk)‖Lp

α,β(B′R)

≤ C
(
‖∇(ϕ2Uk)‖p

Lp
α,β(B′R∩BR+1)

+ ‖∇Uk‖p
Lp

α,β(B′R+1)

)1/p

.

L’ensemble B′
R ∩BR+1 est borné et donc les espaces X1,p

α,β(B′
R ∩BR+1) et W 1,p(B′

R ∩
BR+1) cöıncident algébriquement et topologiquement. Ceci nous permet de dire que

ϕ2Uk tend fortement vers 0 dans W 1,p(B′
R ∩BR+1). Ainsi,

ϕ2Uk → 0 dans X1,p
α,β(B′

R).

Comme Uk = ϕ1Uk + ϕ2Uk, on en déduit que

Uk → 0 dans X1,p
α,β(Rn),

ce qui contredit l’hypothèse

‖Uk‖X1,p
α,β(Rn) = 1

et achève la preuve. ¥

Ce résultat s’étend par partition de l’unité à un domaine extérieur Ω. Plus précisément,

nous avons le

Théorème 2.25 Soient α, β ∈ R tels que β > max(0, (1 − n + p)/2p) et α + β +
n
p
− 1 6= 0. Soit j′ = min(j, 0), où j est le plus haut degré des polynômes inclus dans
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X1,p
α,β(Ω). Alors, nous avons

∀u ∈ X1,p
α,β(Ω), inf

λ∈IPj′
‖u + λ‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Ω). (2.64)

Autrement dit, la semi-norme ‖∇.‖Lp
α,β(Ω) définit sur X1,p

α,β(Ω)/IPj′ une norme équivalente

à la norme induite par X1,p
α,β(Ω).

Le cas β ≤ 0

Comme nous l’avons annoncé précédemment, nous allons étendre (2.60) à toute

fonction u ∈ D(B′
R).

Lemme 2.26 Soient R > 0 un réel fixé, α et β deux réels tels que tels que β ≤ 0.

On suppose de plus que α + n
p
− 1 < 0 ou α + β + n

p
− 1 > 0. Alors, nous avons

∀u ∈ D(B′
R), ‖u‖Lp

α−1,β(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.65)

Preuve : Soit une fonction u ∈ D(B′
R).

1) Le cas n ≥ 3.

Soit θ = (θ1, ..., θn−1), et considèrons le domaine suivant

D = {(r, θ) ∈ R+× ]0, π[n−2× ]0, 2π[, r > R}.

Utilisant les coordonnées sphériques généralisées (2.28) avec u(x) = v(r, θ), il suffit

de montrer que

I =

∫

D

r(α−1)p+n−1(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ

≤ C

∫

D

rαp+n−1(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ.

(2.66)

Nous allons à présent découper le domaine D en trois sous-domaines. Pour cela, on

définit r̃(θ1) = 1
1−cos θ1

et le réel θ̃ ∈]0, π[ tel que R = 1
1−cos θ̃

. On définit les trois
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sous-domaines suivants

D1 = {(r, θ) ∈ D, R < r < r̃(θ1), 0 < θ1 < θ̃},
D2 = {(r, θ) ∈ D, r > r̃(θ1), 0 < θ1 < θ̃},
D3 = {(r, θ) ∈ D, r > R, θ̃ < θ1 < π}.

Sur D1, on a r(1− cos θ1) ≤ r̃(θ1)(1− cos θ1) ≤ 1. Ainsi,

1 + r − r cos θ1 ∼ 1 sur D1.

Par un raisonnement analogue, on obtient

1 + r − r cos θ1 ∼ r − r cos θ1 sur D2 ∪D3.

D’où on en déduit

I ∼ I1 + I2 + I3,

avec

I1 =

∫

D1

r(α−1)p+n−1(sin θ1)
n−2|v|pdrdθ,

I2 =

∫

D2

r(α+β−1)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ,

I3 =

∫

D3

r(α+β−1)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ.

Il s’agit à présent d’estimer ces trois intégrales et nous commençons par I1. Comme

α + n
p
− 1 6= 0, une intégration par parties et l’application de l’inégalité de Hölder

nous donnent immédiatement

∫ r̃(θ1)

R

r(α−1)p+n−1|v|pdr ≤ 1

(α− 1)p + n
(r̃(θ1))

(α−1)p+n|v(r̃(θ1), θ))|p+

+
p

|(α− 1)p + n|

(∫ r̃(θ1)

R

r(α−1)p+n−1|v|pdr

)1/p′ (∫ r̃(θ1)

R

rαp+n−1

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

dr

)1/p

.
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Par conséquent, on a

I1 ≤ 1

(α− 1)p + n

∫ 2π

0

∫ π

0

...

∫ π

0

∫ θ̃

0

(r̃(θ1))
(α−1)p+n(sin θ1)

n−2|v(r̃(θ1), θ)|pdθ1...dθn−1

+ C

∫

D1

rαp+n−1(sin θ1)
n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ.

(2.67)

Puisque α + β + n
p
− 1 6= 0, de la même manière, on obtient

I2 ≤ − 1

(α + β − 1)p + n
I ′2 + C

∫

D2

r(α+β)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ,

(2.68)

où

I ′2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

...

∫ π

0

∫ θ̃

0

(r̃(θ1))
(α+β−1)p+n(1−cos θ1)

βp(sin θ1)
n−2|v(r̃(θ1), θ)|pdθ1...dθn−1.

On obtient aussi

I3 ≤ C

∫

D3

r(α+β)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ. (2.69)

D’après la définition de r̃(θ1), nous pouvons remarquer que (r̃(θ1)(1−cos θ1))
βp = 1.

D’où on a

I ′2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

...

∫ π

0

∫ θ̃

0

(r̃(θ1))
(α−1)p+n(sin θ1)

n−2|v(r̃(θ1), θ)|pdθ1...dθn−1. (2.70)

Grâce à (2.67), (2.68), (2.69) et (2.70), on obtient

I ≤ C

∫

D

rαp+n−1(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ

+

(
1

(α− 1)p + n
− 1

(α + β − 1)p + n

)
I ′2.
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D’après les hypothèses, on a β ≤ 0 et soit α + n
p
− 1 < 0, soit α + β + n

p
− 1 > 0.

On en déduit donc que

1

(α− 1)p + n
− 1

(α + β − 1)p + n
≤ 0,

ce qui nous permet d’obtenir (2.65).

2) Le cas n = 2.

Il se traite de la même manière que le cas précédent. On utilise les coordonnées

polaires et on définit le domaine

D = {(r, θ) ∈ R+×]− π, π[, r > R}.

De plus on pose r̃(θ) =
1

1− cos θ
et θ̃ tel que R =

1

1− cos θ̃
. Les trois sous-domaines

de D se définissent de la manière suivante

D1 = {(r, θ) ∈ D, R < r < r̃(θ), −θ̃ < θ < θ̃}
D2 = {(r, θ) ∈ D, r > r̃(θ), −θ̃ < θ1 < θ̃}
D3 = {(r, θ) ∈ D, r > R, θ ∈ ]− π,−θ̃[ ∪ ]θ̃, π[}.

Ceci termine la démonstration. ¥

Ce lemme nous permet d’obtenir le deuxième résultat principal de ce paragraphe

dont la preuve est similaire à celle du théorème 2.24.

Théorème 2.27 Soient deux réels α et β tels que β ≤ 0. On suppose de plus que

α + n
p
− 1 < 0 ou α + β + n

p
− 1 > 0. Soit j′ = min(j, 0) où j est le degré le plus

grand des polynômes appartenant à Y 1,p
α,β (Rn). Alors nous avons

∀u ∈ Y 1,p
α,β (Rn), inf

λ∈IPj′
‖u + λ‖Lp

α−1,β(Rn) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Rn). (2.71)

Remarque 2.28 Si β = 0 et α + n
p
− 1 6= 0, nous retrouvons les inégalités (2.7) et

(2.8).

Remarque 2.29 Sous les hypothèses du théorème 2.27, on peut prendre f0 = 0

dans la caractérisation (2.35) dans le cas Ω = Rn. Plus précisément, si f ∈
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Y −1,p′
−α,−β(R3), il existe F ∈ Lp′

−α,−β(R3) telle que

f = div F.

Nous pouvons étendre le théorème 2.27 à un domaine extérieur Ω.

Théorème 2.30 Soient deux réels α et β tels que β ≤ 0. On suppose de plus que

α + n
p
− 1 < 0 ou α + β + n

p
− 1 > 0. Soit j′ = min(j, 0) où j est le degré le plus

grand des polynômes appartenant à Y 1,p
α,β (Ω). Alors nous avons

∀u ∈ Y 1,p
α,β (Ω), inf

λ∈IPj′
‖u + λ‖Lp

α−1,β(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Ω). (2.72)

2.4.3 Inégalités avec des poids vérifiant la condition A∞

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que des inégalités du type (2.61) et (2.71)

peuvent être obtenues si les poids anisotropiques utilisés appartiennent à une certaine

classe de fonctions. Nous avons d’abord besoin de quelques définitions (voir B.

Muckenhoupt [41]).

Définition 2.31 1) On dit qu’une fonction w, définie sur Rn et localement intégrable,

satisfait la condition Aq, avec 1 < q < ∞, si elle est positive et si pour tout cube Q,

nous avons (∫

Q

w(x)dx

)(∫

Q

[w(x)]−1/(q−1)dx

)q−1

≤ C|Q|q.

2) La fonction w satisfait la condition A∞, si il existe deux réels a, b ∈ ]0, 1[ tels que

pour tout cube Q et pour tout ensemble E ⊂ Q vérifiant |E| < a|Q|, nous avons

∫

E

w(x)dx ≤ b

∫

Q

w(x)dx.

Pour se fixer les idées, dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer p = 2

et n = 3. Nous allons aussi rappeler quelques résultats que nous utiliserons.

(i) Une fonction satisfait la condition A∞ si et seulement si il existe q ∈ ]1,∞[ tel

que u satisfait la condition Aq (voir B. Muckenhoupt [42]).

(ii) Soit α et β deux réels telles que −1 < β < q−1 et −3 < α+β < 3(q−1). Alors

le poids ηα
β satisfait la condition Aq pour tout 1 < q < ∞ (voir Kračmar Novotný
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et Pokorný [36]).

(iii) Soit w un poids appartenant à A∞. Alors nous avons (voir Perez [50])

∀f ∈ D(R3),

∫

R3

|f(x)|2w(x) dx ≤ C

∫

R3

|∇f(x)|2dx, (2.73)

si et seulement si

sup
R>0

R2 1

|BR|
∫

BR

w(x)dx < ∞.

(iv) Soient v et w deux poids tels que w et 1
v

appartiennent à A∞. Alors, nous avons

(voir Sawyer et Wheeden [52]) :

∀f ∈ D(R3),

∫

R3

|f(x)|2w(x)dx ≤ C

∫

R3

|∇f(x)|2v(x)dx (2.74)

si et seulement si

sup
R>0

|BR|−2/3

(∫

BR

w(x) dx

)1/2 (∫

BR

1

v(x)
dx

)1/2

< ∞.

Rappelons que l’inégalité (2.61) n’est pas vérifiée pour α = β = 0. Mais, néanmoins

nous avons le résultat suivant

Proposition 2.32 Soit σ un réel strictement positif. Alors

∀u ∈ D(R3),

∫

R3

η−1−σ
−1+σ |u|2dx ≤ C

∫

R3

|∇u|2dx. (2.75)

Preuve : D’après (i) et (ii), le poids η−1−σ
−1+σ appartient à A∞ pour tout σ > 0. Ainsi,

en utilisant (iii), l’inégalité (2.75) est satisfaite si et seulement si

sup
R>0

R2 1

|BR|
∫

BR

η−1−σ
−1+σdx < ∞.

En utilisant les coordonnées sphériques (2.28), pour n = 3, on obtient

∫

BR

η−1−σ
−1+σdx = 2π

∫ R

0

∫ π

0

(1 + r)−1−σ(1 + r − r cos θ)−1+σr2 sin θ dθdr

= 2π

∫ π

0

r2(1 + r)−1−σ

(∫ π

0

(1 + r − r cos θ)−1+σ sin θ dθ

)
dr.
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D’où, il vient

∫

BR

η−1−σ
−1+σdx = 2π

∫ R

0

(1 + r)−1−σr[(1 + 2r)σ − 1]dr.

Il est ensuite facile de voir que

R2 1

|BR|
∫

BR

η−1−σ
−1+σdx = O(1),

qui achève la preuve. ¥

Remarque 2.33 D’après le théorème 2.1, nous avons

∀u ∈ D(R3),

∫

R3

(1 + r)−2|u|2dx ≤ C

∫

R3

|∇u|2dx.

Ainsi, en remarquant que, pour 0 < σ < 1,

∫

R3

(1 + r)−2|u|2dx ≤
∫

R3

η−1−σ
−1+σ |u|2dx,

nous pouvons facilement voir que l’inégalité (2.75) améliore celle donnée par le

théorème 2.1.

Proposition 2.34 1) Soient α et β deux réels tels que 0 < β < 1
2

et −1
2

< α+β < 3
2
.

Alors nous avons

∀u ∈ D(R3),

∫

R3

η2α−1
2β−1 |u|2dx ≤ C

∫

R3

η2α
2β |∇u|2dx. (2.76)

2) Si α et β satisfont −1
2

< β ≤ 0 et −1
2

< α + β < 3
2
, alors nous avons

∀u ∈ D(R3),

∫

R3

η2α−2
2β |u|2dx ≤ C

∫

R3

η2α
2β |∇u|2dx. (2.77)

Preuve : 1) Les poids η2α−1
2β−1 et η2α

2β appartiennent à A∞ si et seulement si

0 < β <
1

2
et − 1

2
< α + β <

3

2
.
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En procédant maintenant de la même manière que dans la preuve de la proposition

2.32 et en utilisant (iv), on obtient

|BR|−2/3

(∫

BR

η2α−1
2β−1

)1/2 (∫

BR

η−2α
−2β

)1/2

= O(1),

qui entrâıne (2.76).

2) la preuve de (2.77) est similaire à la précédente. ¥

Remarque 2.35 Si α et β sont deux réels qui satisfont

β > 0 et α + β +
1

2
> 0,

alors les poids η2α−1
2β−1 et η−2α

−2β n’appartiennent pas nécessairement à A∞. Dans ce

cas, le résultat (iv) ne peut être utilisé. Mais d’après le théorème 2.24, pour tout

u ∈ D(R3), nous avons

∫

R3

η2α−1
2β−1 |u|2dx ≤ C

∫

R3

η2α
2β |∇u|2dx.

Par ailleurs, si β > 0 et α+β + 1
2

< 0, alors, toujours d’après le théorème 2.24, pour

toute fonction u ∈ D(R3), nous avons

inf
λ∈R

∫

R3

η2α−1
2β−1 |u + λ|2dx ≤ C

∫

R3

η2α
2β |∇u|2dx. (2.78)

Nous pouvons ainsi constater que l’application du résultat de Sawyer et Wheeden

(iv) ne donne que des résultats partiels et ne permet pas d’obtenir des inégalités de

type (2.78). Nous pouvons donc en déduire que le théorème 2.24 étend le résultat de

la proposition 2.34 1). De même, le théorème 2.27 étend le résultat de la proposition

2.34 2).

2.4.4 Propriétés fonctionelles d’opérateurs

Dans ce paragraphe, nous montrons que les inégalités de Hardy obtenues et données

dans les théorèmes 2.24 et 2.27 nous permettent d’étendre les propriétés d’isomorphismes

des opérateurs gradient, divergence et laplacien dans les espaces avec poids anisotropes.
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Grâce à ces résultats, nous pouvons aussi établir des résultats de décomposition de

Helmholtz dans ces espaces. Introduisons l’espace

Hp
α,β = {v ∈ Lp

α,β(R3), div v = 0}.

Proposition 2.36 Soient α et β deux réels satisfaisant β > max(0, 1
2
− 1

p
) et α +

+β + 3
p
− 1 6= 0. Les opérateurs suivants sont des isomorphismes :

∇ : X1,p
α,β(R3)/IPj′ → Lp

α,β(R3)⊥Hp′
−α,−β (2.79)

div : Lp′
−α,−β(R3)/Hp′

−α,−β → X−1,p′
−α,−β(R3)⊥IPj′ , (2.80)

avec j′ = min(j, 0) et j < 1
2
− 3

p
+ 1

p
min(1,−βp + p/2).

Preuve : L’opérateur gradient est clairement linéaire et continu. Il est aussi injectif

car si u ∈ X1,p
α,β(R3) vérifie ∇u = 0, alors, u est au plus une constante de X1,p

α,β(R3),

c’est-à-dire, u ∈ IPj′ (voir (2.30)). Il nous reste à montrer la surjectivité. D’après le

théorème 2.24, on a

‖u‖X1,p
α,β(R3)/IPj′

≤ C‖∇u‖Lp
α,β(R3).

Ainsi, l’opérateur gradient est un isomorphisme de X1,p
α,β(R3)/IPj′ sur son image Rg

qui est un sous-espace fermé de Lp
α,β(R3). Nous pouvons donc écrire

Rg = (ker(div ))⊥,

où l’opérateur divergence est défini par

div : Lp′
−α,−β(R3) → X−1,p′

−α,−β(R3)⊥IPj′ .

Nous en déduisons que

Rg = Lp
α,β(R3)⊥Hp′

−α,−β.

Par conséquent, l’opérateur (2.79) est bien un isomorphisme et, par dualité et trans-

position nous en déduisons aussi que l’opérateur (2.80) est un isomorphisme. ¥
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Nous allons maintenant montrer des résultats d’isomorphisme dans les espaces avec

poids anisotropes pour l’opérateur laplacien. Rappelons tout d’abord que (O,P)

désigne la solution fondamentale des équations d’Oseen où P est définie par

Pi(x) =
∂E(x)

∂xi

= − ∂

∂xi

(
1

4π|x|
)

et E désigne la solution fondamentale du laplacien.

Proposition 2.37 Soient α et β deux réels tels que 0 < β < 1 − 1
p

et 1 − 3
p

<

α + β < 2− 3
p
. Alors l’opérateur laplacien

∆ : Y 1,p
α,β (R3) → Y −1,p

α,β (R3) (2.81)

est un isomorphisme.

Preuve : L’opérateur défini par (2.81) est clairement linéaire et continu. De plus, si

u ∈ Y 1,p
α,β (R3) vérifie ∆u = 0, alors u est un polynôme de IPk avec k < 1− 3

p
−(α+β) <

0. D’après (2.31) et les hypothèses sur α et β, on a k < 0. On en déduit que u = 0

et l’opérateur est donc injectif. Il reste à montrer la surjection. Soit f ∈ Y −1,p
α,β (R3).

Comme α + β < 2− 3
p
, on a −α− β + 3

p′ − 1 > 0 et la remarque 2.29 nous permet

d’écrire

f = div F,

avec F ∈ Lp
α,β(R3). En utilisant les résultats sur la convolution par la solution

fondamentale démontrés dans [36], sous les hypothèses sur α et β, il vient, pour

tout i = 1, 2, 3, Pi ∗ Fi ∈ Y 1,p
α,β (R3). Posons π = Pi ∗ Fi, on a

∆π =
∂2

∂x2
j

(Pi ∗ Fi) =
∂2

∂x2
j

(
∂E
∂xi

∗ Fi

)
=

∂

∂xi

∂2

∂x2
j

(E ∗ Fi) = div F = f.

Nous avons donc trouvé une fonction π ∈ Y 1,p
α,β (R3) qui vérifie ∆π = f , ce qui signifie

que l’opérateur est surjectif. ¥

Par dualité et transposition, nous avons le résultat suivant
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Proposition 2.38 Soient α et β deux réels tels que −1
p

< β < 0 et 1− 3
p

< α+β <

2− 3
p
. Alors l’opérateur laplacien

∆ : Y 1,p
α,β (R3) → Y −1,p

α,β (R3) (2.82)

est un isomorphisme.

Grâce à ces trois propositions, nous allons montrer que sous certaines conditions

sur α et β, les espaces X1,p
α,β(R3) et Y 1,p

α,β (R3) cöıncident. Nous allons tout d’abord

montrer un résultat de densité. Introduisons l’espace

V = {ϕ ∈ D(R3), div ϕ = 0}.

Lemme 2.39 Soient α et β deux réels tels que 0 < β < 1− 1
p

ou −1
p

< β < 0. On

suppose de plus que 1− 3
p

< α + β < 2− 3
p
. Alors

l’espace V est dense dans Hp
α,β.

Preuve : Soit une fonction v appartenant à Hp
α,β. Alors rot v ∈ Y−1,p

α,β (R3) et

d’après les propositions 2.37 et 2.38, il existe un unique vecteur ψ ∈ Y1,p
α,β(R3) telle

que

∆ψ = rot v.

En prenant le rotationnel de cette dernière équation, on obtient

−∆rot ψ = rot rot v = −∆v.

Ainsi rot ψ−v est un vecteur dont chaque composante est un polynôme harmonique

de Lp
α,β(R3). Mais les hypothèses sur α et β et (2.29) entrâınent que rot ψ = v.

Maintenant, la densité de D(R3) dans Y1,p
α,β(R3) nous assure l’existence d’une suite

(ψk)k∈N ∈ D(R3) qui tend vers ψ dans Y1,p
α,β(R3). Cela implique que la suite rot ψk,

qui appartient à V , tend vers rot ψ = v dans Lp
α,β(R3). ¥

Ce lemme et la proposition 2.36 nous donne le résultat suivant.
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Proposition 2.40 Soient α et β deux réels tels que max(0, 1
2
− 1

p
) < β < 1 − 1

p
et

1− 3
p

< α + β < 2− 3
p
. Alors nous avons l’inclusion

Y 1,p
α,β (R3) ⊂ Lp

α− 1
2
,β− 1

2

(R3).

En d’autres termes les espaces X1,p
α,β(R3) et Y 1,p

α,β (R3) cöıncident algébriquement et

topologiquement.

Preuve : Soit π ∈ Y 1,p
α,β (R3). Alors pour tout ϕ ∈ V , on a

< ∇π, ϕ >
Lp

α,β(R3)×Lp′
−α,−β(R3)

= 0.

D’après les hypothèses sur α et β, V est dense dans Hp′
−α,−β. Nous avons donc

∇π ∈ Lp
α,β(R3)⊥Hp′

−α,−β et la proposition 2.36 nous assure l’existence d’une unique

fonction ψ ∈ X1,p
α,β(R3) ⊂ Y 1,p

α,β (R3) telle que ∇ψ = ∇π. On en déduit que ψ − π

est une constante de Y 1,p
α,β (R3). Mais les hypothèses sur α et β montrent qu’il n’y

a pas de constantes non nulles dans Y 1,p
α,β (R3). Nous pouvons donc conclure que

π = ψ ∈ Lp

α− 1
2
,β− 1

2

(R3). ¥

Cette proposition nous permet d’améliorer le résultat d’isomorphisme du laplacien

défini par (2.81). Par dualité et transposition, nous améliorons aussi (2.82).

Théorème 2.41 Soient α et β deux réels tels que 1− 3
p

< α + β < 2− 3
p
.

(i) Si max(0, 1
2
− 1

p
) < β < 1− 1

p
, alors l’opérateur

∆ : X1,p
α,β(R3) → Y −1,p

α,β (R3) (2.83)

est un isomorphisme.

(ii) Si −1
p

< β < max(0, 1
p
− 1

2
), alors l’opérateur

∆ : Y 1,p
α,β (R3) → X−1,p

α,β (R3) (2.84)

est un isomorphisme.

Nous terminons ce paragraphe par des résultats sur les potentiels vecteurs et par des

résultats qui étendent la décomposition de Helmholtz dans des espaces avec poids
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anisotropiques. Rappelons que le cas particulier β = 0 a été étudié par Girault [29].

Rappelons qu’un champs de vecteur ψ est appelé potentiel vecteur d’un champs de

vecteur u donné si il satisfait

rot ψ = u.

Théorème 2.42 Soient α et β deux réels tels que 1 − 3
p

< α + β < 2 − 3
p
. Soit

u ∈ Lp
α,β(R3) satisfaisant

div u = 0.

(i) Si max(0, 1
2
− 1

p
) < β < 1 − 1

p
, alors il existe un unique potentiel vecteur ψ ∈

X1,p
α,β(R3) tel que

u = rot ψ, div ψ = 0, (2.85)

et

‖ψ‖X1,p
α,β(R3) ≤ C‖u‖Lp

α,β(R3). (2.86)

(ii) Si −1
p

< β < max(0, 1
p
− 1

2
), alors il existe un unique potentiel vecteur ψ ∈

Y1,p
α,β(R3) satisfaisant (2.85) et tel que

‖ψ‖Y1,p
α,β(R3) ≤ C‖u‖Lp

α,β(R3). (2.87)

Preuve : La preuve de (i) et de (ii) sont analogues. Nous allons donc la faire

uniquement pour (i). Comme u ∈ Lp
α,β(R3), on a rot u ∈ Y−1,p

α,β (R3) et d’après le

théorème 2.41 (i), il existe un unique vecteur ψ ∈ X1,p
α,β(R3) solution de

−∆ψ = rot u, (2.88)

et satisfaisant l’estimation (2.86). Maintenant, comme div u = 0, en prenant le

rotationel de l’équation précédente, on obtient

−∆(rot ψ − u) = 0.

Cela qui implique que rot ψ − u est un vecteur dont chaque composante est un

polynôme harmonique de Lp
α,β(R3). Les hypothèses sur α et β nous permettent de

conclure que u = rot ψ. En prenant, à présent la divergence de (2.88), nous obser-

vons que ∆(div ψ) = 0. De la même manière que précédemment, nous en concluons
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que div ψ = 0. ¥

Le prochain et dernier résultat de ce paragraphe concerne la décomposition de

Helmholtz.

Théorème 2.43 Soient α et β deux réels satisfaisant 1− 3
p

< α + β < 2− 3
p
. Soit

f ∈ Lp
α,β(R3).

(i) Si max(0, 1
2
− 1

p
) < β < 1− 1

p
, alors f a la décomposition unique suivante

f = ∇ϕ + rot ψ, (2.89)

où ϕ ∈ X1,p
α,β(R3) et ψ ∈ X1,p

α,β(R3). De plus, nous avons l’estimation

‖ϕ‖X1,p
α,β(R3) + ‖ψ‖X1,p

α,β(R3) ≤ C‖f ‖Lp
α,β(R3). (2.90)

(ii) Si −1
p

< β < max(0, 1
p
− 1

2
), alors f a la décomposition unique (2.89), où

ϕ ∈ Y 1,p
α,β (R3) et ψ ∈ Y1,p

α,β(R3). De plus, nous avons

‖ϕ‖Y 1,p
α,β(R3) + ‖ψ‖Y1,p

α,β(R3) ≤ C‖f ‖Lp
α,β(R3). (2.91)

Preuve : (i) Comme f ∈ Lp
α,β(R3), on a div f ∈ Y −1,p

α,β (R3). Le théorème 2.41 (i)

assure l’existence d’une unique fonction ϕ ∈ X1,p
α,β(R3) telle que

∆ϕ = div f ,

satisfaisant aussi

‖ϕ‖X1,p
α,β(R3) ≤ C‖div f ‖Y −1,p

α,β (R3) ≤ C‖f ‖Lp
α,β(R3). (2.92)

Par ailleurs, comme f −∇ϕ ∈ Lp
α,β(R3) et div (f −∇ϕ) = 0, le théorème 2.42 assure

l’existence d’un unique vecteur potentiel ψ ∈ X1,p
α,β(R3) tel que

f −∇ϕ = rot ψ,
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satisfaisant aussi

‖ψ‖X1,p
α,β(R3) ≤ C‖f −∇ϕ‖Lp

α,β(R3) ≤ C‖f ‖Lp
α,β(R3). (2.93)

Les estimations (2.92) et (2.93) nous donnent (2.90).

(ii) La preuve est analogue à la précédente. ¥

2.4.5 Inégalités de Hardy avec poids logarithmiques

Comme nous avons pu le constater, l’inégalité (2.61) du théorème 2.24 n’est obtenue

que pour les valeurs de α et β ne vérifiant pas la condition

α + β +
n

p
− 1 = 0. (2.94)

De même, l’inégalité (2.71) du théorème n’est pas valable pour les valeurs de α et

β satisfaisant

α +
n

p
− 1 = 0 ou α + β +

n

p
− 1 = 0. (2.95)

Les valeurs de α, β, p et n vérifiant (2.94) et (2.95) sont appelées valeurs critiques.

L’objectif de ce paragraphe est de montrer qu’en introduisant des poids logarith-

miques dans les définitions de X1,p
α,β et Y 1,p

α,β , nous pouvons obtenir des inégalités de

Hardy vérifiées par les fonctions de ces espaces. Ces définitions sont inspirées de la

définition générale de l’espace W 1,p
α (Rn). On introduit les espaces :

Si α + β + n
p
− 1 6= 0,

X1,p
α,β(Rn) = {u ∈ Lp

α− 1
2
,β− 1

2

(Rn), ∇u ∈ Lp
α,β(Rn)},

si α + β + n
p
− 1 = 0,

X1,p
α,β(Rn) = {(ln(1 + ρ))−1u ∈ Lp

α− 1
2
,β− 1

2

(Rn), ∇u ∈ Lp
α,β(Rn)}.

Si α + n
p
− 1 6= 0 et α + β + n

p
− 1 6= 0

Y 1,p
α,β (Rn) = {u ∈ Lp

α−1,β(Rn), ∇u ∈ Lp
α,β(Rn)},
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dans le cas contraire

Y 1,p
α,β (Rn) = {(ln(1 + ρ))−1u ∈ Lp

α−1,β(Rn), ∇u ∈ Lp
α,β(Rn)}.

De la même manière que pour l’espace W 1,p
0 (Rn), le poids logarithmique n’apparâıt

que pour les valeurs critiques (2.94) et (2.95). Nous allons montrer à présent montrer

un résultat de densité.

Proposition 2.44

L’espace D(Rn) est dense dans X1,p
α,β(Rn) et dans Y 1,p

α,β (Rn).

Preuve : Comme la preuve est similaire pour les deux espaces, nous allons unique-

ment la faire pour X1,p
α,β(Rn). Le cas non critique α+β + n

p
−1 6= 0 a déjà été prouvé

dans la proposition 2.16. Nous procédons de la même manière pour le cas critique

α + β + n
p
− 1 = 0. La différence est dans le choix de la fonction de troncature. Soit

φ ∈ C∞(]0,∞[) telle que

φ(t) = 1 si 0 ≤ t ≤ 1

0 ≤ φ(t) ≤ 1 si 1 ≤ t ≤ 2

φ(t) = 1 si t ≥ 2.

Nous introduisons la fonction φk telle que

x ∈ Rn, φk(x) =





φ

(
k

ln r

)
, r > 1,

1, sinon.

Nous avons

φ(x) = 1 si 0 ≤ |x| ≤ ek/2

0 ≤ φ(x) ≤ 1 si ek/2 ≤ |x| ≤ ek

φ(x) = 0 si |x| ≥ ek.
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Nous avons aussi l’inégalité (voir [6] ou [32])

|∇φk(x)| ≤ Cr−1(lg r)−1.

En posant maintenant uk = uϕk et en procédant comme pour la preuve de la propo-

sition 2.16, on montre facilement que ‖u−uk‖X1,p
α,β(Rn) tend vers 0 quand k tend vers

l’infini. ¥

Nous allons donc maintenant établir des inégalités de Hardy incluant les valeurs

critiques (2.94) et (2.95). Deux cas seront à distinguer. Les cas β > 0 et β ≤ 0.

Le cas β > 0

La preuve du lemme suivant est analogue à celle du lemme 2.21.

Lemme 2.45 Soient α et β deux réels satisfaisant β > max(0, (1 − n + p)/2p).

Alors, si α + β + n
p
− 1 = 0, nous avons

∀u ∈ D(S), ‖(lg r)−1u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(S) ≤ C‖(lg r)−1∇u‖Lp
α,β(S). (2.96)

Nous allons à présent rappeler une inégalité de Hardy généralisée dont la preuve

peut se trouver dans [14]. Soit une fonction f ∈ D(]R, +∞[),

a) si σ, γ ∈ R, avec σ 6= 1 et R > exp
(

2|γ|
|σ+1|

)
, nous avons

∫ +∞

R

rσ(ln r)γ|f(r)|pdr ≤ C

∫ +∞

R

rσ+p(ln r)γ|f ′(r)|pdr. (2.97)

b) Si γ ∈ R, avec γ 6= −1 et R > 1, nous avons

∫ +∞

R

r−1(ln r)γ|f(r)|pdr ≤ C

∫ +∞

R

r−1+p(ln r)γ+p|f ′(r)|pdr. (2.98)

Grâce à l’inégalité (2.98), nous pouvons prouver le lemme suivant :

Lemme 2.46 Soient α, β ∈ R, avec β > max(0, (1− n + p)/2p). Alors, si α + β +
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+n
p
− 1 = 0, nous avons

∀u ∈ D(B′
R), ‖(lg r)−1u‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.99)

Preuve : Les idées de la preuve sont les mêmes que celles de la preuve du lemme

2.22. Nous rappelons le domaine

DR,λ = {x ∈ Rn, r > R, λr < s}

et nous introduisons la partition de l’unité définie par (2.53). Soit maintenant u ∈
D(B′

R) et commençons par prouver

‖(lg r)−1uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.100)

Par le lemme 2.45, nous avons

‖(lg r)−1uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) = ‖(lg r)−1uϕ1‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(SR,λ)

≤ C‖(lg r)−1∇(uϕ1)‖Lp
α,β(SR,λ).

(2.101)

Nous pouvons ensuite écrire

‖(lg r)−1∇(uϕ1)‖p
Lp

α,β(SR,λ)
≤ C

∫

SR,λ

(1 + r)αp(1 + s)βp (lg r)−p|∇u|pdx

+ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp (lg r)−p|u∇ϕ1|pdx.

(2.102)

Comme 0 ≤ ϕ2 ≤ 1, pour le second terme du membre de droite de (2.102), on a

∫

SR,λ∩DR,λ/2

(1 + r)αp(1 + s)βp(lg r)−p|u∇ϕ1|pdx

≤ C

∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β−1)p(ln r)−p|u|pdx.

(2.103)

Nous utilisons à présent les coordonnées sphériques généralisées (2.28) pour n ≥ 3 et

les coordonnées polaires pour n = 2, avec u(x) = v(r, θ). Comme α+β + n
p
− 1 = 0,
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l’inégalité (2.98) nous donne

∫ +∞

R

r(α+β−1)p+n−1(ln r)−p|v|pdr ≤ C

∫ +∞

R

r(α+β)p+n−1

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

dr.

D’où, en intégrant par rapport à θ, on montre que

∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β−1)p(ln r)−p|u|pdx ≤
∫

SR,λ∩DR,λ/2

r(α+β)p|∇u|pdx. (2.104)

Les estimations (2.102) (2.103) et (2.104) nous permettent d’obtenir (2.100). Mon-

trons maintenant l’estimation suivante

‖(lg r)−1uϕ2‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.105)

Il vient

‖(lg r)−1uϕ2‖p
Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(B′R)
=

∫

DR,λ/2

(lg r)−p(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|uϕ2|pdx

≤
∫

DR,λ/2

(lg r)−p(1 + r)(α− 1
2
)p(1 + s)(β− 1

2
)p|u|pdx

≤ C

∫

DR,λ/2

(ln r)−pr(α+β−1)p|u|pdx.

De même que précédemment, en utilisant (2.98), nous pouvons démontrer que

∫

DR,λ/2

(ln r)−pr(α+β−1)p|u|pdx ≤ C

∫

DR,λ/2

r(α+β)p|∇u|pdx. (2.106)

L’inégalité (2.106) entrâıne (2.105), ce qui conclut la preuve. ¥

Ce lemme nous permet d’obtenir l’inégalité de Hardy pour le cas critique (2.94).

Théorème 2.47 Soient α, β ∈ R, avec β > max(0, (1−n+p)/2p) et α+β+ n
p
−1 =

0. Soit j′ = min(j, 0) où j est le plus haut degré des polynômes appartenant à

X1,p
α,β(Rn). Alors, nous avons

∀u ∈ X1,p
α,β(Rn), inf

λ∈IPj′
‖(lg r)−1(u + λ)‖Lp

α− 1
2 ,β− 1

2

(Rn) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Rn).
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Le cas β ≤ 0

Le lemme suivant est l’équivalent du lemme 2.26 pour le cas critique (2.95).

Lemme 2.48 Soient α, β ∈ R tel que β ≤ 0. On suppose de plus α + n
p
− 1 ≤ 0 ou

α + β + n
p
− 1 ≥ 0. Alors, pourvu que l’on ait pas simultanément

β < 0 et α + β +
n

p
− 1 = 0,

nous avons

∀u ∈ D(B′
R), ‖(lg r)−1u‖Lp

α−1,β(B′R) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(B′R). (2.107)

Preuve : Soit u ∈ D(B′
R) et posons

I =

∫

B′R

(ln r)−pr(α−1)p(1 + s)βp|u|pdx.

Nous ne faisons la preuve que pour n ≥ 3. Le cas n = 2 se traite d’une manière

similaire. Rappelons le domaine défini par

D = {(r, θ) ∈ R+×]0, π[n−2×]0, 2π[, r > R}.

En utilisant les coordonnées sphériques généralisées définies par (2.28) avec u(x) =

v(r, θ), nous pouvons écrire

I =

∫

D

(ln r)−pr(α−1)p+n−1(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ.

Nous reprenons à présent les mêmes notations ainsi que les mêmes sous-domaines

que dans la preuve du lemme 2.26. Nous avons par conséquent

I1 ∼ I1 + I2 + I3,
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où

I1 =

∫

D1

(ln r)−pr(α−1)p+n−1(sin θ1)
n−2|v|pdrdθ,

I2 =

∫

D2

(ln r)−pr(α+β−1)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ,

I3 =

∫

D3

(ln r)−pr(α+β−1)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2|v|pdrdθ.

Il nous reste maintenant à estimer ces trois intégrales. Il y a trois cas à considérer.

1) Le cas α + n
p
− 1 < 0 ou α + β + n

p
− 1 > 0.

Comme dans la démonstration du lemme 2.26, nous pouvons montrer que

I ≤ C

∫

D

rαp+n−1(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣ drdθ.

2) Le cas α + n
p
− 1 = 0 et β ≤ 0.

Si β = 0, nous retrouvons les inégalités de Hardy présentées dans le théorème 2.1.

Nous pouvons donc supposer β < 0. Dans ce cas, on en déduit que α+β+ n
p
−1 < 0.

Ainsi, une intégration par parties et l’inégalité de Hölder nous donnent

I2 ≤ − 2

βp
I ′2 + C

∫

D2

(ln r)−pr−1+p+βp(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ, (2.108)

avec

I ′2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

...

∫ π

0

∫ θ̃

0

(ln r̃(θ1))
−p(sin θ1)

n−2|v(r̃(θ1), θ)|pdθ1...dθn−1.

Grâce à (2.98), on obtient

I3 ≤ C

∫

D3

(ln r)−pr(α+β)p+n−1(1− cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ. (2.109)
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Il nous reste à présent à estimer I1. Nous pouvons écrire

J1 =

∫ r̃(θ1)

R

(ln r)−pr(α−1)p+n−1|v|pdr

=

∫ r̃(θ1)

R

(ln r)−pr−1|v|pdr.

En faisant une intégration par parties et en utilisant une inégalité de Hölder, il vient

J1 ≤ 1

1− p
|v(r̃(θ1), θ)|p(ln r̃(θ1))

1−p + C

∫ r̃(θ1)

R

r−1+p

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

dr.

Ce qui donne

I1 ≤ ln r̃(θ1)

1− p
I ′2 + C

∫

D1

r−1+p(sin θ1)
n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ. (2.110)

Maintenant par (2.108) (2.109) (2.110), on obtient

I ≤
(

ln r̃(θ1)

1− p
− 2

βp

)
I ′2

+

∫ ∫

D

r−1+p(1 + r − r cos θ1)
βp(sin θ1)

n−2

∣∣∣∣
∂v

∂r

∣∣∣∣
p

drdθ. (2.111)

Comme R est suffisamment grand et que r̃(θ1) > R dans D1, on en déduit que

ln r̃(θ1)

1− p
− 2

βp
≤ 0,

ce qui prouve (2.107).

3) Le cas α + β + n
p
− 1 = 0 et β = 0.

Si β = 0, l’inégalité (2.107) fait partie des inégalités données par le théorème 2.1 et

démontrées dans [6]. ¥

Remarque 2.49 La validité de l’inégalité (2.107) pour les réels α et β satisfaisant

β < 0 et α + β + n
p
− 1 = 0 est une question ouverte.

Le lemme précédent nous permet d’avoir le résultat suivant
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Théorème 2.50 Soient α, β ∈ R tel que β ≤ 0. On suppose de plus α + n
p
− 1 ≤ 0

ou α + β + n
p
− 1 ≥ 0 pourvu que l’on ait pas simultanément

β < 0 et α + β +
n

p
− 1 = 0.

Soit j′ = min(j, 0), où j est le plus haut degré des polynômes appartenant à Y 1,p
α,β (Rn).

Alors nous avons

∀u ∈ Y 1,p
α,β (Rn), inf

λ∈IPj′
‖(lg r)−1(u + λ)‖Lp

α−1,β(Rn) ≤ C‖∇u‖Lp
α,β(Rn).
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Chapitre 3

Le problème stationnaire d’Oseen

dans R3

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le problème d’Oseen suivant. Étant donnés f

et g, nous cherchons un couple (u, π) solution de

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f dans R3,

div u = g dans R3.

(3.1)

De plus nous ajoutons au système précédent la condition à l’infini

lim
|x|→∞

u(x) = u∞, (3.2)

où u∞ est un vecteur constant donné de R3. Le cadre fonctionnel choisi est donc celui

des espaces de Sobolev avec poids présentés dans le chapitre précédent. Rappelons

les poids considérés est la fonction

ηα
β = (1 + r)α(1 + s)β.

Nous allons étudier le problème (3.1) dans deux cas distincts : le cas β = 0 et le cas

β 6= 0 (en fait, on se limitera à β = 1
2
). Notre étude est basée sur la résolution du
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modèle scalaire suivant :

−∆u +
∂u

∂x1

= f dans R3. (3.3)

En effet, nous pouvons remarquer qu’en prenant la divergence de la première équation

de (3.1), la pression π vérifie

∆π = div f + ∆g − ∂g

∂x1

dans R3. (3.4)

Ainsi, pour résoudre le problème (3.1), il suffit de résoudre le système découplé

suivant :

∆π = div f + ∆g − ∂g

∂x1

dans R3,

−∆u +
∂u

∂x1

= f −∇π dans R3,

div u = g dans R3.

(3.5)

Résoudre la deuxième équation de (3.5) revient à étudier (3.3). Cette approche

présente deux avantages :

• Le modèle scalaire (3.3) est plus simple à étudier que le système (3.1).

• Nous disposons des résultats d’isomorphismes de l’opérateur de Laplace dans

des espaces de Sobolev avec poids (le poids étant ηα
0 ) prouvés dans [6] qui nous

permettent de résoudre l’équation (3.4).

Ainsi, cette approche est très bien adaptée pour la résolution de (3.1) dans le cas

β = 0. Nous procéderons d’une autre manière pour le cas β = 1
2
. Les résultats

d’isomorphismes de l’opérateur de Laplace dans les espaces avec poids anisotropes,

obtenus dans le paragraphe 2.4.4 du premier chapitre, ne sont en effet pas suffisants

pour résoudre l’équation (3.4) dans le cas β = 1
2
. Nous suivrons alors l’approche que

Farwig a utilisé dans [20] et [21] : nous chercherons des solutions du problème (3.1)

obtenues à l’aide de la solution fondamentale (O,P). Nous utiliserons pour cela les

résultats prouvés dans [36] (voir aussi [51]). Grâce à l’étude de l’équation (3.3) cer-

tains de ces résultats peuvent être améliorés. Précisons que la vitesse fondamentale
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O et la solution fondamentale O de l’équation (3.1) qui s’écrit

O(x) =
1

4πr
e−s/2, (3.6)

ont le même comportement localement et à l’infini. Les résultats sur la convolution

par O obtenus dans [36] peuvent ainsi être appliqués à O. Dans le prochain chapitre,

nous verrons d’autres liens qui lient les deux solutions fondamentales. Nous citons

aussi [55] pour d’autres travaux sur ces deux solutions fondamentales. Les principaux

résultats de ce chapitres font l’objets de deux articles soumis ([9], [10]).

3.2 Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons préciser le sens que nous donnons à la condition à

l’infini

lim
|x|→∞

u(x) = u∞.

Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés du comportement à l’infini des

fonctions de W 1,p
0 (R3). Ces résultats sont démonstrés dans [2]. On suppose p 6= 3

et soit u ∈ W 1,p
0 (R3). Alors pour tout x ∈ R3 tel que |x| > 1, on a

|u(x)| ≤ C|x|1−3/p‖u‖W 1,p
0 (R3) et |x|3/p−1|u(x)| |x|→∞−→ 0, si p > 3. (3.7)

‖u(|x|, .)‖Lp(S2) ≤ C|x|1−3/p‖u‖W 1,p
0 (R3) et |x|3/p−1‖u(|x|, .)‖Lp(S2)

|x|→∞−→ 0, si p < 3,

(3.8)

où S2 désigne la sphère unité de R3. Le lemme qui suit améliore, dans le cas n = 3,

des résultats obtenus par Galdi dans [27] (lemme 5.2 p 60 et théorème 5.1 p 61). Il

est partiellement inspiré de l’article de Payne et Weinberger [49].

Lemme 3.1 On suppose que 1 < p < 3 et u ∈ D′(R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3). Alors

il existe une unique constante u∞ definie par

u∞ = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

u(σ|x|)dσ, (3.9)

telle que u − u∞ ∈ W 1,p
0 (R3). La notation w3 désignant la surface de S2. De plus,
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nous avons les propriétés suivantes :

u− u∞ ∈ L
3p

3−p (R3), (3.10)

avec l’estimation

‖u− u∞‖
L

3p
3−p (R3)

≤ C‖∇u‖Lp(R3), (3.11)

et

lim
|x|→∞

∫

S2

|u(σ|x|)− u∞|dσ = lim
|x|→∞

∫

S2

|u(σ|x|)− u∞|pdσ = 0, (3.12)

∫

S2

|u(rσ)− u∞|pdσ ≤ C rp−3

∫

{x∈R3, |x|>r}
|∇u|pdx. (3.13)

Preuve : Comme 1 < p < 3, u ∈ D′(R3) et ∇u ∈ Lp(R3), d’après la proposition

2.2 i), il existe une unique constante u∞ telle que u − u∞ ∈ W 1,p
0 (R3). L’injection

continue (2.13) nous permet d’obtenir (3.10) et (3.11). Grâce à (3.8), on a

lim
|x|→∞

|x|3/p−1

∫

S2

|u(σ|x|)− u∞|pdσ = 0. (3.14)

Maintenant, puisque 3/p − 1 > 0, l’inégalité de Hölder nous donne (3.12). Il nous

reste à montrer (3.9) et (3.13). On pose

DR(r) =

∫

{x∈R3, r<|x|<R}
|∇u|pdx.

En procédant de la manière que dans [49], nous avons

DR(r) ≥
∫

S2

(∫ R

r

∣∣∣∣
∂u

∂ρ

∣∣∣∣
p

ρ2dρ

)
dσ +

∫ R

r

ρ2−p

[∫

S2

|∇∗u|pdσ

]p

dρ,

où ∇∗u désigne la projection du gradient de u sur la sphère unité S2 :

|∇∗u|2 = r2

[
|∇u|2 −

∣∣∣∣
∂u

∂ρ

∣∣∣∣
2
]

.
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L’inégalité de Hölder et celle de Wirtinger nous donnent

Dr(R) ≥
∫

S2




∣∣∣∣
∫ R

r

∂u

∂ρ
dρ

∣∣∣∣
p

∣∣∣∣
∫ R

r

ρ−2/(p−1)dρ

∣∣∣∣
p−1


 dσ

+ C

∫ R

r

(∫

S2

∣∣∣∣u(|x|σ)− 1

w3

∫

s2

u(|x|σ)dσ

∣∣∣∣
p

dσ

)
ρ2−pdρ.

Par conséquent, on a

DR(r) ≥ C r3−p

∫

S2

|u(Rσ)− u(rσ)|pdσ

+ C

∫ R

r

(∫

S2

∣∣∣∣u(|x|σ)− 1

w3

∫

s2

u(|x|σ)dσ

∣∣∣∣
p

dσ

)
ρ2−pdρ.

(3.15)

Les deux termes de (3.15) sont positifs et bornés par DR(r). Ainsi, il existe une

fonction u∗ ∈ Lp(S2) telle que

lim
|x|→∞

∫

S2

|u(|x|σ)− u∗(|x|σ)|pdσ = 0

et

lim
|x|→∞

∫

S2

u(|x|σ)dσ =

∫

S2

u∗(σ)dσ.

Grâce à (3.12), nous en déduisons que u∗ = u∞ et l’égalité précédente nous donne

(3.9). Maintenant, de l’inégalité (3.15), on peut écrire

DR(r) ≥ C r3−p

∫

S2

|u(Rσ)− u(rσ)|pdσ

≥ C r3−p

∫

S2

|u(rσ)− u∞|pdσ − C r3−p

∫

S2

|u(Rσ)− u∞|pdσ.

En faisant tendre R vers l’infini, on obtient

D(r) = lim
R→∞

DR(r) ≥ C r3−p

∫

S2

|u(rσ)− u∞|pdσ,
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ce qui entraine (3.13). ¥

Ce lemme permet de caractériser la constante donnée par la proposition 2.2 pour

une distribution à gradient appartenant à Lp(R3). Le prochain résultat est une autre

conséquence du lemme. Il permet cette fois-ci de caractériser le polynôme , de degré

au plus un, donné par la même proposition pour une distribution dont les dérivées

secondes appartiennent à Lp(R3).

Corollaire 3.2 On suppose 1 < p < 3 et soit u ∈ D′(R3) telle que, pour tout

i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3). Alors il existe un unique vecteur A ∈ R3 tel que

∇u + A ∈ L
3p

3−p (R3), où A est défini par

A = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

∇u(σ|x|)dσ.

De plus, nous avons les propriétés suivantes :

i) Si 3/2 ≤ p < 3, alors u + A.x ∈ W 2,p
0 (R3).

ii) Si 1 < p < 3/2, alors, il existe une unique constante b telle que u + A.x + b ∈
L

3p
3−2p (R3), où b est définie par

b = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

(u(σ|x|)−A.x) dσ.

Par conséquent, nous avons aussi u + A.x ∈ W 2,p
0 (R3).

Preuve : L’existence du vecteur A et sa caractérisation est une conséquence

immédiate du lemme précédent.

i) Posons à présent ` = ∇u + A. D’après la caractérisation (2.14), nous avons

` ∈W 1,p
0 (R3). Puisque div ` ∈ Lp(R3), il existe une fonction z ∈ W 2,p

0 (R3) telle que

(voir [6]),

∆z = div ` = ∆u.

Par ailleurs, nous pouvons écrire

∆(∇z) = ∆(∇u + A).

66



3.2. Résultats préliminaires

Puisque 3/2 < p < 3, l’espace W 1,p
0 (R3) ne contient pas de polynômes . Nous en

déduisons que ∇z = ∇u + A, ce qui entrâıne l’existence d’une constante c telle que

z + c = u + A.x. Mais lorsque 3/2 < p < 3, les constantes appartiennent à l’espace

W 2,p
0 (R3), et par conséquent u + A.x appartient à W 2,p

0 (R3).

ii) Le vecteur A peut s’écrire sous la forme A = ∇(A.x). Cela implique que

∇u + A = ∇(u + A.x) ∈ L
3p

3−p (R3). Puisque 1 < p < 3/2, nous pouvons ob-

server que 3p
3−p

< 3. Nous pouvons donc appliquer le lemme 3.1 qui nous donne

l’existence et la caractérisation de l’unique constante b. La caractérisation (2.16)

nous permet ensuite de conclure que u + A.x appartient à W 2,p
0 (R3). ¥

Nous pouvons à présent préciser le sens que nous donnons à la limite à l’infini.

Définition 3.3 Soit u ∈ D′(R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3). Nous dirons que u tend

vers une constante u∞ à l’infini, et on écrira

lim
|x|→∞

u(x) = u∞,

si

lim
|x|→∞

∫

S2

|u(σ|x|)− u∞|dσ = 0.

Remarque 3.4 Soit u ∈ D′(R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3). Si 1 < p < 3, alors le

lemme 3.1 montre que la définition 3.3 est équivalente à

u− u∞ ∈ W 1,p
0 (R3).

Nous rappelons maintenant un résultat dont la preuve est standard.

Lemme 3.5 Soient r et p deux réels tels que 1 < r < ∞ et 3 < p < ∞. Soit

u ∈ Lr(R3) et ∇u ∈ Lp(R3). Alors u est une fonction continue sur R3 et

lim
|x|→∞

u(x) = 0.
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3.3 Le modèle scalaire

Dans ce paragraphe, nous abordons donc le point central de la thèse qui est la

résolution du modèle scalaire suivant :

−∆u +
∂u

∂x1

= f dans R3. (3.16)

lim
|x|→∞

u(x) = u∞. (3.17)

Soit T l’opérateur :

T : u → −∆u +
∂u

∂x1

. (3.18)

3.3.1 Le noyau de l’opérateur T

Considèrons le noyau de l’opérateur T quand celui-ci est défini sur l’espace des

distributions tempérées S ′(R3). Soit u un élément du noyau, alors en appliquant la

transformée de Fourier, nous pouvons écrire

4π2|ξ|2û(ξ) + 2iπξ1û(ξ) = 0.

En posant

û(ξ) = v(ξ) + iw(ξ),

il vient {
4π2|ξ|2v(ξ)− 2πξ1w(ξ) = 0

2πξ1v(ξ) + 4π2|ξ|2w(ξ) = 0.
(3.19)

Le déterminant de (3.19) étant 16π4|ξ|4 +4π2ξ2
1 , nous en déduisons que, pour ξ 6= 0,

le support de û est inclus dans {0}. On a donc

û(ξ) =
∑
α∈J

cαδ(α), cα ∈ C,

avec J fini. Par transformée de Fourier inverse, on obtient

u(x) =
∑
α∈J

dαxα, dα ∈ C,
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Cela signifie que u est un polynôme. Pour tout entier k, nous introduisons donc

l’espace des polynômes

Sk =

{
q ∈ IPk;−∆q +

∂q

∂x1

= 0

}
.

Remarquons que

S0 = R3 et S1 = {q ∈ IP1, q(x) = a0 + a2x2 + a3x3}.

Autrement dit, les polynômes de S1 sont des polynômes qui sont indépendants de

x1. Nous pouvons à présent énoncer le résultat d’unicité suivant.

Proposition 3.6 Soit u ∈ S ′(R3) une solution de (3.16) avec f = 0. Alors u est

un polynôme de Sk.

3.3.2 Résultats d’existence pour le modèle scalaire

Nous avons tout d’abord besoin de définir deux réels.

Définition 3.7 Soit p un réel tel que 1 < p < ∞. Soient γ et δ les réels tels que

δ ∈ [3
2
, 2], δ > p et γ ∈ [3, 4], γ > p. Nous définissons les réels r1 = r1(p, δ) et

r2 = r2(p, γ) comme suit :

1

r1

=
1

p
− 1

δ
et

1

r2

=
1

p
− 1

γ
.

Remarque 3.8 Nous pouvons remarquer que

si 1 < p < 3/2, alors
2p

2− p
≤ r1 ≤ 3p

3− 2p
,

si 3/2 ≤ p < 2, alors
2p

2− p
≤ r1 < ∞.

Par ailleurs,

si 1 < p < 3, alors
4p

4− p
≤ r2 ≤ 3p

3− p
,

si 3 ≤ p < 4, alors
4p

4− p
≤ r2 < ∞.
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Nous allons à présent rappeler un résultat d’existence d’une solution de l’équation

(3.16) lorsque f appartient à Lp(R3). Dans ce cas, (3.16) admet une solution u ∈
Lp

loc(R3) tel que, pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3), ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) avec les

propriétés suivantes :

(i) Il existe une constante C > 0 tel que

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.20)

(ii) Si 1 < p < 4, il existe une constante C > 0 tel que

‖∇u‖Lr2 (R3) ≤ C‖f‖Lp(R3). (3.21)

(iii) Si 1 < p < 2, il existe une constante C > 0 tel que

‖u‖Lr1 (R3) ≤ C‖f‖Lp(R3). (3.22)

Ce résultat se démontre en utilisant les transformées de Fourier et le théorème de

Multiplicateur de Lizorkin ([40]). Ces arguments ont été utilisés pour le problème

d’Oseen et le lecteur pourra consulter les démonstrations qui se trouvent dans [27],

[22] et [23]. Comme nous pouvons le constater, ce résultat n’est pas complet puisque,

par exemple, pour p ≥ 4, nous n’avons que des propriétés locales de la solution (u ∈
Lp

loc(R3)). En utilisant les propriétés des espaces avec poids, nous allons compléter

le résultat précédent.

Proposition 3.9 Soient r1 et r2 les réels définis dans la définition 3.7 et f ∈
Lp(R3).

(i) Si 1 < p < 2, alors l’équation (3.16) admet une unique solution u ∈ Lr1(R3) telle

que ∇u ∈ Lr2(R3) et pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). De

plus nous avons l’estimation

‖u‖Lr1(R3) + ‖∇u‖Lr2 (R3) +

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.23)

(ii) Si 2 ≤ p < 4, alors (3.16) admet une solution u ∈ W 1,r2

0 (R3), unique à une

constante additive près , telle que pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈
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Lp(R3). De plus nous avons

inf
K∈R ‖u + K‖

W
1,r2
0 (R3)

+

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.24)

(iii) Si p ≥ 4, alors (3.16) admet une solution u ∈ W 2,p
0 (R3), unique à un polynôme

de S1 près, telle que ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) et satisfaisant

inf
λ∈S1

‖u + λ‖W 2,p
0 (R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.25)

Preuve : Rappelons que le noyau de l’opérateur T est l’espace des polynômes Sk.

(i) L’existence, la régularité de la solution et l’estimation (3.23) sont données par le

résultat d’existence et les estimations (3.20), (3.21) et (3.22) rappelés au début du

paragraphe.

(ii) si 2 ≤ p < 4, la solution u ∈ Lp
loc(R3) donnée par le résultat d’existence précédent

satisfait ∇u ∈ Lr2(R3). D’après la remarque 3.8, nous pouvons constater que r2 > 3.

Ainsi, la proposition 2.2 ii) nous donne que u ∈ W 1,r2

0 (R3). L’estimation (3.24) est

une conséquence de (3.21) et de (2.12).

(iii) Si p ≥ 4, la solution u ∈ Lp
loc(R3) donnée par le résultat d’existence précédent

satisfait pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3), ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) et l’estimation (3.20).

Utilisant à nouveau la proposition 2.2 ii), nous en déduisons que u ∈ W 2,p
0 (R3).

L’estimation (3.25) se déduit de (3.20) et de (2.12). ¥

Remarque 3.10 Remarquons que si 3 ≤ p < 4, alors la solution donnée par le

théorème 3.16 ii) appartient aussi à W 2,p
0 (R3). En effet, comme pour tout i, j =

1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3), alors le résultat est une conséquence immédiate de la propo-

sition 2.2 ii).

Remarque 3.11 (i) On suppose que 1 < p < 3 et f ∈ Lp(R3). Alors d’après la

proposition précédente, la solution u de l’équation (3.16) satisfait ∇u ∈ Lr2(R3) et
∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(R3). D’après la definition 3.7, nous avons, en particulier∇u ∈ L

3p
3−p (R3).

La caractérisation (2.14) nous donne ∇u ∈W 1,p
0 (R3). Grâce au lemme 3.1, nous en

déduisons que

lim
|x|→∞

∇u(x) = 0
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au sens de la définition 3.3.

(ii) Si 3 < p < 4 et f ∈ Lp(R3), alors d’après la proposition précédente et le lemme

3.5, le gradient de la solution u est continue sur R3 et

lim
|x|→∞

∇u(x) = 0.

De la proposition 3.9 découle notre prochain résultat.

Corollaire 3.12 Soient r1 et r2 les réels définis dans la définition 3.7. Soit une

distribution u telle que pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3).

Alors

(i) Si 1 < p < 2, il existe un unique polynôme q ∈ S1, tel que u + q ∈ Lr1(R3),

∇(u + q) ∈ Lr2(R3) satisfaisant l’estimation suivante :

‖u + q‖Lr1 (R3) + ‖∇(u + q)‖Lr2 (R3) ≤ C

(
‖∆u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

)
. (3.26)

De plus, on a ∇q = A où A est défini dans le corollaire 3.2. Si 1 < p < 3/2, alors

q(x) = A.x′ + b, où b est défini dans le corollaire3.2 et x′ = (0, x2, x3).

(ii) Si 2 ≤ p < 4, alors il existe un unique polynôme q ∈ S1 satisfaisant q(0) = 0,

tel que u + q ∈ W 1,r2

0 (R3). De plus nous avons l’estimation suivante :

inf
K∈R ‖u + q + K‖

W
1,r2
0 (R3)

≤ C

(
‖∆u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

)
. (3.27)

Si 2 ≤ p < 3, alors q(x) = A.x′

Preuve : D’après les hypothèses sur la distribution u, il est immédiat de voir

que −∆u + ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). Nous allons à présent utiliser la proposition 3.9. Nous

distinguons donc deux cas :

(i) Si 1 < p < 2, alors il existe une unique fonction v ∈ Lr1(R3) telle que ∇v ∈
Lr2(R3), ∂2v

∂xi∂xj
∈ Lp(R3) et ∂v

∂x1
∈ Lp(R3), satisfaisant

−∆(v − u) +
∂(v − u)

∂x1

= 0. (3.28)
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De plus, nous avons l’estimation

‖v‖Lr1 (R3) + ‖∇v‖Lr2 (R3) +

∥∥∥∥
∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂v

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C

(
‖∆u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

)
.

(3.29)

En posant maintenant w = v − u, il vient que, pour tout, i, j = 1, 2, 3, ∂2w
∂xi∂xj

appartient à Lp(R3) et satisfait

−∆

(
∂2w

∂xi∂xj

)
+

∂

∂x1

(
∂2w

∂xi∂xj

)
= 0.

Grâce à la proposition 3.6, nous en déduisons que ∂2w
∂xi∂xj

= 0 ce qui montre l’existence

d’un polynôme q ∈ IP1 tel que v = u + q (voir par exemple [53]). Mais comme nous

avons aussi ∂w
∂x1

∈ Lp(R3) satisfaisant

−∆

(
∂w

∂x1

)
+

∂

∂x1

(
∂w

∂x1

)
= 0,

Nous en déduisons aussi que ∂w
∂x1

= 0. D’où q est un polynôme indépendante de x1,

c’est-à-dire que q ∈ S1. L’estimation (3.26) se déduit de (3.29). Supposons à présent

qu’il existe deux polynômes q1, q2 ∈ S1 tels que u+ q1 ∈ Lr1(R3) et u+ q2 ∈ Lr2(R3).

Par différence, nous en déduisons que q1 − q2 ∈ Lr1(R3) et, par conséquent, q1 = q2.

L’unicité du polynôme q est donc prouvée. Maintenant, d’après la définition de

r1, nous avons, en particulier, u + q ∈ L
3p

3−2p (R3). Le corollaire 3.2 et l’unicité du

polynôme q nous permet d’affirmer que ∇q = A où

A = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

∇u(σ|x|)dσ.

Si 1 < p < 3/2, alors nous en déduisons aussi que q(x) = A.x′ + b, où

b = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

(u(σ|x|)−A.x) dσ.

73



3.3. Le modèle scalaire

(ii) Si 2 ≤ p < 4, alors il existe une fonction v ∈ W 1,r2

0 (R3) telle ∂2v
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et
∂v
∂x1

∈ Lp(R3) satisfaisant (3.28) avec l’estimation

inf
K∈R ‖v + K‖

W
1,r2
0 (R3)

≤ C

(
‖∆u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

)
.

En procédant comme précédement, on montre l’existence d’un polynôme p ∈ S1 tel

que v = u + p. De plus, nous pouvons écrire p = q + a0, où q ∈ S1 est un polynôme

satisfaisant q(0) = 0 et a0 ∈ R. Mais comme r2 > 3, les constantes appartiennent

à l’espace W 1,r2

0 (R3). Ainsi, par différence, nous avons u + q ∈ W 1,r2

0 (R3). L’espace

W 1,r
0 (R3) ne contenant pas les polynômes de IP1 et donc a fortiori les polynômes

de S1, nous en déduisons l’unicité du polynôme q. L’estimation (3.27) se déduit

de l’estimation précédente. Finalement, le corollaire 3.2 et l’unicité du polynôme q

nous montre que q(x) = A.x′. ¥

Remarque 3.13 Nous pouvons constater que l’hypothèse supplémentaire ∂u
∂x1

∈
Lp(R3), améliore les propriétés d’une distribution u telle que ∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(R3). En

effet, supposons par exemple ∂2u
∂xi∂xj

∈ L2(R3) et ∂u
∂x1

∈ L2(R3). Alors le corollaire

précédent nous montre l’existence d’un unique polynôme q, que l’on sait caractériser,

tel que u+q ∈ W 1,4
0 (R3)∩W 1,6

0 (R3). Sans l’information sur la derivée première, nous

aurions seulement u + q ∈ W 2,2
0 (R3). C’est est une des différences entre l’équation

(3.16) et l’équation de Laplace

∆u = f dans R3.

Nous nous intéressons à présent aux propriétés de l’opérateur f → O ∗ f , où nous

rappelons que O est la solution fondamentale de (3.16). Si O ∗ f est définie, alors

c’est une solution explicite de l’équation (3.16). Soit alors f ∈ Lp(R3). Comme

pour tout i, j = 1, 2, 3, l’opérateur ∂2O
∂xi∂xj

est un opérateur singulier, nous pouvons

prouver que
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f) = v.p.

(
∂O

∂xi∂xj

∗ f

)
+ cijf, (3.30)
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où cij sont des constantes et

v.p.

(
∂2O

∂xi∂xj

∗ f

)
= lim

ε→0

∫

|x−y|>ε

∂2O(x− y)

∂xi∂xj

f(y)dy.

Nous allons maintenant utiliser des estimations sur la convolution par la solution

fondamentale d’Oseen O dans les espaces Lp
α,β(R3) prouvées dans [36] (voir aussi

[51]). Nous rappelons que ces estimations peuvent être appliquées à la solution

fondamentaleO du modèle scalaire (3.16). Dans [36], Il est prouvé que si f ∈ Lp(R3),

alors v.p. ( ∂2O
∂xi∂xj

∗ f) ∈ ⋂
ε>0 W 0,p

−ε (R3) et nous avons l’estimation suivante

∀ε > 0,

∥∥∥∥v.p.

(
∂2O

∂xi∂xj

∗ f

)∥∥∥∥
W 0,p
−ε (R3)

≤ Cε‖f‖Lp(R3).

Il est alors facile de voir que si f ∈ Lp(R3), nous avons ∂2

∂xi∂xj
(O∗f) ∈ ⋂

ε>0 W 0,p
−ε (R3)

ainsi que l’estimation

∀ε > 0,

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f)

∥∥∥∥
W 0,p
−ε (R3)

≤ Cε‖f‖Lp(R3).

A ce stade, il n’est pas clair que ∂2

∂xi∂xj
(O∗f) appartient à Lp(R3). Mais en utilisant

les propositions 3.9 et 3.6, nous allons prouver cette estimation.

Lemme 3.14 On suppose p > 1 et f ∈ Lp(R3). Alors, pour tout i, j = 1, 2, 3, nous

avons
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f) ∈ Lp(R3) et
∂

∂x1

(O ∗ f) ∈ Lp(R3).

De plus, nous avons l’estimation

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂

∂x1

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.31)

Preuve : Pour une fonction f ∈ Lp(R3) donnée, nous savons, d’après la proposition

3.9, que l’équation (3.16) admet une solution v telle que, pour tout i, j = 1, 2, 3,

75



3.3. Le modèle scalaire

∂2v
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂v
∂x1

∈ Lp(R3). De plus, nous avons

∥∥∥∥
∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂v

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.32)

D’autre part, puisque ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ f) ∈ ⋂

ε>0 W 0,p
−ε (R3), nous en déduisons que la

fonction z = ∂2

∂xi∂xj
(v −O ∗ f)

⋂
ε>0 W 0,p

−ε (R3) satisfait

−∆z +
∂z

∂x1

= 0.

D’après la proposition 3.6, z est donc un polynôme . En prenant ε suffisamment

petit, nous en déduisons que z = 0 et par conséquent ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ f) ∈ Lp(R3). Par

l’équation (3.16), il vient que ∂
∂x1

(O ∗ f) ∈ Lp(R3). L’estimation (3.31) est une

conséquence immédiate de l’estimation (3.32). ¥

Notre prochain résultat, qui est une conséquence immédiate du lemme 3.14 et de la

proposition 3.12, complète les résultats de la proposition 3.9 en donnant des solutions

explicites.

Corollaire 3.15 Soient r1 et r2 les réels définis dans la définition 3.7. On suppose

f ∈ Lp(R3).

(i) Si 1 < p < 2, alors il existe un unique polynôme q ∈ S1 tel que O∗f+q ∈ Lr1(R3),

∇(O ∗ f + q) ∈ Lr2(R3) et pour tout, i, j = 1, 2, 3, ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ f) ∈ Lp(R3) et

∂
∂x1

(O ∗ f) ∈ Lp(R3). De plus, nous avons l’estimation suivante :

‖O ∗ f + q‖Lr1 (R3) + ‖∇(O ∗ f + q)‖Lr2 (R3) +

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

+

∥∥∥∥
∂

∂x1

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3).

(3.33)

De plus, on a ∇q = A où

A = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

∇(O ∗ f)(σ|x|)dσ.
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Si 1 < p < 3/2, alors q(x) = A.x′ + b, où x′ = (0, x2, x3) et

b = lim
|x|→∞

1

w3

∫

S2

((O ∗ f)(σ|x|)−A.x) dσ.

(ii) Si 2 ≤ p < 4, alors il existe un unique polynôme q ∈ S1 satisfaisant q(0) = 0,

tel que O ∗ f + q ∈ W 1,r2

0 (R3) et pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ f) ∈ Lp(R3) et

∂
∂x1

(O ∗ f) ∈ Lp(R3). De plus nous avons l’estimation suivante :

inf
K∈R ‖O∗f+q+K‖

W
1,r2
0 (R3)

+

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂

∂x1

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3).

(3.34)

Si 2 ≤ p < 3, alors q(x) = A.x′

(iii) Si p ≥ 4, alors O ∗ f ∈ W 2,p
0 (R3) et ∂

∂x1
(O ∗ f) ∈ Lp(R3). De plus nous avons

inf
λ∈S1

‖O ∗ f + λ‖W 2,p
0 (R3) +

∥∥∥∥
∂

∂x1

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖f‖Lp(R3). (3.35)

Nous établissons maintenant des résultats d’existence pour des données appartenant

à W−1,p
0 (R3).

Théorème 3.16 Soit r2 le réel défini dans la definition 3.7 et soit f ∈ W−1,p
0 (R3)

satisfaisant la condition de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], 〈f , λ〉
W−1,p

0 (R3)×W1,p′
0 (R3)

= 0. (3.36)

(i) Si 1 < p < 4, alors l’équation (3.16) admet une unique solution u ∈ Lr2(R3),

telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3). De plus on a

‖u‖Lr2 (R3) + ‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C‖f‖W−1,p
0 (R3). (3.37)

(ii) si p ≥ 4, alors l’équation (3.16) admet une solution u ∈ W̃ 1,p
0 (R3), unique à une

constante additive près. De plus, on a

inf
K∈R ‖u + K‖fW 1,p

0 (R3) ≤ C‖f‖W−1,p
0 (R3). (3.38)
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Preuve : La proposition 3.6 nous montre que le noyau de l’opérateur T défini par

(3.18) est réduit à {0} si 1 < p < 4 et est égal à R si p ≥ 4. Soit maintenant

f ∈ W−1,p
0 (R3) satisfaisant la condition de compatibilité (3.36). Alors, d’après

l’isomorphisme 2.10, il existe un vecteur F ∈ Lp(R3) tel que

f = div F.

Nous allons à présent utiliser la proposition 3.9 et nous avons deux cas :

(i) Si 1 < p < 4, il existe un vecteur v tel que, pour tout i, j, k = 1, 2, 3, ∇vk ∈
Lr2(R3), ∂2vk

∂xi∂xj
∈ Lp(R3) et ∂vk

∂x1
∈ Lp(R3) satisfaisant

−∆vk +
∂vk

∂x1

= Fk. (3.39)

De plus, pour tout k = 1, 2, 3, nous avons

‖∇vk‖Lr2 (R3) +

∥∥∥∥
∂2vk

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂vk

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C‖Fk‖Lp(R3).

En posant u = div v, nous en déduisons que u ∈ Lr2(R3) est solution de (3.16),

telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). L’estimation (3.36) est une conséquence de

l’estimation précédente.

(ii) Si p ≥ 4, il existe un vecteur v ∈ W 2,p
0 (R3) tel que ∂v

∂x1
∈ Lp(R3) satisfaisant

(3.39) ainsi que l’estimation

∀k = 1, 2, 3, inf
λ∈S1

‖vk + λ‖W 2,p
0 (R3) +

∥∥∥∥
∂vk

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖Fk‖Lp(R3).

La fonction u = div v ∈ W̃ 1,p
0 (R3) est alors solution de l’équation (3.16). Enfin,

l’estimation (3.38) se déduit de la précédente. ¥

Remarque 3.17 i) Si 1 < p < 3, alors la solution u de l’équation (3.16) donnée

par le théorème 3.16 i) appartient en particulier à W̃ 1,p
0 (R3) (voir la remarque 3.8 et

la caractérisation (2.14)). Nous en déduisons que

lim
|x|→∞

u(x) = 0

78



3.3. Le modèle scalaire

au sens de la définition 3.3. Ainsi, pour une constante u∞ donnée, la distribution

v = u− u∞ est l’unique solution de l’équation (3.16) vérifiant

lim
|x|→∞

v(x) = u∞

au sens de la définition 3.3.

ii) Si 3 < p < 4, alors le lemme 3.5 nous montre que la solution u de l’équation

(3.16) est continue sur R3 et vérifie

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Corollaire 3.18 Soit r2 le réel donné par la définition 3.7. On suppose de plus que

1 < p < 4. Si u est une distribution telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3)

satisfaisant

∀λ ∈ IP[1−3/p′], 〈 ∂u

∂x1

, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W1,p′
0 (R3)

= 0, (3.40)

alors il existe une unique constant K telle que u + K ∈ Lr2(R3) avec l’estimation

‖u + K‖Lr2(R3) ≤ C

(
‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

)
. (3.41)

De plus, si 1 < p < 3, alors

K = − lim
|x|→∞

u(x) (3.42)

au sens de la definition 3.3.

Si 3 < p < 4, alors u est continue et

K = − lim
|x|→∞

u(x). (3.43)

Preuve : Soit une distribution u telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3). Main-

tenant, en remarquant que les polynômes de IP[1−3/p′] sont au plus des constantes et

d’après la condition (3.40), on vérifie facilement que pour tout λ ∈ IP[1−3/p′],

〈−∆u +
∂u

∂x1

, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 0.
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Le théorème 3.16 nous montre l’existence d’une unique fonction v ∈ Lr(R3) telle

que ∇v ∈ Lp(R3) et ∂v
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3), satisfaisant

−∆(v − u) +
∂(v − u)

∂x1

= 0.

De plus, on a

‖v‖Lr(R3) ≤ C

(
‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

)
. (3.44)

Maintenant, en posant w = v − u, alors pour chaque i = 1, 2, 3, ∂w
∂xi

∈ Lp(R3) et

−∆

(
∂w

∂xi

)
+

∂

∂x1

(
∂w

∂xi

)
= 0.

D’après la proposition 3.6, pour chaque i = 1, 2, 3, ∂w
∂xi

est un polynôme de Lp(R3)

d’où ∂w
∂xi

= 0. Nous en déduisons que ∇v = ∇u et par conséquent v = u + K, où K

est une constante dont l’unicité vient du fait que l’espace Lr2(R3) ne contient pas

les polynômes . Lorsque 1 < p < 3, le lemme 3.1 nous montre que la constante K

est défini par (3.42) et lorsque 3 < p < 4, la relation (3.43) découle du lemme 3.5.

¥

Remarque 3.19 En comparant avec le résultat du lemme 3.1, nous pouvons re-

marquer que le terme ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) améliore les estimations sur u. Prenons, par

exemple, une distribution u ∈ D′(R3) telle que ∇u ∈ L2(R3) et ∂u
∂x1

∈ W−1,2
0 (R3).

Remarquons d’abord que comme IP[1−3/2] = {0}, la condition (3.40) est automa-

tiquement vérifiée. Le corollaire précédent nous donne u ∈ L4(R3) ∩ L6(R3). Sans

l’hypothèse ∂u
∂x1

∈ W−1,2
0 (R3), le lemme 3.1 donne simplement u−K ∈ L6(R3).

De la même manière que pour une donnée f appartenant à Lp(R3), nous allons

compléter le théorème 3.16 par des résultats sur la convolution par la solution fon-

damentale.

Proposition 3.20 Soit r2 le réel donné par la définition 3.7 et soit f ∈ W−1,p
0 (R3)

satisfaisant la condition de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], 〈f , λ〉
W−1,p

0 (R3)×W1,p′
0 (R3)

= 0.
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(i) Si 1 < p < 4, il existe une unique constante K(f) telle que O∗f+K(f) ∈ Lr2(R3),

∇(O ∗ f) ∈ Lp(R3) et ∂
∂x1

(O ∗ f) ∈ W−1,p
0 (R3) avec l’estimation

‖O ∗ f‖Lr2 (R3) + ‖∇(O∗ f)‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂

∂x1

(O ∗ f)

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C‖f‖W−1,p
0 (R3). (3.45)

De plus si 1 < p < 3, alors

K(f) = − lim
|x|→∞

O ∗ f(x) (3.46)

au sens de la definition 3.3.

Si 3 < p < 4, alors O ∗ f est continue et

K(f) = − lim
|x|→∞

O ∗ f(x). (3.47)

(ii) Si p ≥ 4, alors O ∗ f ∈ W̃ 1,p
0 (R3) et on a l’estimation

inf
K∈R ‖O ∗ f‖fW 1,p

0 (R3) ≤ C‖f‖W−1,p
0 (R3). (3.48)

Preuve : Soit f ∈ W−1,p
0 (R3) satisfaisant la condition de compatibilité, alors il

existe un vecteur F ∈ Lp(R3) telle que f = div F. Nous allons à présent utiliser le

corollaire 3.15.

(i) Si 1 < p < 4, alors il existe un unique vecteur constant A = (0, a2, a3), tel

que pour tout k = 1, 2, 3, ∇(O ∗ Fk) + A ∈ Lr2(R3), ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ Fk) ∈ Lp(R3) et

∂
∂x1

(O ∗ Fk) ∈ Lp(R3). On pose K = div A. On obtient

O ∗ f + K =
∂

∂xi

(O ∗ Fi) + K ∈ Lr2(R3),

avec la convention implicite sur les indices répétés. Par ailleurs, nous avons aussi

∂

∂xi

(O ∗ f) =
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ Fj) ∈ Lp(R3),

∂

∂x1

(O ∗ f) =
∂

∂xj

(
∂

∂x1

(O ∗ Fj)

)
∈ W−1,p

0 (R3).
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Si 1 < p < 3, alors d’après la définition de r2 et grâce à la caractérisation (2.14),

nous avons en particulier O ∗ f + K ∈ W̃ 1,p
0 (R3). Le Lemme 3.1 nous donne par

conséquent (3.46). Si 3 < p < 4, le lemme 3.5 nous donne (3.47). L’estimation

(3.45) se déduit des estimations (3.33) et (3.34).

(ii) La preuve du cas p ≥ 4 est similaire au cas précédent avec l’utilisation du corol-

laire 3.15 iii). ¥

Pour des valeurs de p tels que 1 < p ≤ 2, nous pouvons obtenir des estimations

supplémentaires.

Théorème 3.21 Soit r2 le réel donné par la définition 3.7. On suppose de plus

1 < p ≤ 2 et f ∈ W−1,p
0 (R3) satisfaisant la condition de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], 〈f , λ〉
W−1,p

0 (R3)×W1,p′
0 (R3)

= 0.

Alors O ∗ f ∈M1,p
0 (R3) ∩ Lr2(R3) et

lim
|x|→∞

O ∗ f(x) = 0

au sens de la définition 3.3. De plus, nous avons l’estimation

‖O ∗ f‖M1,p
0 (R3) + ‖O ∗ f‖Lr2(R3) ≤ C‖f‖W−1,p

0 (R3). (3.49)

Preuve : D’après les hypothèses sur f , nous pouvons écrire f = div F ( voir

l’isomorphisme (2.10)). Par conséquent, pour chaque ` = 1, 2, 3, F` ∈ Lp(R3) ce qui

implique aussi F` ∈
⋂

ε>0 Lp
−ε,ε(R3). Ainsi, pour tout ε > 0, nous avons ∂O

∂xi
∗ F` ∈

Lp

− 1
2
−ε,ε

(R3) (voir [36] pour le cas 1 < p < 2 et [20] pour le cas p = 2) avec

l’estimation ∥∥∥∥
∂O
∂xi

∗ F`

∥∥∥∥
Lp

− 1
2−ε,ε

(R3)

≤ C‖F`‖Lp(R3). (3.50)

Nous avons donc aussi ∂O
∂xi
∗ F` ∈ W 0,p

− 1
2
−ε

(R3) et par conséquent

O ∗ f =
∂O
∂xi

∗ Fi ∈
⋂
ε>0

W 0,p

− 1
2
−ε

(R3).
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Cela entrâıne, en particulier, que O∗ f ∈ W 0,p
−1 (R3). Par ailleurs, la proposition 3.20

donne l’existence d’une unique constante K(f) telle que O ∗ f + K(f) ∈ Lr2(R3),

∇(O∗f) ∈ Lp(R3) et ∂O
∂x1
∗f ∈ W−1,p

0 (R3). D’après la définition de r2, nous avons en

particulier O ∗ f + K(f) ∈ W̃ 1,p
0 (R3), ce qui implique que O ∗ f + K(f) ∈ W 0,p

−1 (R3)

(voir (2.2)). Par différence, nous avons donc K(f) ∈ IP[1−3/p]. Comme 1 < p ≤ 2,

alors nous avons K(f) = 0. En conclusion, nous obtenons O∗f ∈M1,p
0 (R3)∩Lr(R3)

et vérifie (voir (3.45)) :

lim
|x|→∞

O ∗ f(x) = 0.

Des estimations (3.50) et (3.45), nous obtenons l’estimation (3.49) ce qui achève la

preuve. ¥

Dans le cas particulier d’une donnée f ∈ W−1,2
0 (R3), la solution u vérifie une équation

d’énergie.

Proposition 3.22 Soit f ∈ W−1,2
0 (R3). Alors l’unique solution u = O ∗ f ∈

M1,2
0 (R3) ∩ L4(R3) ∩ L6(R3) de l’équation (3.16) satisfait l’équation d’énergie

∫

R3

|∇u|2dx = 〈f, u〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3). (3.51)

Preuve : Pour toute fonction u ∈ M1,2
0 (R3) et pour toute fonction ϕ ∈ D(R3),

nous avons

〈 ∂u

∂x1

, ϕ〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3) = −〈u,
∂ϕ

∂x1

〉W 1,2
0 (R3)×W−1,2

0 (R3).

Grâce à la densité de D(R3) dans M1,2
0 (R3), pour tout u, v ∈ M1,2

0 (R3), nous

obtenons

〈 ∂u

∂x1

, v〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3) = 〈−u,
∂v

∂x1

〉W 1,2
0 (R3)×W−1,2

0 (R3).

Il vient donc

〈 ∂u

∂x1

, u〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3) = 0. (3.52)

Par (3.16) and (3.52), nous en déduisons

∫

R3

|∇u|2dx = 〈−∆u, u〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3) = 〈f, u〉W−1,2
0 (R3)×W 1,2

0 (R3),
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ce qui achève la démonstration. ¥

Nous allons à présent chercher des solutions de (3.16) pour des données f appar-

tenant à W−1,p
0 (R3) ∩W−1,q

0 (R3).

Proposition 3.23 Soient p et q deux réels tel que 1 < p, q < ∞. Soient r2 =

r2(p, γ) et r∗2 = r∗2(q, γ) les réels définis dans la définition 3.7. On suppose que

f ∈ W−1,p
0 (R3) ∩W−1,q

0 (R3) vérifie les conditions de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], ∀µ ∈ IP[1−3/q′]

〈f, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 〈f, µ〉
W−1,q

0 (R3)×W 1,q′
0 (R3)

= 0.
(3.53)

(i) Si 1 < p, q < 4, alors l’équation (3.16) admet une unique solution u ∈ Lr2(R3) ∩
Lr∗2 (R3), telle que ∇u ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), ∂u

∂x1
∈ W−1,p

0 (R3) ∩W−1,q
0 (R3). De plus

on a l’estimation

‖u‖Lr2(R3) + ‖u‖
Lr∗2 (R3)

+ ‖∇u‖Lp(R3) + ‖∇u‖Lq(R3)+

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,q

0 (R3)

≤ C
(
‖f‖W−1,p

0 (R3) + ‖f‖W−1,q
0 (R3)

)
.

(3.54)

(ii) Si 1 < p < 4 ≤ q < ∞, alors l’équation (3.16) admet une unique solution

u ∈ Lr2(R3) ∩ W̃ 1,q
0 (R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3), ∂u

∂x1
∈ W−1,p

0 (R3). De plus on a

‖u‖Lr2 (R3) + inf
K∈R ‖u + K‖fW 1,q

0 (R3) + ‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C
(
‖f‖W−1,p

0 (R3) + ‖f‖W−1,q
0 (R3)

)
.

(3.55)

(iii) Si 4 ≤ p, q < ∞, alors l’équation (3.16) admet une solution u ∈ W̃ 1,p
0 (R3) ∩

W̃ 1,q
0 (R3), unique à une constante additive près. De plus on a

inf
λ∈R

‖u + λ‖fW 1,p
0 (R3) + inf

µ∈R ‖u + µ‖fW 1,q
0 (R3) ≤ C

(
‖f‖W−1,p

0 (R3) + ‖f‖W−1,q
0 (R3)

)
. (3.56)

Preuve : (i) Soit f ∈ W−1,p
0 (R3) ∩W−1,q

0 (R3) satisfaisant la condition de compat-

ibilité (3.53). Alors d’après le théorème 3.16, d’une part, l’équation (3.16) admet

une unique solution u ∈ Lr2(R3), telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3),
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d’autre part, l’équation (3.16) admet une unique solution w ∈ Lr∗2 (R3), telle que

∇w ∈ Lq(R3), ∂w
∂x1

∈ W−1,q
0 (R3). D’après la proposition (3.6), la différence u − w

est donc un polynôme. Mais comme ∇u ∈ Lp(R3) et ∇w ∈ Lq(R3), un argument

d’intégration montre que nécessairement ∇u−∇w = 0. Il existe donc une constante

K telle que u = w + K. Puisque les espaces Lr2(R3) et Lr∗2 (R3) ne contiennent pas

les constantes, nous en déduisons que K = 0 et u = w. L’estimation (3.54) est une

conséquence des estimations du théorème 3.16.

ii) En utilisant à nouveau le théorème 3.16, nous avons l’existence d’une unique solu-

tion u comme précédement et d’une solution w ∈ W̃ 1,q
0 (R3), unique à une constante

additive près. En procédant comme dans (i), on montre l’existence d’une constante

K telle que u = w + K. Mais comme q ≥ 4, la constante K appartient à W̃ 1,q
0 (R3).

Ainsi, nous avons u = w + K ∈ W̃ 1,q
0 (R3).

(iii) La preuve du cas 1 ≤ p, q < ∞ est similaire aux deux cas précédents. ¥

Ce résultat achève la recherche de solutions de l’équation (3.16) dans les espaces de

Sobolev avec le poids ηα
0 . Nous nous intéressons à présent à des solutions qui appar-

tiennent à des espaces avec poids anisotropes : ηα
β . Nous allons fixer β = 1

2
et nous

supposons que la donnée f appartient à Lp
1
2
, 1
2

(R3). Nous cherchons des solutions qui

s’écrivent comme la convolution par la solution fondamentale. Rappelons pour cela

quelques estimations sur O∗f et ses dérivées successives. Le lecteur pourra se refer-

rer à [36] ou à [51]. Si p ≥ 2 et f ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3), alors on a O ∗ f ∈ ⋂
ε>0 Lp

− 1
2
−ε, 1

2

(R3),

∂O
∂xi

∗ f ∈ Lp

0, 1
2

(R3) et v.p. ( ∂2O
∂xi∂xj

∗ f) ∈ ⋂
ε>0 Lp

1
2
−ε, 1

2

(R3). Avec l’aide de (3.30), on

en déduit que ∂2

∂xi∂xj
(O ∗ f) ∈ ⋂

ε>0 Lp
1
2
−ε, 1

2

(R3) et on a l’estimation

‖O∗f‖Lp

− 1
2−ε, 12

(R3)+

∥∥∥∥
∂

∂xi

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp

0, 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(O ∗ f)

∥∥∥∥
Lp

1
2−ε, 12

(R3)

≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3).

(3.57)

A ce stade, il n’est pas encore clair queO∗f ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et ∂2

∂xi∂xj
(O∗f) ∈ Lp

1
2
, 1
2

(R3).

Pour cela, nous introduisons tout d’abord un problème auxiliaire : soit un R > 0
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un réel et g ∈ W 0,p
1
2

(B′
R), on cherche une fonction z solution de

−∆z +
∂z

∂x1

+ a0z = g dans B′
R

z = 0 sur ∂B′
R,

(3.58)

où

a0 =
2 + 2s + s2

2r(1 + s)2
. (3.59)

Rappelons que s = r − x1. Nous pouvons remarquer que

1

2r
≤ a0 ≤ 1

r
dans B′

R.

Nous introduisons le réel R∗ > 0 tel que

R∗ =
|(p/2− 1)(p/2− 2)|
p(1/2− |1/p− 1/2|) .

Lemme 3.24 Soit g ∈ W 0,p
1
2

(B′
R), avec R > R∗. Alors le problème (3.58) admet

une unique solution z ∈ W 0,p

− 1
2

(B′
R), telle que

∂2z

∂xi∂xj

∈ Lp(B′
R) ,

∂z

∂x1

∈ Lp(B′
R).

De plus, nous avons

‖z‖W 0,p

− 1
2

(B′R) +

∥∥∥∥
∂2z

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(B′R)

+

∥∥∥∥
∂z

∂x1

∥∥∥∥
Lp(B′R)

≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R). (3.60)

Preuve : On commence par introduire le problème suivant

−∆zε +
∂zε

∂x1

+ a0zε + εzε = g dans B′
R

zε = 0 sur ∂B′
R,

(3.61)

où ε > 0. Pour tout ε > 0, le problème (3.61) admet une unique solution zε ∈
W 2,p(B′

R)∩ o

W 1,p(B′
R). On peut donc multiplier la première équation de (3.61) par
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r1−p/2|zε|p−2zε et intégrer par parties. On obtient

(p− 1)

∫

B′R

r1−p/2|zε|p−2|∇zε|2dx +

∫

B′R

a0r
1−p/2|zε|pdx + ε

∫

B′R

r1−p/2|zε|pdx

=
1

p

(
1− p

2

)(
2− p

2

) ∫

B′R

r−1−p/2|zε|pdx + (
1

p
− 1

2
)

∫

B′R

|zε|p x1

r
r−p/2dx

+

∫

B′R

r1−p/2g|zε|p−2zεdx.

Il vient donc

(
1

2
−

∣∣∣∣
1

2
− 1

p

∣∣∣∣
) ∫

B′R

r−p/2|zε|pdx

≤ 1

p

∣∣∣1− p

2

∣∣∣
∣∣∣2− p

2

∣∣∣
∫

B′R

r−1−p/2|zε|pdx +

∫

B′R

r1−p/2|g||zε|p−1dx.

(3.62)

Par ailleurs, on a

1

p

∣∣∣1− p

2

∣∣∣
∣∣∣2− p

2

∣∣∣
∫

B′R

r−1−p/2|zε|pdx ≤ 1

pR

∣∣∣1− p

2

∣∣∣
∣∣∣2− p

2

∣∣∣
∫

B′R

r−p/2|zε|pdx. (3.63)

Par (3.62) et (3.63), on touve

(
1

2
−

∣∣∣∣
1

2
− 1

p

∣∣∣∣−
1

pR

∣∣∣1− p

2

∣∣∣
∣∣∣2− p

2

∣∣∣
) ∫

B′R

r−p/2|zε|pdx ≤
∫

B′R

r1−p/2|g||zε|p−1dx.

Comme R > R∗, on a

(
1

2
−

∣∣∣∣
1

2
− 1

p

∣∣∣∣−
1

pR

∣∣∣1− p

2

∣∣∣
∣∣∣2− p

2

∣∣∣
)

> 0.

Nous obtenons donc l’estimation

∫

B′R

r−p/2|zε|pdx ≤ C

∫

B′R

rp/2|g|pdx, (3.64)

où la constante C > 0 est indépendante de ε. Ceci montre que la suite (zε) est

borné dans W 0,p

− 1
2

(B′
R) qui est un espace réflexif. Nous pouvons donc en extraire une

sous-suite, que nous noterons encore (zε), qui converge faiblement vers un élément
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z de W 0,p

− 1
2

(B′
R). De plus nous avons aussi

‖z‖W 0,p

− 1
2

(B′R) ≤ lim inf ‖zε‖W 0,p

− 1
2

(B′R) ≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R).

Nous en déduisons que zε converge vers z au sens des distributions et z vérifie donc

−∆z +
∂z

∂x1

= g − a0z dans B′
R,

au sens des distributions. De plus, nous avons aussi l’estimation

‖z‖W 0,p

− 1
2

(B′R) ≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R). (3.65)

Montrons que z = 0 sur le bord ∂B′
R. D’une part, g−a0zε est borné dans W 0,p

1
2

(B′
R) et

donc borné dans Lp(B′
R). Ceci implique que ∂2zε

∂xi∂xj
est borné dans Lp(B′

R). D’autre

part, zε est aussi bornée dans W 0,p

− 1
2

(B′
R). Ainsi, si Ω′ est un ouvert borné de R3 tel

que B′
R ⊂ Ω′, nous pouvons écrire

zε ⇀ w dans W 2,p(Ω′) faible.

Puisque zε = 0 sur ∂B′
R, alors nous avons w = 0 sur ∂B′

R. De plus comme zε tend

faiblement vers z dans W 0,p

− 1
2

(B′
R), alors w = z|Ω′ et, par conséquent, z = 0 on ∂B′

R.

Il nous reste à montrer que ∂2z
∂xi∂xj

∈ Lp(B′
R) et ∂z

∂x1
∈ Lp(B′

R). D’une part, comme

zε tend vers z au sens des distributions, on en déduit immédiatement que ∂2zε

∂xi∂xj

tend vers ∂2z
∂xi∂xj

au sens des distributions. D’autre part, ( ∂2zε

∂xi∂xj
) étant borné dans

Lp(B′
R), nous pouvons en extraire une sous-suite, que nous noterons encore ( ∂2zε

∂xi∂xj
),

qui converge vers un élément y de Lp(B′
R). De plus nous avons l’estimation

‖y‖Lp(B′R) ≤ lim inf ‖ ∂2zε

∂xi∂xj

‖Lp(B′R) ≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R). (3.66)

Par conséquent, y = ∂2z
∂xi∂xj

∈ Lp(B′
R), et ∂z

∂x1
∈ Lp(B′

R). Par les estimations (3.65)

et (3.66) nous obtenons (3.60). ¥

Remarque 3.25 Soit σ est un réel tel que 0 < σ < 1
p
. Soit z ∈ W 0,p

− 1
2
−σ

(B′
R) une

solution de (3.58) pour une donnée g ∈ W 0,p
1
2

(B′
R). Alors si w ∈ W 0,p

− 1
2
−σ

(B′
R) est
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une autre solution de (3.58) pour la même donnée g, alors z = w. De plus, on a

l’estimation

∀ 0 < σ <
1

p
, ‖z‖W 0,p

− 1
2−σ

(B′R) ≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R).

Nous pouvons maintenant établir notre résultat.

Théorème 3.26 On suppose p ≥ 2 et soit f ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). Alors u = O ∗ f ∈
Lp

− 1
2
, 1
2

(R3), ∇u ∈ Lp

0, 1
2

(R3) et pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et ∂u
∂x1

∈
Lp

1
2
, 1
2

(R3). De plus, nous avons l’estimation

‖u‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) + ‖∇u‖Lp

0, 12

(R3) +

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3).

(3.67)

Preuve : Nous savons déjà que

u ∈
⋂
ε>0

Lp

− 1
2
−ε, 1

2

(R3) et ∇u ∈ Lp

0, 1
2

(R3). (3.68)

En particulier, nous avons l’estimation

‖∇u‖Lp

0, 12

(R3) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.69)

Il nous reste donc à montrer que

u ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3),
∂2u

∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et
∂u

∂x1

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3).

Introduisons la partition de l’unité suivante

ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(R3), 0 ≤ ϕ1, ϕ2 ≤ 1, ϕ1 + ϕ2 = 1 dans R3

ϕ1 = 1 dans BR, supp ϕ1 ⊂ BR+1.

Nous pouvons alors écrire

u = u1 + u2 où u1 = uϕ1 et u2 = uϕ2.
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Puisque supp u1 ⊂ BR+1, nous avons u1 ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et

‖u1‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.70)

Par ailleurs, nous pouvons constater que u2 est solution de l’équation

−∆u2 +
∂u2

∂x1

= f̃ dans R3,

où f̃ = ϕ2f +u∆ϕ1 +2∇u.∇ϕ1−u
∂ϕ1

∂x1

. La régularité de f̃ est determinée par celle

de ϕ2f , ce qui implique que f̃ ∈ Lp
1
2
, 1
2

(B′
R). Posons v = (1 + s)1/2u2, alors de (3.68)

et de la remarque 2.12, v ∈ ⋂
ε>0 W 0,p

− 1
2
−ε

(R3) et satisfait l’équation

−∆v +
∂v

∂x1

= (1+s)1/2f̃ −2∇u2∇[(1+s)1/2]−u2∆[(1+s)1/2]+u2
∂

∂x1

[
(1 + s)1/2

]
.

Maintenant un simple calcul donne

∆[(1 + s)1/2] =
2 + s

2r
(1 + s)−3/2 ,

∂

∂x1

[(1 + s)1/2] = − s

2r
(1 + s)−1/2.

Il vient donc

−u2∆[(1 + s)1/2] + u2
∂

∂x1

[(1 + s)1/2] = −a0v,

où a0 est défini par (3.59). Par conséquent la fonction v est solution du problème

(3.58) avec une donnée g = (1 + s)1/2f̃ − 2∇u2∇[(1 + s)1/2] ∈ W 0,p
1
2

(B′
R). Le lemme

3.24 nous donne l’existence d’une fonction z ∈ W 0,p

− 1
2

(R3) solution de (3.58) et satisfait

l’estimation (3.60). En posant w = v − z, alors w ∈ ⋂
ε>0 W 0,p

− 1
2
−ε

(B′
R) et satisfait

−∆w +
∂w

∂x1

+ a0w = 0 dans B′
R et w = 0 sur ∂BR.

La remarque 3.25 nous montre que w = 0 ce qui implique que v ∈ W 0,p

− 1
2

(B′
R) et

‖v‖W 0,p

− 1
2

(B′R) ≤ C‖g‖W 0,p
1
2

(B′R) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3).
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Par consequent, u2 ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et

‖u2‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.71)

Cela montre que u ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et les estimations (3.70), (3.71) nous donnent

‖u‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.72)

Maintenant, en multipliant l’équation (3.16) par ϕ2η
1
2
1
2

, on obtient

−∆(η
1/2
1/2u2) +

∂

∂x1

(η
1/2
1/2u2) = F,

où F = ϕ2η
1/2
1/2f − u∆(ϕ2η

1/2
1/2) − 2∇u.∇(ϕ2η

1/2
1/2) + u

∂

∂x1

(ϕ2η
1/2
1/2), alors par (2.25),

(2.26) et la remarque 2.12, on a F ∈ Lp(R3). Ainsi la proposition 3.9 nous donne

l’existence d’une fonction w telle que ∂2w
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂w
∂x1

∈ Lp(R3), solution de

−∆w +
∂w

∂x1

= −∆(η
1/2
1/2u2) +

∂

∂x1

(η
1/2
1/2u2).

De plus on a

∥∥∥∥
∂2w

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C‖F‖Lp(R3) ≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.73)

On pose z = ∂2w
∂xi∂xj

− ∂2

∂xi∂xj
(η

1/2
1/2u2) et comme ∂2u2

∂xi∂xj
∈ ⋂

ε>0 Lp
1
2
−ε, 1

2

(R3), alors z ∈
⋂

ε>0 W 0,p
−ε (R3) et satisfait

−∆z +
∂z

∂x1

= 0 dans R3.

D’après la proposition 3.6, ceci entrâıne que z = 0 et

∂2w

∂xi∂xj

=
∂2

∂xi∂xj

(η
1/2
1/2u2) ∈ Lp(R3).
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On obtient donc
∂2u2

∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3).

Par ailleurs, il est facile de vérifier que

∂2u1

∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3).

Ainsi, en conclusion, on a

∂2u

∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et
∂u

∂x1

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3),

avec l’estimation

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

≤ C‖f‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.74)

Des estimations (3.69), (3.72), (3.74) on trouve (3.67). ¥

Nous pouvons à présent établir un résultat d’existence pour des données moins

régulière dans des espaces de Sobolev avec poids anisotropiques.

Théorème 3.27 On suppose p > 3 et soit f ∈ Y −1,p
1
2
, 1
2

(R3). Alors l’équation (3.16)

admet une unique solution u ∈ Lp

0, 1
2

(R3) telle que ∇u ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et ∂u
∂x1

∈ Y −1,p
1
2
, 1
2

(R3).

De plus on a l’estimation

‖u‖Lp

0, 12

(R3) + ‖∇u‖Lp
1
2 , 12

(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Y −1,p

1
2 , 12

(R3)

≤ C‖f‖Y −1,p
1
2 , 12

(R3). (3.75)

Preuve : Comme f ∈ Y −1,p
1
2
, 1
2

(R3) et p > 3, d’après la remarque 2.29, on peut écrire

f = div F,

où F ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). Ainsi, pour chaque ` = 1, 2, 3, il existe une unique fonction

v` ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) telle que ∇v` ∈ Lp

0, 1
2

(R3), ∂2v
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂v`

∂x1
∈ Lp

1
2
, 1
2

(R3),
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solution de

−∆v` +
∂v`

∂x1

= F`.

De plus nous avons l’estimation

‖v`‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) + ‖∇v`‖Lp

0, 12

(R3) +

∥∥∥∥
∂2v`

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂v`

∂x1

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

≤ C‖F`‖Lp
1
2 , 12

(R3).

(3.76)

Soit maintenant u = div v, alors u ∈ Lp

0, 1
2

(R3) avec ∇u ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) est l’unique

solution of (3.16). De plus, de l’estimation (3.76), nous obtenons

‖u‖Lp

0, 12

(R3) + ‖∇u‖Lp
1
2 , 12

(R3) ≤ C‖F‖Lp
1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f‖Y −1,p
1
2 , 12

(R3). (3.77)

Comme ∇u ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3), alors ∂2u
∂xi∂xj

appartient à Y −1,p
1
2
, 1
2

(R3) et par conséquent ∆u ∈
Y −1,p

1
2
, 1
2

(R3). Nous en déduisons que ∂u
∂x1

∈ Y −1,p
1
2
, 1
2

(R3) avec

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Y −1,p

1
2 , 12

(R3)

≤ C‖f‖Y −1,p
1
2 , 12

(R3). (3.78)

Des estimations (3.77) et (3.78), on ontient (3.75). ¥

3.3.3 Un résultat de régularité

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si la donnée f est plus régulière que

dans le théorème 3.16, il en est de même de la solution de l’équation (3.16).

Théorème 3.28 soient p et q deux réels tels que 1 < q < ∞, p > 3
2

et 1
q

= 1
p

+ 1
3
.

Soient r2 = r2(p, γ) et r∗2 = r∗2(q, γ) les réels définis dans la définition 3.7. Alors pour

toute fonction f ∈ W 0,p
1 (R3) ∩W−1,q

0 (R3) satisfaisant la condition de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/q′], 〈f , λ〉
W−1,q

0 (R3)×W1,q′
0 (R3)

= 0, (3.79)

l’unique solution u donnée par la proposition 3.23 satisfait,

∀i, j = 1, 2, 3,
∂2u

∂xi∂xj

∈ W 0,p
1 (R3) ,

∂u

∂x1

∈ W 0,p
1 (R3),
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avec les propriétés suivantes :

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
W 0,p

1 (R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W 0,p

1 (R3)

≤ C
(
‖f‖W 0,p

1 (R3) + ‖f‖W−1,q
0 (R3)

)
. (3.80)

1) Si 1 < q < p < 4, alors u ∈ Lr2(R3) ∩ Lr∗2 (R3), ∇u ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3) et
∂u
∂x1

∈ W−1,q
0 (R3).

2) Si 1 < q < 4 ≤ p < ∞, alors u ∈ Lr∗2 (R3) ∩ W 1,p
0 (R3), ∇u ∈ Lq(R3) et

∂u
∂x1

∈ W−1,q
0 (R3).

Preuve : Remarquons tout d’abord que 1 < q < 3 et

IP[1−3/p′] = IP[1−3/q] = {0}.

Soit maintenant f ∈ W 0,p
1 (R3) ∩W−1,q

0 (R3) satisfaisant (3.79). Alors d’après (2.3),

nous avons

f ∈ W−1,p
0 (R3) ∩W−1,q

0 (R3).

Nous allons à présent utiliser la proposition 3.23.

1) Si 1 < q < p < 4, alors l’équation (3.16) admet une unique solution u ∈ Lr2(R3)∩
Lr∗2 (R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), ∂u

∂x1
∈ W−1,p

0 (R3) ∩W−1,q
0 (R3) satisfaisant

aussi (3.53). Il nous faut maintenant montrer que, pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈
W 0,p

1 (R3). Supposons d’abord p 6= 3. Pour tout i = 1, 2, 3, nous avons

−∆

(
ρ

∂u

∂xi

)
+

∂

∂x1

(
ρ

∂u

∂xi

)
= ρ

∂f

∂xi

−∆ρ
∂u

∂xi

− 2∇ρ∇
(

∂u

∂xi

)
+

∂ρ

∂x1

∂u

∂xi

.

En utilisant (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5), les termes ρ ∂f
∂xi

, ∆ρ ∂u
∂xi

et ∇ρ∇( ∂u
∂xi

) apparti-

ennent à W−1,p
0 (R3). Il reste à montrer que ∂ρ

∂x1

∂u
∂xi

∈ W−1,p
0 (R3). Mais comme ∇u ∈

Lq(R3) et p > 3
2
, alors d’après la définition de q, grâce à (2.15), ∂u

∂xi
∈ W−1,p

0 (R3). Il

vient alors que

−∆

(
ρ

∂u

∂xi

)
+

∂

∂x1

(
ρ

∂u

∂xi

)
∈ W−1,p

0 (R3).
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Ainsi d’après le théorème 3.16 i), pour chaque i = 1, 2, 3, il existe une fonction

vi ∈ Lr2(R3) telle que ∇vi ∈ Lp(R3) et ∂vi

∂x1
∈ W−1,p

0 (R3) est solution de

−∆vi +
∂vi

∂x1

= −∆

(
ρ

∂u

∂xi

)
+

∂

∂x1

(
ρ

∂u

∂xi

)
,

et vérifie l’estimation

‖vi‖Lr2 (R3) + ‖∇vi‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂vi

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C

∥∥∥∥−∆(ρ
∂u

∂xi

) +
∂

∂x1

(ρ
∂u

∂xi

)

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C‖f‖W−1,p
0 (R3).

(3.81)

Par la définition de r2, nous avons en particulier vi ∈ W̃ 1,p
0 (R3). Par (2.2) et comme

p 6= 3, vi ∈ W̃ 1,p
0 (R3) ⊂ W 0,p

−1 (R3). La proposition 3.6 nous donne alors ρ ∂u
∂xi

− vi ∈
IP[1−3/p]. D’où ρ ∂u

∂xi
∈ W 1,p

0 (R3), ce qui entrâıne que ∂2u
∂xi∂xj

∈ W 0,p
1 (R3) et par

conséquent ∂u
∂x1

∈ W 0,p
1 (R3). Des estimations (3.53), (3.81) et (3.16), nous obtenons

(3.80).

Si p = 3, la preuve reste valable en remplaçant le poids ρ dans les espaces W 0,p
−1 (R3)

et W 0,p′
1 (R3) est remplacé par le poids ρ ln(1 + ρ).

2) Pour le cas 1 < q < 4 ≤ p < ∞, nous procédons de la même manière. ¥

Remarque 3.29 (i) Remarquons que W 0,p
1 (R3) ⊂ Lp

1
2
, 1
2

(R3). Par conséquent si

p ≥ 2, la solution donnée par le théorème précédent vérifie u ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et

∇u ∈ Lp

0, 1
2

(R3).

(ii) La question de la régularité pour une donnée f appartenant simplement à

W 0,p
1 (R3) est ouverte.

3.4 Le problème d’Oseen dans R3

Nous considérons maintenant le problème non homogène d’Oseen :
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−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f dans R3,

div u = g dans R3.

(3.82)

Nous ajoutons à ce système la condition à l’infini

lim
|x|→∞

u(x) = u∞,

où u∞ est un vecteur constant de R3.

3.4.1 Unicité de la solution

Considérons tout d’abord une solution (u, π) qui appartient à S ′(R3)×S ′(R3) et qui

correspond à des données f = 0 et g = 0. En prenant la divergence de la première

équation de (3.82), nous obtenons ∆π = 0. Cela entrâıne que π est un polynôme

harmonique (voir [53]). Par ailleurs, nous pouvons écrire

∆

(
−∆u +

∂u

∂x1

)
= −∆(∇π) = 0. (3.83)

Cela implique que, pour tout j = 1, 2, 3, −∆uj +
∂uj

∂x1
est un polynôme harmonique.

La transformée de Fourier appliquée à (3.83) nous permet d’obtenir

∀j = 1, 2, 3, 2π|ξ|4ûj(ξ) + i|ξ|2ξ1ûj(ξ) = 0.

En posant ûj(ξ) = vj(ξ) + iwj(ξ), il vient,

{
2π|ξ|4vj(ξ)− |ξ|2ξ1wj(ξ) = 0

|ξ|2ξ1vj(ξ) + 2π|ξ|4wj(ξ) = 0.

Le déterminant du système est 4π2|ξ|8 + |ξ|4ξ2
1 . Ainsi, pour ξ 6= 0, le support de ûj

est inclus dans {0}. Nous en déduisons que uj est un polynôme . Nous avons donc

prouvé la proposition suivante
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Proposition 3.30 Si (u, π) ∈ S ′(R3)×S ′(R3) est une solution du problème (3.82),

correspondant à f = g = 0, alors u et π sont des polynômes .

Dans la suite, nous aurons besoin de l’espace des polynômes suivant

N k =

{
(λ, µ) ∈ IPk × IP∆

k−1,−∆λ +
∂λ

∂x1

+∇µ = 0, div λ = 0

}
.

Remarquons que

N 0 = R3 × {0} et N 1 = S1 × R.

Nous rappelons que S1 est l’espace des polynômes de IP1 indépendante de x1.

3.4.2 Résultats d’existence

Rappelons deux résultats sur le problème (3.82). Le premier concerne des données

régulières, (f , g) ∈ C∞(R3) × C∞(R3). Le problème possède alors une solution

(u, π) ∈ C∞(R3)× C∞(R3) que l’on peut écrire explicitement

ui = Oij ∗ fj + Pi ∗ g,

π = Pj ∗ fj + g − ∂

∂x1

(E ∗ g) = Pj ∗ fj + g − P1 ∗ g.
(3.84)

Le second résultat concerne des données (f , g) ∈ Lp(R3) ×W 1,p(R3). Dans ce cas,

le problème (3.82) possède une solution (u, π) ∈ Lp
loc(R3)× Lp

loc(R3) telle que, pour

tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3), ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) et ∇π ∈ Lp(R3). De plus, nous

avons les propriétés suivantes :

(i) Il existe une constante C > 0 telle que

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

+ ‖∇π‖Lp(R3) ≤ C(‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖W 1,p(R3)).

(ii) Si 1 < p < 4, il existe une constante C > 0 telle que

‖∇u‖Lr2(R3) ≤ C(‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖W 1,p(R3)).
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3.4. Le problème d’Oseen dans R3

où r2 est le réel donné dans la définition 3.7.

(iii) Si 1 < p < 2, il existe une constante C > 0 telle

‖u‖Lr1(R3) ≤ C(‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖W 1,p(R3)).

où r1 est le réel donné dans la définition 3.7.

On peut trouver une preuve de ce résultat dans [23] et [22]. Le cas particulier où

r1 = 2p
2−p

et r2 = 4p
4−p

est aussi démontré dans [27]. Nous allons améliorer le résultat

d’existence précédent en supposant que la donnée g appartient à un espace contenant

W 1,p(R3).

Théorème 3.31 Soient r1 et r2 les réels donnés dans la définition 3.7. Soit (f , g) ∈
Lp(R3)× W̃ 1,p

0 (R3).

(i) Si 1 < p < 2, alors le problème (3.82) possède une solution unique (u, π) ∈
Lr1(R3)×W 1,p

0 (R3) telle que ∇u ∈ Lr2(R3), pour tout i, j = 1, 2, 3 ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3)

et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). De plus, nous avons

‖u‖Lr1 (R3) + ‖∇u‖Lr2(R3) +

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

+ ‖π‖W 1,p
0 (R3)

≤ C
(
‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖fW 1,p

0 (R3)

)
.

(3.85)

(ii) Si 2 ≤ p < 3, alors (3.82) possède une solution (u, π) ∈W 1,r2

0 (R3)×W 1,p
0 (R3),

unique à un élément de N 0 près, telle que pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3)

et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) vérifiant aussi

inf
K∈R3

‖u + K‖W 1,r
0 (R3) +

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

+ ‖π‖W 1,p
0 (R3)

≤ C
(
‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖fW 1,p

0 (R3)

)
.

(3.86)

(iii) Si p ≥ 3, alors (3.82) possède une solution (u, π) ∈ W 2,p
0 (R3) × W 1,p

0 (R3),
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unique à un élément de N 1 près, telle que ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). De plus, nous avons

inf
(�,µ)∈N 1

(
‖u + λ‖W 2,p

0 (R3) + ‖π + µ‖W 1,p
0 (R3)

)
+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C
(
‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖fW 1,p

0 (R3)

)
.

(3.87)

Preuve : Rappelons que si (u, π) ∈ S ′(R3)× S ′(R3) est une solution du problème

d’Oseen (3.82) avec des données nulles, alors u et π sont des polynômes . Dans

un premier temps, nous allons montrer l’existence de la pression. Soit (f , g) ∈
Lp(R3)× W̃ 1,p

0 (R3), nous avons alors

div f + ∆g − ∂g

∂x1

∈ W−1,p
0 (R3).

De plus, pour tout polynôme µ ∈ IP[1−3/p′] ⊂ W̃1,p′
0 (R3)

〈div f + ∆g − ∂g

∂x1

, µ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= −〈f ,∇µ〉Lp(R3)×Lp′ (R3) + 〈g, ∆µ〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

+

+ 〈g,
∂µ

∂x1

〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

= 0.

Nous en déduisons que div f +∆g− ∂g
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3)⊥IP[1−3/p′]. Par ailleurs, d’après

le théorème 9.5 de [6], l’opérateur de Laplace suivant est un isomorphisme

∆ : W 1,p
0 (R3)/IP[1− 3

p
] → W−1,p

0 (R3)⊥IP[1− 3
p′ ]

.

Ainsi, il existe une fonction π ∈ W 1,p
0 (R3) telle que

∆π = div f + ∆g − ∂g

∂x1

et satisfaisant l’estimation

inf
µ∈IP[1−3/p]

‖π + µ‖W 1,p
0 (R3) ≤ C

∥∥∥∥div f + ∆g − ∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C
(
‖f ‖Lp(R3) + ‖g‖fW 1,p

0 (R3)

)
.

(3.88)
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Il est alors facile de voir que f −∇π appartient à Lp(R3). Nous allons maintenant

appliquer le théorème 3.16 pour montrer l’existence de la vitesse u. Nous avons,

pour cela, trois cas à considérer.

(i) Si 1 < p < 2, alors il existe un unique vecteur u ∈ Lr1(R3), telle que ∇u ∈
Lr2(R3), et pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(R3) et ∂u

∂x1
∈ Lp(R3). De plus

−∆u +
∂u

∂x1

= f −∇π (3.89)

et

‖u‖Lr1 (R3) + ‖∇u‖Lr2 (R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp(R3)

≤ C
(‖f ‖Lp(R3) + ‖∇π‖Lp(R3)

)

≤ C‖f ‖Lp(R3).

(3.90)

Les estimations (3.88) et (3.90) nous donnent l’estimation (3.85). Il nous reste

à prouver que div u = g. Remarquons que div u appartient à Lr2(R3) et que

1 < p < 2. Alors d’après la définition 3.7 et la remarque 3.8, div u appartient

en particulier à L
3p

3−p (R3). Par ailleurs, la propriété (2.13) nous fournit l’injection

continue W̃ 1,p
0 (R3) ⊂ L

3p
3−p (R3). Par conséquent la fonction g appartient aussi à

L
3p

3−p (R3). Alors div u− g ∈ L
3p

3−p (R3) et vérifie

−∆(div u− g) +
∂(div u− g)

∂x1

= 0. (3.91)

D’après la proposition 3.6, div u− g est un polynôme de L
3p

3−p (R3), c’est-à-dire que

div u = g.

(ii) Si 2 ≤ p < 3, alors il existe un vecteur u ∈ W 1,r2

0 (R3) telle que pour tout

i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) et vérifie (3.89). Les mêmes arguments

que précédemment sont utilisés ensuite pour prouver que div u = g.

(iii) si p ≥ 3, alors en utilisant la remarque 3.10, il existe un vecteur u ∈ W 2,p
0 (R3)

telle que ∂u
∂x1

∈ Lp(R3) satisfaisant (3.89). Il vient que div u− g ∈ W 1,p
0 (R3) vérifie

(3.91). Par conséquent, div u− g est un polynôme de W 1,p
0 (R3). Comme p ≥ 3, cela

entrâıne que div u− g = K ∈ R. En posant λ = (0, 1
2
Kx2,

1
2
Kx3), nous constatons
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que λ ∈ S1 ⊂W 2,p
0 (R3) et nous pouvons écrire

K = div λ.

Ainsi, div (u− λ) = g et nous en déduisons que (u− λ, π) ∈W 2,p
0 (R3)×W 1,p

0 (R3)

est une solution de (3.82). ¥

Remarque 3.32 1) Si 1 < p < 3 et (f , g) ∈ Lp(R3) × W̃ 1,p
0 (R3), alors d’après le

théorème précédent, la solution (u, π) du problème d’Oseen satisfait, ∇u ∈ Lr2(R3),
∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(R3) et π ∈ W 1,p

0 . La définition 3.7 et la remarque 3.8 montrent,

qu’en particulier, ∇u ∈ L
3p

3−p (R3). Ainsi grâce à la caractérisation (2.14), nous

en déduisons que ∇u ∈W 1,p
0 (R3). La remarque 3.4 entrâıne alors que

lim
|x|→∞

∇u(x) = 0 et lim
|x|→∞

π(x) = 0,

au sense de la définition 3.3.

2) Si 3 ≤ p < 4 et si, dans le théorème précédent, nous supposons de plus g = 0

ou g appartient à Lr2(R3), alors le problème (3.82) possède une solution (u, π) ∈
W 1,r2

0 (R3) × W 1,p
0 (R3), unique à un vecteur constant près de R3 × R, satisfaisant

pour tout i, j = 1, 2, 3, ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ Lp(R3). Par le lemme 3.5, nous en

déduisons que ∇u est continue et

lim
|x|→∞

∇u(x) = 0.

Nous nous intéressons maintenant à des solutions (u, π) qui appartiennent à l’espace

W̃ 1,p
0 (R3)× Lp(R3). Nous avons tout d’abord besoin d’un résultat qui est une con-

dition nécessaire pour prouver l’existence d’une telle solution.

Lemme 3.33 Pour tout (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (R3) × Lp(R3) et pour tout λ ∈ W̃
1,p′

0 (R3),

nous avons

〈−∆u +
∂u

∂x1

+∇π, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 〈u,−∆λ− ∂λ

∂x1

〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

−〈π, div λ〉Lp(R3)×Lp′ (R3).

(3.92)
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En particulier, si λ ∈ IP[1−3/p′], nous avons

〈−∆u +
∂u

∂x1

+∇π, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 0.

Preuve : Comme (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (R3) × Lp(R3) nous avons −∆u + ∂u
∂x1

+ ∇π ∈
W −1,p

0 (R3). D’où pour tout λ ∈W 1,p′
0 (R3), nous obtenons

〈−∆u +∇π, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 〈u,−∆λ〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

− 〈π, div λ〉Lp(R3)×Lp′ (R3).

Maintenant, la densité de D(R3) dans W̃
1,p

0 (R3), fournit l’existence d’une suite

(uk)k∈N ∈ D(R3) qui converge vers u dans W̃
1,p

0 (R3). Par conséquent, uk converge

vers u dans W 1,p
0 (R3) et ∂uk

∂x1
converge vers ∂u

∂x1
dans W −1,p

0 (R3). Ainsi, pour tout

λ ∈ W̃
1,p′

0 (R3), nous avons

〈 ∂u

∂x1

, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= lim
k→+∞

〈∂uk

∂x1

,λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= − lim
k→+∞

〈uk,
∂λ

∂x1

〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

= −〈u,
∂λ

∂x1

〉
W 1,p

0 (R3)×W−1,p′
0 (R3)

.

De plus, pour tout (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (R3) × Lp(R3) et pour tout λ ∈ W̃
1,p′

0 (R3), nous

obtenons (3.92). Comme les polynômes de IP[1−3/p′] sont au plus des constantes,

(3.92) entrâıne que

〈−∆u +
∂u

∂x1

+∇π, λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 0. ¥

Théorème 3.34 Soit r2 le réel donné dans définition 3.7. Soit f ∈ W −1,p
0 (R3)

satisfaisant la condition de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], 〈f ,λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 0. (3.93)
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Soit g ∈ Lp(R3), telle que ∂g
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3), satisfaisant

∀λ ∈ IP[2−3/p′], 〈 ∂g

∂x1

, λ〉
W−2,p

0 (R3)×W2,p′
0 (R3)

= 0. (3.94)

(i) Si 1 < p < 4, alors le problème d’Oseen (3.82) admet une solution unique

(u, π) ∈ Lr2(R3) × Lp(R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈ W −1,p
0 (R3). De plus,

nous avons

‖u‖Lr2(R3) + ‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

+ ‖π‖Lp(R3)

≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖g‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

)
.

(3.95)

(ii) Si p ≥ 4, alors le problème (3.82) admet une solution (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (R3) ×
Lp(R3), unique à un élément de N 0 près. De plus, nous avons

inf
K∈R3

‖u + K‖fW 1,p

0 (R3)
+ ‖π‖Lp(R3)

≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖g‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

)
.

(3.96)

Preuve : Le principe de la preuve est le même que pour le théorème 3.31. Soient

f ∈ W −1,p
0 (R3) et g ∈ Lp(R3) telle que ∂g

∂x1
∈ W−2,p

0 (R3). Alors, par (2.3), (3.93) et

(3.94), nous pouvons observer que

div f + ∆g − ∂g

∂x1

∈ W−2,p
0 (R3)⊥IP[2−3/p′].

Par ailleurs, d’après le théorème 9.6 de [6], l’opérateur de Laplace suivant est un

isomorphisme

∆ : W 2,p
0 (R3)/IP[2− 3

p
] → Lp(R3).

Par dualité et transposition, nous obtenons l’isomorphisme suivant

∆ : Lp′(R3) → W−2,p′
0 (R3)⊥IP[2− 3

p
]. (3.97)
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Ainsi, il existe une unique fonction π ∈ Lp(R3), telle que,

∆π = div f + ∆g − ∂g

∂x1

,

et vérifiant l’estimation

‖π‖Lp(R3) ≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖g‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

)
.

Ainsi f −∇π appartient à ∈W −1,p
0 (R3)⊥IP[1−3/p′] et nous avons deux cas.

(i) Si 1 < p < 4, alors le théorème 3.16 i) fournit l’existence de u ∈ Lr(R3), telle

que ∇u ∈ Lp(R3) et ∂u
∂x1

∈W −1,p
0 (R3), satisfaisant (3.89) et l’estimation

‖u‖Lr2 (R3) + ‖∇u‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (R3)

≤ C
(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖∇π‖W−1,p
0 (R3)

)

≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖g‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

)
.

Il est alors facile de voir que div u − g ∈ Lp(R3) vérifie (3.91). La proposition 3.6

montre que div u = g.

(ii) Si p ≥ 4, alors, d’après le théorème 3.16 ii), il existe u ∈ W̃
1,p

0 (R3) satisfaisant

(3.89) et vérifiant

inf
K∈R3

‖u + K‖fW 1,p

0 (R3)
≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (R3) + ‖g‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

)
.

Remarque 3.35 Dans ce théorème , l’hypothèse sur la donnée g est plus faible que

celle du théorème 4.2 p 388 de [27] qui est, pour n = 3, g ∈ Lp(R3) ∩ D−1,p
0 (R3).

Comme pour p > 3/2 les espaces D−1,p
0 (R3) et W−1,p

0 (R3) cöıncident, cela signifie

donc g ∈ Lp(R3) ∩W−1,p
0 (R3).

Remarque 3.36 1) Si 1 < p < 3, alors, d’après le définition de r2 et la car-

actérisation (2.14), le champs de vitesses u appartient en particulier à W̃
1,p

0 (R3).
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Ainsi, la remarque 3.4 nous montre que

lim
|x|→∞

u(x) = 0

au sens de la définition 3.3. En particulier, pour tout vecteur constant u∞, le

couple (v = u + u∞, π) est l’unique solution de (3.82) vérifiant ∂v
∂xi

∈ Lp(R3), ∂v
∂x1

∈
W −1,p

0 (R3), π ∈ Lp(R3) et

lim
|x|→∞

v(x) = u∞

au sens de la définition 3.3.

2) Si 3 < p < 4, alors d’après le lemme 3.5, la vitesse u est continue sur R3 et

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Remarque 3.37 La remarque précédente et la proposition 2.2 montrent que finale-

ment si 1 < p < 4, la vitesse u appartient à Lr2(R3) ∩ W̃
1,p

0 (R3).

Nous allons maintenant montrer que certaines solutions trouvées dans le théorème

3.34 ont une expression explicite. Observons que si (f , g) ∈ D(R3) × D(R3) et

fj = div Fj, alors (3.82) admet une solution (u, π) ∈ C∞(R3) × C∞(R3) qui peut

s’écrire explicitement,

ui =
∂Oij

∂xk

∗ Fjk +
∂

∂xi

(E ∗ g),

π =
∂Pj

∂xk

∗ Fjk + g − P1 ∗ g + cjkFjk

=
∂2

∂xj∂xk

(E ∗ Fjk) + g − ∂

∂x1

(E ∗ g) + cjkFjk,

(3.98)

où cjk sont des réels.

Proposition 3.38 Supposons que 1 < p ≤ 2 et soit (f , g) ∈ W −1,p
0 (R3) × Lp(R3)

satisfaisant ∂g
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3). Nous supposons, de plus que les conditions de com-

patibilités (3.93) et (3.94) sont satisfaites. Alors le couple (u, π) défini par (3.98)

est un élémént de ∈ Lr2(R3)× Lp(R3) satisfaisant ∇u ∈ Lp(R3), ∂u
∂x1

∈W −1,p
0 (R3).
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Preuve : Puisque f ∈ W −1,p
0 (R3) satisfait (3.93), alors grâce à l’isomorphisme

(2.10), pour tout j = 1, 2, 3, il existe un vecteur Fj ∈ Lp(R3) telle que

fj = div Fj.

Ainsi, en utilisant un résultat prouvé dans [4], pour tout j, k = 1, 2, 3, nous avons

E ∗ Fjk ∈ W 2,p
0 (R3). Ceci entrâıne que ∂2

∂xj∂xk
(E ∗ Fjk) ∈ Lp(R3). Montrons que

∂
∂x1

(E ∗ g) ∈ Lp(R3). Pour tout ϕ ∈ D(R3), nous avons

∣∣∣∣〈
∂

∂x1

(E ∗ g), ϕ〉D′(R3)×D(R3)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈E ∗ g,
∂ϕ

∂x1

〉D′(R3)×D(R3)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣〈g,
∂

∂x1

(E ∗ ϕ)〉Lp(R3)×Lp′ (R3)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣〈
∂g

∂x1

, E ∗ ϕ〉
W−2,p

0 (R3)×W 2,p′
0 (R3)

∣∣∣∣ .

La condition de compatibilité (3.94) nous permet d’écrire

∣∣∣∣〈
∂g

∂x1

, E ∗ ϕ〉
W−2,p

0 (R3)×W 2,p′
0 (R3)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈
∂g

∂x1

, E ∗ ϕ + λ〉
W−2,p

0 (R3)×W 2,p′
0 (R3)

∣∣∣∣ .

Il vient alors

∣∣∣∣〈
∂

∂x1

(E ∗ g), ϕ〉D′(R3)×D(R3)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥

∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

inf
λ∈IP[2−3/p′]

‖E ∗ ϕ + λ‖
W 2,p′

0 (R3)
.

Dans [4], il est prouvé que

inf
λ∈IP[2−3/p′]

‖E ∗ ϕ‖
W 2,p′

0 (R3)
≤ C‖ϕ‖Lp′ (R3).

Nous en déduisons alors que

∥∥∥∥
∂

∂x1

(E ∗ g)

∥∥∥∥
Lp

≤ C

∥∥∥∥
∂g

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

.

La fonction π donnée dans l’expression (3.98) est donc bien définie et appartient à

Lp(R3). Occupons nous maintenant de l’expression de u. Puisque g ∈ Lp(R3), alors
∂

∂xi
(E ∗ g) ∈ W 1,p

0 (R3) ⊂ W 0,p
−1 (R3). Par ailleurs, pour tout j, k = 1, 2, 3, nous avons

106



3.4. Le problème d’Oseen dans R3

Fjk ∈ Lp(R3) ⊂ ⋂
ε>0 Lp

−ε,ε(R3). Utilisant un résultat prouvé dans [36] pour le cas

1 < p < 2 et dans [20] pour le cas p = 2, nous avons
∂Oij

∂xk
∗ Fjk ∈

⋂
ε>0 Lp

− 1
2
−ε,ε

(R3).

En particulier,
∂Oij

∂xk
∗Fjk appartient à W 0,p

−1 (R3). Nous en déduisons que le vecteur u

donné dans (3.98) est bien défini et appartient à W 0,p
−1 (R3). Le résultat d’existence et

d’unicité donné par le théorème 3.34 i) nous montre que u ∈ Lr2(R3), ∇u ∈ Lp(R3)

et ∂u
∂x1

∈W −1,p
0 (R3). ¥

La prochaine proposition sera utile pour établir un résultat de régularité. Elle nous

servira aussi pour l’étude du problème d’Oseen dans un domaine extérieur (voir

Chapitre 5).

Proposition 3.39 Soient p et q deux réels tel que 1 < p, q < ∞. Soient r2 =

r2(p, γ) et r∗2 = r∗2(q, γ) les réels définis dans la définition 3.7. On suppose g = 0 et

f ∈W −1,p
0 (R3) ∩W −1,q

0 (R3) vérifiant les conditions de compatibilité

∀λ ∈ IP[1−3/p′], ∀µ ∈ IP[1−3/q′]

〈f ,λ〉
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 〈f , µ〉
W−1,q

0 (R3)×W 1,q′
0 (R3)

= 0.
(3.99)

(i) Si 1 < p, q < 4, alors le problème (3.82) admet une unique solution (u, π) ∈
(Lr2(R3) ∩ Lr∗2 (R3)) × (Lp(R3) ∩ Lq(R3)), telle que ∇u ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), ∂u

∂x1
∈

W −1,p
0 (R3) ∩W −1,q

0 (R3).

(ii) Si 1 < p < 4 ≤ q < ∞, alors le problème (3.82) admet une unique solu-

tion (u, π) ∈ (Lr2(R3) ∩ W̃
1,q

0 (R3)) × (Lp(R3) ∩ Lq(R3)) telle que ∇u ∈ Lp(R3),
∂u
∂x1

∈W −1,p
0 (R3).

(iii) Si 4 ≤ p, q < ∞, alors le problème (3.82) admet une solution (u, π) ∈ (W̃
1,p

0 (R3)∩
W̃

1,q

0 (R3))× (Lp(R3) ∩ Lq(R3)), unique à un élément de N 0 près.

Preuve : Les idées de la preuve sont les mêmes que celles des preuves des théorèmes

3.31 et 3.34. Si f appartient à W −1,p
0 (R3) ∩W −1,q

0 (R3) alors div f ∈ W−2,p
0 (R3) ∩

W−2,q
0 (R3). Par (3.99), pour tout λ ∈ IP[2−3/p′] et pour tout µ ∈ IP[2−3/q′] nous avons

〈div f , λ〉
W−2,p

0 (R3)×W 2,p′
0 (R3)

= 〈div f , µ〉
W−2,q

0 (R3)×W 2,q′
0 (R3)

= 0.
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L’isomorphisme de l’opérateur de Laplace (3.97), nous donne l’existence d’une unique

fonction π ∈ Lp(R3) et d’une unique fonction ψ ∈ Lq(R3) telles que

∆π = ∆ψ = div f .

La fonction π − ψ étant harmonique est donc un polynôme. Mais le fait que π ∈
Lp(R3) et ψ ∈ Lq(R3) entrâıne que π = ψ et, par conséquent, π ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3).

Ainsi f −∇π ∈W −1,p
0 (R3) ∩W −1,q

0 (R3) et satisfait

∀λ ∈ IP[1−3/p′], ∀µ ∈ IP[1−3/q′],

〈f −∇π, λ >
W−1,p

0 (R3)×W 1,p′
0 (R3)

= 〈f −∇π, µ >
W−1,q

0 (R3)×W 1,q′
0 (R3)

= 0.

Nous allons à présent utiliser la proposition 3.23 et nous avons pour cela trois cas.

(i) Si 1 < q < p < 4, alors il existe un unique u ∈ Lr2 ∩ Lr∗2 (R3), tel que ∇u ∈
Lp(R3) ∩ Lq(R3), ∂u

∂x1
∈W −1,p

0 (R3) ∩W −1,q
0 (R3) vérifiant

−∆u +
∂u

∂x1

= f −∇π. (3.100)

(ii) Si 1 < q < 4 ≤ p < ∞, il existe un unique u ∈ Lr∗2 (R3) ∩ W̃
1,p

0 (R3) tel que
∂u
∂x1

∈ Lq(R3) et ∂u
∂x1

∈W −1,q
0 (R3) vérifiant (3.100).

(iii) 4 ≤ p, q < ∞, alors il existe u ∈ W̃
1,p

0 (R3) ∩ W̃
1,q

0 (R3), unique à un vecteur

K ∈ R3 près, solution de (3.100).

Maintenant, dans tous les cas, div u ∈ Lp(R3) vérifie

−∆(div u) +
∂(div u)

∂x1

= 0 dans R3.

D’où div u est un polynôme de Lp(R3), c’est-à-dire div u = 0. ¥

Remarque 3.40 Si nous supposons g 6= 0, la proposition précédente reste vraie en

prenant g ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), telle que ∂g
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3) ∩W−2,q

0 (R3) et satisfaisant
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les conditions de compatibilité

∀λ ∈ IP[2−3/q′], 〈 ∂g

∂x1

, λ〉
W−2,q

0 (R3)×W2,q′
0 (R3)

= 0,

∀λ ∈ IP[2−3/p′], 〈 ∂g

∂x1

, λ〉
W−2,p

0 (R3)×W2,p′
0 (R3)

= 0.

Nous abordons maintenant la résolution du problème d’Oseen dans des espaces

de Sobolev avec poids anisotropes. Comme nous ne disposons pas d’une famille

complète d’isomorphismes de l’opérateur laplacien dans des espaces avec poids

anisotropes, nous recherchons des solutions explicites. Rappelons pour cela quelques

résultats sur la solution fondamentale. On suppose p > 2 et f ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). Alors

pour tout ` = 1, 2, 3, P` ∗ f` ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) et ∇(P` ∗ f` ) ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). En d’autres ter-

mes, la fonction π = P` ∗ f` appartient à Y 1,p
1
2
, 1
2

(R3). De plus, nous avons l’estimation

‖π‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) + ‖∇π‖Lp
1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f ‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.101)

Rappelons que π satisfait

∆π = div f .

Grâce à la proposition 2.40, nous pouvons améliorer les estimations de (3.101).

Proposition 3.41 On suppose p > 2 et f ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). Alors π = P` ∗ f` est bien

défini et appartient à Lp(R3), ∇π appartient à Lp
1
2
, 1
2

(R3) et nous avons l’estimation

‖π‖Lp(R3) + ‖∇π‖Lp
1
2 , 12

(R3) ≤ C‖f ‖Lp
1
2 , 12

(R3). (3.102)

En d’autres termes, π appartient à X1,p
1
2
, 1
2

(R3).

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant :

Théorème 3.42 On suppose p > 2 et soit (f , g) ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3)×Lp
1
2
, 1
2

(R3) tel que ∇g ∈
Lp

1
2
, 1
2

(R3). Alors le problème d’Oseen (3.82) admet une unique solution (u, π) ∈
Lp

− 1
2
, 1
2

(R3)×X1,p
1
2
, 1
2

(R3), défini par (3.84), telle que ∇u ∈ Lp

0, 1
2

(R3), ∂2u
∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3)
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et ∂u
∂x1

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). De plus, nous avons l’estimation

‖u‖Lp

− 1
2 , 12

(R3) + ‖∇u‖Lp

0, 12

(R3) +

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+ ‖π‖X1,p
1
2 , 12

(R3)

≤ C

(
‖f ‖Lp

1
2 , 12

(R3) + ‖g‖Lp
1
2 , 12

(R3) + ‖∇g‖Lp
1
2 , 12

(R3)

)
.

(3.103)

Preuve : D’après (2.29) et (2.30), l’espace, Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) × X1,p
1
2
, 1
2

(R3) ne contient

pas de polynômes . L’unicité de la solution est donc prouvée. Soit maintenant

(f , g) ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) × Lp
1
2
, 1
2

(R3) telle que ∇g ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3). D’après la proposition

3.41, π = P` ∗ f` + g − P1 ∗ g appartient à X1,p
1
2
, 1
2

(R3). Nous savons aussi (voir

[36]) que, pour tout i, j = 1, 2, 3, nous avons Oij ∗ fj ∈
⋂

ε>0 Lp

− 1
2
−ε, 1

2

(R3). Il vient

alors que ui = Oij ∗ fj + Pi ∗ g appartient à
⋂

ε>0 Lp

− 1
2
−ε, 1

2

(R3). Par ailleurs, le

fait que π ∈ X1,p
1
2
, 1
2
,
(R3) entrâıne que f − ∇π ∈ Lp

1
2
, 1
2

(R3). Le théorème 3.26 nous

donne l’existence d’un unique v ∈ Lp

− 1
2
, 1
2

(R3) tel que, ∇v ∈ Lp

0, 1
2

(R3), pour tout

i, j = 1, 2, 3, ∂2v
∂xi∂xj

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et ∂v
∂x1

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) vérifiant

−∆v +
∂v

∂xi

= f −∇π.

Cela implique que w = u− v ∈ ⋂
ε>0 L

p

− 1
2
−ε, 1

2

(R3) et

−∆w +
∂w

∂x1

= 0 dans R3.

D’après la proposition 3.6, w est un polynôme de Lp

− 1
2
−ε, 1

2

(R3), avec ε > 0 fixé. En

choisissant ε suffisamment petit, par (2.29), nous en concluons que w = 0 et u = v.

L’estimation (3.103) se déduit facilement des estimations (3.102) et (3.67). ¥

Ce théorème et les inégalités de Hardy établies dans le chapitre 2, nous permettent

de résoudre le problème d’Oseen pour des données moins régulières.

Théorème 3.43 On suppose p > 3 et (f , g) ∈ Y−1,p
1
2
, 1
2

(R3) × Lp
3
2
, 1
2

(R3). Alors, le

problème (3.82) admet une solution unique (u, π) ∈ Lp

0, 1
2

(R3)× Lp
1
2
, 1
2

(R3), telle que,

110



3.4. Le problème d’Oseen dans R3

pour tout i = 1, 2, 3, ∂u
∂xi

∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) et ∂u
∂x1

∈ Y−1,p
1
2
, 1
2

(R3). De plus, nous avons

‖u‖Lp

0, 12

(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp

1
2 , 12

(R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
Y−1,p

1
2 , 12

(R3)

+ ‖π‖Lp
1
2 , 12

(R3)

≤ C

(
‖f ‖Y−1,p

1
2 , 12

(R3) + ‖g‖Lp
3
2 , 12

)
.

Preuve : L’espace Lp

0, 1
2

(R3) × Lp
1
2
, 1
2

(R3) ne contient pas de polynômes et donc

l’unicité de la solution est prouvée. Supposons maintenant p > 3 et f ∈ Y−1,p
1
2
, 1
2

(R3).

Alors, d’après la remarque 2.29, pour tout ` = 1, 2, 3, il existe F` ∈ Lp
1
2
, 1
2

(R3) tel que

f` = div F`.

Définissons alors le couple (u, π) par l’expression (3.98). Puisque p > 3 et g ∈
Lp

3
2
, 1
2

(R3), alors pour tout i = 1, 2, 3, (voir [36]) Pi ∗ g appartient à Lp
1
2
, 1
2

(R3) avec

l’estimation

‖Pi ∗ g‖Lp
1
2 , 12

(R3) ≤ C‖g‖Lp
3
2 , 12

(R3).

En utilisant aussi la proposition 3.41, la fonction π appartient à Lp
1
2
, 1
2

(R3). Par

ailleurs, d’après [36], nous savons aussi que
∂Oij

∂xk
∗ Fjk appartient à Lp

0, 1
2

(R3) et

satisfait ∥∥∥∥
∂Oij

∂xk

∗ Fjk

∥∥∥∥
Lp

0, 12

(R3)

≤ C‖Fjk‖Lp
1
2 , 12

(R3).

Nous en déduisons que u appartient à Lp

0, 1
2

(R3). Ensuite, le résultat d’existence et

d’unicité du théorème 3.27 nous permet de conclure que ∇u appartient à Lp
1
2
, 1
2

(R3)

et ∂u
∂x1

appartient à Y−1,p
1
2
, 1
2

(R3). ¥

3.4.3 Un résultat de régularité

Le but de ce paragraphe est d’établir un résultat de régularité. Dans un souci de

clarté, nous nous contentons du cas homogène, c’est-à-dire , g = 0. Nous allons

supposer que la donnée f est plus régulière que dans le théorème 3.34.

Théorème 3.44 Soient p et q deux réels tels que 1 < q < ∞, p > 3
2

et 1
q

=
1
p

+ 1
3
. Soient r2 = r2(p, γ) et r∗2 = r∗2(q, γ) les réels donnés dans la définition 3.7 et
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supposons g = 0. Alors, pour toute fonction f ∈W 0,p
1 (R3)∩W −1,q

0 (R3) satisfaisant

∀λ ∈ IP[1−3/q′], 〈f ,λ〉
W−1,q

0 (R3)×W 1,q′
0 (R3)

= 0, (3.104)

le problème (3.82) admet une unique solution (u, π) ∈ Lr∗2 (R3)× (Lp(R3)∩Lq(R3)),

telle que ∇u ∈ Lq(R3), ∂u
∂x1

∈W −1,q
0 (R3). De plus

∂2u

∂xi∂xj

,
∂u

∂x1

et ∇π ∈W 0,p
1 (R3), (3.105)

et on a l’estimation

‖u‖Lr2 + ‖∇u‖Lq(R3) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,q

0 (R3)

+

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
W 0,p

1 (R3)

+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W 0,p

1 (R3)

+ ‖π‖W 1,p
1 (R3) + ‖π‖Lq(R3) ≤ C(‖f ‖W 0,p

1 (R3) + ‖f ‖W−1,q
0 (R3)).

(3.106)

Enfin, nous avons les propriétés suivantes :

(i) Si 1 < p < 4, alors u ∈ Lr2(R3) telle que ∇u ∈ Lp(R3) avec l’estimation

‖u‖Lr2(R3) + ‖∇u‖Lp(R3) ≤ C(‖f ‖W 0,p
1 (R3) + ‖f ‖W−1,q

0 (R3)). (3.107)

(ii) Si 4 ≤ p < ∞, alors u ∈ W̃
1,p

0 (R3), avec l’estimation

inf
K∈R3

‖u + K‖fW 1,p

0 (R3)
≤ C(‖f ‖W 0,p

1 (R3) + ‖f ‖W−1,q
0 (R3)). (3.108)

Preuve : Remarquons tout d’abord que, puisque p > 3
2
, alors

IP[1−3/p′] = {0}.

De plus, d’après la définition de q, nous avons 1 < q < 3. Maintenant, si f appartient

à W 0,p
1 (R3) ∩W −1,q

0 (R3) alors

f ∈W −1,p
0 (R3) ∩W −1,q

0 (R3).
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Par conséquent, d’après la proposition 3.39 il existe un unique (u, π) ∈ Lr∗2 (R3) ×
(Lp(R3)∩Lq(R3)), telle que ∇u ∈ Lq(R3), ∂u

∂x1
∈W −1,q

0 (R3). De plus, cette solution

vérifie :

(i) Si 1 < p < 4, alors u ∈ Lr2 ∩ Lr∗2 (R3), tel que ∇u ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), ∂u
∂x1

∈
W −1,p

0 (R3) ∩W −1,q
0 (R3).

(ii) Si 4 ≤ p < ∞, alors u ∈ Lr∗2 (R3) ∩ W̃
1,p

0 (R3) tel que ∂u
∂x1

∈ Lq(R3) et ∂u
∂x1

∈
W −1,q

0 (R3).

Il nous reste maintenant à montrer (3.105) dans les deux cas. Puisque f appartient

à W 0,p
1 (R3), alors div f appartient à W−1,p

1 (R3). Par ailleurs, comme p > 3
2
, les

polynômes de IP[2−3/p′] sont au plus des constantes, ce qui implique que

div f ∈ W−1,p
1 (R3)⊥IP[2−3/p′].

De plus, remarquons que 3
p′ 6= 1. Dans ce cas, l’opérateur de Laplace suivant est un

isomorphisme (voir théorème 9.9 de [6])

∆ : W 1,p
1 (R3) → W−1,p

1 (R3)⊥IP[2−3/p′].

Il existe alors une fonction unique ψ ∈ W 1,p
1 (R3) ⊂ Lp(R3) telle que

∆ψ = div f .

La fonction π − ψ est donc un polynôme harmonique de Lp(R3), c’est-à-dire π =

ψ. Ceci implique que ∇π ∈ W 0,p
1 (R3) et f − ∇π est un élément de W 0,p

1 (R3) ∩
W −1,q

0 (R3) qui satisfait

∀λ ∈ IP[1−3/q′], 〈f −∇π, λ〉
W−1,q

0 (R3)×W 1,q′
0 (R3)

= 0.

Le théorème 3.28 nous montre alors que u satisfait (3.105). ¥

Remarque 3.45 Si nous supposons g 6= 0, le théorème précédent reste vrai en

prenant g ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), telle que ∂g
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3) ∩W−2,q

0 (R3) et satisfaisant
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les conditions de compatibilité

∀λ ∈ IP[2−3/q′], 〈 ∂g

∂x1

, λ〉
W−2,q

0 (R3)×W2,q′
0 (R3)

= 0,

∀λ ∈ IP[2−3/p′], 〈 ∂g

∂x1

, λ〉
W−2,p

0 (R3)×W2,p′
0 (R3)

= 0.
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Chapitre 4

Le problème stationnaire d’Oseen

dans Rn

Dans ce chapitre, nous étudions à nouveau le problème d’Oseen, mais nous le posons

maintenant dans Rn. Il s’agit alors de résoudre le système suivant :

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f dans Rn,

div u = h dans Rn.

(4.1)

L’objectif ici est d’étendre les résultats des théorèmes 3.31 et 3.34. Plus précisément,

nous considérons des forces extérieures f appartenant à W m,p
0 (Rn), m ∈ Z. Comme

dans le chapitre précédent, nous commençons d’abord par résoudre le modèle scalaire

et nous utilisons ensuite les résultats obtenus pour résoudre (4.1). Dans une première

partie, nous analysons les relations qui lient le modèle scalaire et le système (4.1).
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ON THE STEADY OSEEN PROBLEM IN THE WHOLE SPACE

TAHAR ZAMÈNE BOULMEZAOUD∗ AND ULRICH JERRY RAZAFISON †

Abstract. We deal with Oseen’s equations in the whole space. A class of existence, uniqueness

and regularity results for both the scalar and the vectorial equations are given. The use of weighted

Sobolev spaces for describing the growth or the decay of functions at infinity is at the heart of our

approach.

Key words. Oseen’s equations, weighted Sobolev spaces, unbounded domains, fluid mechanics.

AMS subject classifications. 76D03, 35Qxx, 35N05, 35A05, 35A08.

1. Introduction. The Oseen’s equations are a linearized version of the Navier-

Stokes equations describing a viscous and incompressible fluid in which a small body

is moving. The purpose of this paper is to study the Oseen problem in the whole

space Rn, n ≥ 2:

−ν∆u + k
∂u

∂x1
+∇π = f in Rn,

div u = h in Rn.

(1.1)

Here the unknowns are the velocity vector u of the fluid and the pressure π. The data

are the viscosity ν of the fluid, the external force f , the function h and the positive real

k. System (1.1) was proposed by Oseen (see [22]) in order to remove some physical

paradoxes of the Stokes system which corresponds to the case k = 0. One of the first

works devoted to these equations is due to Finn [13]. Specifically, Finn treated the

Oseen’s equations in a three dimensional exterior domains when (1 + |x |)f is square

integrable and h = 0. He proved the existence of solution u such that (1 + |x |)−1u

is square integrable. Farwig in [12] proved, among other results, the existence of a

solution (u , π) of (1.1) when f ∈ Lp(Rn)n and h ∈ W 1,p(Rn). In that case the solution

(u , π) satisfies u ∈ Lp
loc(Rn)n, ∂i∂juk ∈ Lp(Rn), ∂iπ ∈ Lp(Rn), i = 1, 2, ..., n. In [14]

Galdi stated that if f ∈ Wm,p(Rn)n, h ∈ Wm+1,p(Rn), m ≥ 0, then the problem

(1.1) has a solution in Wm+2,p
loc (Rn) × Wm+1,p

loc (Rn). In [10] Farwig investigates the

system (1.1), set in three dimensional exterior domains, in anisotropically weighted

L2 spaces. The use of anisotropic weights seems to be a natural approach because

of the anisotropy introduced by the term ∂1u. However, such an approach contains

some serious technical complications. The reader can refer to [19], [23] [11] [10], [6],

∗Laboratoire Jacques-Louis Lions Université Pierre et Marie Curie, 75252, Paris cedex 05

(boulmeza@ann.jussieu.fr)
†Laboratoire de Mathématiques Appliquées, Université de Pau et des pays de l’Adour, 64000,

Pau, France, (ulrich.razafison@univ-pau.fr)
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[5], [4] for existence results in anisotropic weighted spaces. To our knowledge, most of

the existing results in the literature concern the case f ∈ Lp(Rn)n or are around that

case. Several questions concerning the existence, the uniqueness and regularity of the

solution remain not treated, especially when the data f and h are slowly decreasing

or have a polynomial behavior at infinity. Among the results we present in this paper,

we shall prove that if f = (fi, ..., fn) and h satisfies the conditions

(1 + |x |2)(|µ|−m)/2∂µfk ∈ Lp(Rn) for |µ| ≤ m,

(1 + |x |2)(|µ|−m−1)/2∂µh ∈ Lp(Rn) for |µ| ≤ m + 1,

for some integer m ≥ 0, then Problem (1.1) admits a solution (u , π), unique up to a

class of polynomials, and satisfying

(1 + |x |2)(|µ|−m−2)/2∂µuk ∈ Lp(Rn) for |µ| ≤ m + 2,

(1 + |x |2)(|µ|−m−1)/2∂µπ ∈ Lp(Rn) for |µ| ≤ m + 1.

In all the paper, we deal with following problem obtained from (1.1) by means of a

simple scaling argument

−∆u + 2
∂u

∂x1
+∇π = f in Rn,

div u = h in Rn.

(1.2)

We are interested also in the scalar equation

−∆u + 2
∂u

∂x1
= f in Rn, (1.3)

which is intimately linked to the system (1.2). The relation between this scalar equa-

tion and the general vectorial system (1.2) as well as the relation between their fun-

damental solutions are discussed in section 3 hereafter. Observe for the moment

that Oseen’s system (1.2) can be formally decomposed into two problems: a Laplace

equation for the pressure

∆π = div f + ∆h− 2
∂h

∂x1
, (1.4)

and a scalar equation on each component of the velocity

−∆ui + 2
∂ui

∂x1
= f̃i, (1.5)

where f̃i = fi − ∂π

∂xi
. Consequently, one must choose a functional framework which

allows the solving of both the equations (1.4) and (1.5) for several behaviors at infinity.



OSEEN’S EQUATIONS 119

The use of weighted Sobolev spaces turned out to be convenient for treating problems

in unbounded domains, and consequently seems to be the natural framework for

treating Problem (1.4) (see for instance [3]). The main difficulty here lies on the

choice of the weights since the convective term
∂u

∂x1
in Equation (1.5) induces an

anisotropic behavior of the velocity, while the pressure keeps an isotropic behavior as

in the Stokes problem. Another difficulty is due to divergence condition div u = h

which complicates seriously the problem. In section 3 we expose how the system (1.2)

can be treated by solving only the scalar equation (1.3) is a such a way that the

divergence condition is automatically fulfilled.

For all these reasons, we shall treat in a first time and independently the scalar

equation (1.3). We prove that there exists at least two kinds of solutions; tempered

solutions, which are tempered distributions, and quasi-tempered solutions which are

not necessarily tempered distributions. Only tempered solution are useful for solving

the vectorial system (1.2).

In a forthcoming paper, we will use our present results in order to solve the Oseen

equations in an exterior domain.

In the sequel, we set

T = −∆ + 2
∂

∂x1

and

T ∗ = −∆ − 2
∂

∂x1

The remaining of this paper is organized as follows

– Section 2 is devoted to a brief presentation of some basic definitions and properties

of weighted Sobolev spaces, used as a functional framework for solving both

the scalar and the vectorial Oseen equations.

– In Section 3, the relation between the scalar equation (1.5) and the vectorial system

(1.2) is discussed. Some properties of their fundamental solutions are showed.

– Section 4 deals with the scalar equation (1.5). Existence of solutions and the well

posedness of the problem are treated in several functional frameworks.

– Section 5 is devoted to the study of the vectorial system (1.2). After giving a

characterization of the kernel of the system, we prove a complete class of

existence, uniqueness and regularity results.

2. Notations and functional framework.

2.1. Notations. In the sequel, n ≥ 2 is an integer and p is a real in the interval

]1,+∞[. The dual number of p denoted p′ is defined by the relation 1/p + 1/p′ = 1.

We use bold characters for vector functions or distributions. For x = (x1, ..., xn) ∈ Rn
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we set

r = |x | = (x2
1 + ... + x2

n)1/2.

Given a real α, we denote by [α] its integer part. For any k ∈ Z, Pk stands for the space

of polynomial of degree lower then k and P∆
k the subspace of harmonic polynomials

of Pk. If k is a negative integer, we set by convention Pk = {0}. We recall that D(Rn)

is the well-known space of C∞(Rn) functions with a compact support and D′(Rn) its

dual space, namely the space of distributions. We denote by S(Rn) the Schwartz space

of functions φ ∈ C∞(Rn) with rapid decrease at infinity, by S ′(Rn) its dual, i. e. the

space of tempered distributions, and by S ′1(Rn) be the space of all the distributions

u ∈ D′(Rn) such that e−x1u ∈ S ′(Rn).

The Fourier transform of any complex valued Lebesgue integrable function u R : 7→ C
is defined by

û(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

e−i〈x ,ξ〉u(x )dx,

where ξ ∈ Rn. If u ∈ S ′(Rn) then its Fourier distribution û ∈ S ′(Rn) is defined by

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉 for any function φ ∈ S(Rn). The Fourier transform is an invertible

mapping of S(Rn) into S(Rn) and from S ′(Rn) into S ′(Rn).

Given a Banach space B with its dual space B′ and a closed subspace X of B, we

denote by B′⊥X the subspace of B′ orthogonal to X, namely

B′⊥X = {f ∈ B′, ∀v ∈ X, 〈f, v〉 = 0} = (B/X)′.

For any real α > 0, the Bessel kernel gα is defined as the function whose Fourier

transform is

ĝα(ξ) = (2π)−n/2(1 + |ξ|2)−α/2.

The kernel gα can be expressed in terms of Bessel functions by the formula

gα(x ) = γα|x |(α−n)/2K(n−α)/2(|x |).

with γα = (2π)−n/22−α/2+1Γ(α/2). Here Γ denotes the classical gamma function and

Kλ denotes the modified Bessel function of third kind. Since for any integer m ≥ 0,

we know that

Km+1/2(t) =
√

π

2t
e−t

m∑

k=0

(m + k)!
k!(m− k)!

1
(2t)k

,

we deduce an explicit expression of gα when α < n and n− α is odd. In particular if

α = 2 and n = 3 we get

g2(x ) =
1

4π|x |e
−|x |.
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More generally, we have

∀x ∈ Rn, |gα(x )| ≤ cα

|x |n−α(1 + |x |)(α+1−n)/2
e−|x |. (2.1)

Hence,

gα ∈ W 0,p
s (Rn) for s ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞ and (n− α)p < n. (2.2)

In the sequel, the notation a . b (resp. a ' b) means that there exists a constant c

not depending on the functions such that a ≤ cb.

2.2. Weighted Sobolev spaces. Some basic results. In the sequel, ρ denotes

the basic weight defined by

ρ(x ) = (1 + |x |2)1/2. (2.3)

For 1 ≤ p ≤ +∞, Lp(Rn) will denote the space of (equivalence classes of) all measur-

able functions that are pth power integrable on Rn. This space is equipped with the

norm

‖u‖Lp(Rn) =
(∫

Rn

|u|pdx

)1/p

.

Given two integer m ≥ 0 and k ∈ Z, we consider the weighted spaces

Wm,p(Rn) = {u ∈ D′(Rn); ∀µ ∈ Nn, |µ| ≤ m, ∂µu ∈ Lp(Rn)}
V m,p

k (Rn) =
{
u ∈ D′(Rn); ∀µ ∈ Nn, |µ| ≤ m, ρk∂µu ∈ Lp(Rn)

}

Wm,p
k (Rn) =

{
u ∈ D′(Rn); ∀µ ∈ Nn, |µ| ≤ m, ρk−m+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn)

}

Hm,p
k (Rn) =

{
u ∈ D′(Rn); ∀µ ∈ Nn, |µ| ≤ m, e−x1ρk∂µu ∈ Lp(Rn)

}
.

These spaces are equipped with the norms

‖u‖W m,p(Rn) = (
∑

|µ|≤m

‖∂µu‖p
Lp(Rn))

1/p.

‖u‖V m,p
k (Rn) = (

∑

|µ|≤m

‖ρk∂µu‖p
Lp(Rn))

1/p.

‖u‖W m,p
k (Rn) = (

∑

|µ|≤m

‖ρk−m+|µ|∂µu‖p
Lp(Rn))

1/p.

‖u‖Hm,p
k (Rn) = (

∑

|µ|≤m

‖ρke−x1∂µu‖p
Lp(Rn))

1/p.

The spaces Wm,p(R), Wm,p
k (Rn), V m,p

k (Rn) and Hm,p
k (Rn) are Banach spaces. The

space D(Rn) is dense in Wm,p(R), in V m,p
k (Rn) and in Wm,p

k (Rn) (see, e. g., Hanouzet

[18]). We denote by W−m,p′(Rn), V −m,p′

−k (Rn) and W−m,p′

−k (Rn) the dual spaces of

Wm,p(R), Wm,p
k (Rn) and V m,p

k (Rn) respectively. They are spaces of tempered dis-

tributions. It is quite clear that the local properties of the spaces Wm,p
k (Rn) and
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V m,p
k (Rn) coincide with those of the Sobolev space Wm,p

k (Rn). We have also the

obvious identities

V m,p
0 (Rn) = Wm,p(Rn), V 0,p

k (Rn) = W 0,p
k (Rn).

The spaces Wm,p
k (Rn) will play a particular role in this paper. For a detailed study

of the spaces Wm,p
k (Rn), we can refer to [3], [18] and [20]. In this paper we need the

semi-norm

|u|W m,p
k (Rn) =


 ∑

|µ|=m

‖ρk∂µu‖Lp(Rn)




1/p

.

and the Green’s formula

∀u ∈ W 1,p
k (Rn), ∀v ∈ W 1,p′

−k+1(R
n),

∫

Rn

∂u

∂xi
vdx = −

∫

Rn

u
∂v

∂xi
dx, (2.4)

where 1 ≤ i ≤ n, 1 < p < +∞ and k ∈ Z. We have also the inclusion

P` ⊂ Wm,p
k (Rn), if ` < m− n/p− k. (2.5)

In what follows, the space Wm,p
k (Rn) will be considered often in the case

n

p
+ k /∈ {1, ..., m}. (2.6)

Indeed, this condition is sufficient to get some Hardy’s type inequalities. Namely, if

(2.6) is fulfilled, then (see [3])

∀u ∈ Wm,p
k (Rn), inf

λ∈Pj′
‖u + λ‖W m,p

k (Rn) . |u|W m,p
k (Rn),

where j′ = min(m−1, j) and j = −[k+n/p−m]−1 is the highest degree of polynomials

contained in Wm,p
k (Rn). If (2.6) does not hold, namely if

n

p
+ k ∈ {1, ..., m}, then

similar inequalities can be obtained by a adding a logarithmic factor to the weights in

the definition of Wm,p
k (Rn) (see [3]). In that case, all the forthcoming results remains

valid provided some minor corrections are given.

We have the following algebraic and topological inclusions (m ≥ 0)

V m,p
k (Rn) ⊂ Wm,p

k (Rn) ⊂ Wm−1,p
k−1 (Rn) ⊂ ... ⊂ W 0,p

k−m(Rn). (2.7)

For any µ ∈ Nn, the mapping

u ∈ Wm,p
k (Rn) −→ ∂µu ∈ W

m−|µ|,p
k (Rn) (2.8)

is continuous (see [18]).
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The spaces Wm,p
k (Rn) turned out to be adequate for treating several elliptic prob-

lems in unbounded regions of spaces and for several kinds of behavior at infinity (see

[3], [2], [7, 8], [16, 17]). Let us recall some basic but fundamental results concerning

the Laplace equation in whole the space (see [3]):

Theorem 2.1. Let m ∈ Z and ` ∈ N∗.
1. If n/p 6∈ {1, ..., ` + 1}, then the operator

∆ : Wm+1,p
m−` (Rn)/P∆

[`+1−n/p] 7→ Wm−1,p
m−` (Rn),

is an isomorphism.

2. If n/p′ 6∈ {1, ..., ` + 1}, then the operator

∆ : Wm+1,p
m+` (Rn) 7→ Wm−1,p

m+` (Rn) ⊥ P∆
[`+1−n/p′]

is an isomorphism.

3. If n/p′ 6= 1 and n/p 6= 1, then the operator

∆ : Wm+1,p
m (Rn) ⊥ P[1−n/p] 7→ Wm−1,p

m (Rn) ⊥ P[1−n/p′]

is an isomorphism.

3. Relation between the scalar and the vectorial Oseen’s equations.

Properties of the fundamental solutions. Our purpose here is to discuss briefly

the relation between the scalar equation (1.3) and the vectorial Oseen’s system (1.2).

Indeed, the difference between the equation (1.3) and the system (1.2) seems to re-

inforced by the presence of the pressure π and the divergence equation div u = h.

This difference appears also in terms of the fundamental solutions. However, there

is a simple method for solving the system (1.2) by solving the equation (1.3) and

the Laplace equation, in such a way that the divergence condition is automatically

fulfilled. This method reveals that the fundamental solutions are intimately linked by

a simple relation.

Formally, let θ and s = (s1, ..., sn) be solution of the Laplace equations

∆θ = h in Rn, ∆s = f +∇(h− 2
∂θ

∂x1
) in Rn.

Consider in addition a vector function Φ = (Φ1, ..., Φn) whose components Φi, 1 ≤
i ≤ n, are solution of the scalar equations TΦi = si. Then the pair (u , π) defined by

u = ∇θ + ∆Φ−∇(div Φ),

π = div s,

is solution of the system (1.2). In other words, the existence of solutions of (1.2) can

be obtained by treating the Laplace equation and the scalar equation (1.3).
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On the other hand, concerning the fundamental solution (Oi,j , ej) of (1.2) we know

that

Oij = (δij∆− ∂2

∂xi∂xj
)ϕ

ej =
∂

∂xj
(−∆ + 2

∂

∂x1
)ϕ.

Here, i, j = 1, ..., n and ϕ satisfies Tϕ = E where E is the fundamental solution of

the Laplace equation. It is well known (see for instance [14]) that the fundamental

solution O of the scalar equation (1.3) in Rn is given by

O(x ) = (2π)−n/2|x |1−n/2ex1Kn/2−1(|x |).

In particular, if the dimension is odd, namely n = 2m + 1 (m ≥ 1), then

O(x ) =
1
2

1
(2π)m

1
|x |m ex1−|x |

m−1∑

k=0

(m + k − 1)!
k!(m− k − 1)!

1
(2|x |)k

,

Thus

O(x) =
1
2
ex−|x| if n = 1, O(x ) =

1
4π

ex1−|x |

|x | if n = 3.

In order to clarify the relation between (Oij , ej) and O it is convenient to use the

notions of Riesz transforms (see for instance [24]). Recall that the Riesz transforms

of a function u ∈ Lp(Rn), p > 1, are defined by

R̂ju(ξ) = −i
ξj

|ξ| û, j = 1, ..., n,

where R̂ju and û denote the Fourier transform of Rju and u respectively. Among the

properties of the Riesz transforms let us recall that Rj preserves the class Lp(Rn) and

satisfies

Ri ◦Rj(∆u) = − ∂2u

∂xi∂xj

Consequently the relation between (Oij , ej) and O is summarized in terms of the

Riesz transforms as follows

Lemma 3.1. For each i, j ≤ n,

Oij = (δijI + Ri ◦Rj)O. (3.1)

Since Ri maps Lp(R3) into itself, one can easily get some properties of Oij from those

of O. Let us display some of them. We state the following proposition whose proof is

given in appendix A.

Proposition 3.2. We have
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(a) If n = 3, then O ∈ Lp(R3), 2 < p < 3.

(b) If n = 3, then O − g2 ∈ Lp(R3), 2 < p ≤ +∞.

(c) If n = 4, O − g2 ∈ Lp(R4), 2 < p < 4.

(d) If n = 5, O − g2 ∈ Lp(R5), 2 < p < 5/2.

Assertions (b)-(d) allow to decompose the convolution O∗ f of the fundamental solu-

tion O (or Oij)) with any function f into the sum g2 ∗f +(O−g2)∗f . The advantage

of this decomposition is twofold; Firstly, as stated in Proposition 3.2, the function

O−g2 has a better behavior than O. The second advantage lies in the fact that g2 ∗u

belongs to W 2,p(Rn) if u belongs to Lp (see Lizorkin spaces in section 4.1 hereafter

or in [9]).

The proof of the following corollary stems from assertion (b) of Proposition 3.2.

Corollary 3.3. If n = 3, 1 ≤ p < 3 and 2 < q ≤ +∞, then O, Oij ∈
Lp(R3) + Lq(R3), i, j = 1, 2, 3. In appendix B, a proof of the following corollary is

given

Corollary 3.4. Let f ∈ Lp(R3), 1 ≤ p < 2 and n = 3. We set

p∗1 =
2p

2− p
, p∗2 =





3p

3− 2p
if p < 3/2

+∞ if 3/2 ≤ p < 2
, p∗3 =





p

p− 1
if 1 < p < 2

+∞ if p = 1
.

Then,

(a) O ∗ f ∈ Lr(R3) for each r, p∗1 < r < p∗2. Moreover, if p 6= 3/2 and p 6= 1, then

O ∗ f ∈ Lr(R3) with r = p∗2. In all the cases,

‖O ∗ f‖Lr(R3) . ‖f‖Lp(R3).

(b) O ∗ f = h1 + h2 with h1 ∈ Lr(R3), p∗1 < r ≤ p∗3, h2 ∈ W 2,p(R3) and

‖h1‖Lr(R3) + ‖h2‖W 2,p(R3) . ‖f‖Lp(R3).

(c) If 1 < p < 3/2, then O ∗ f = h1 + h2 with h1 ∈ Lq(R3) and h2 ∈ W 2,p(R3) with

q =
(p + 3)p
3− 2p

.

The same assertion remains true if O is replaced by Oij, 1 ≤ i, j ≤ 3.

4. The scalar equation. Here we deal with the scalar equation

−∆u + 2
∂u

∂x1
= f in Rn. (4.1)

A first approach for treating this equation is based on a simple but efficient idea. It

consists to rewrite Equation (4.1) in term of the new unknown w(x ) = e−x1u(x ).

More precisely, Equation (4.1) can be written into the form

−∆u +∇φ1.∇u = f in Rn,



126 T. Z. BOULMEZAOUD AND U. RAZAFISON

where φ1 = 2x1, and therefore ∇φ1 = 2e1. Hence, let us consider the more general

equation

−∆u +∇φ.∇u = f in Rn,

with ∆φ = 0. Setting w(x ) = e−φ(x)/2u(x ), then w satisfies the usual elliptic equa-

tion:

−∆w + a(x )w = F1 in Rn, (4.2)

with a(x ) =
1
4
|∇φ|2(x ) and F1(x ) = e−φ(x)/2f(x ). The scalar equation (4.1) corre-

sponds to the case φ(x ) = 2x1. In this case, we get the classical equation

−∆w + w = F1 in Rn. (4.3)

The main advantage of this new formulation is that the anisotropic character of equa-

tion (4.1) has disappeared . However, as we shall see, the solutions obtained by this

method could be different from those obtained by dealing directly with the equation

(4.1). This difference is mainly due to the fact that the space of tempered distribution

S ′(Rn) is not preserved under multiplication by e−x1 .

These considerations lead one to distinguish two kinds of solutions of (4.1); tempered

solutions, which are tempered distributions, and quasi-tempered solutions. A solution

u of (4.1) will be called quasi-tempered if e−x1u ∈ S ′(Rn). Quasi-tempered solutions

are obtained by solving (4.3). As we shall see, when a quasi-tempered solution ex-

ists it is unique. The uniqueness is lost in general with tempered solutions which

are obtained by dealing with equation (4.1). It is worth nothing that only tempered

solutions of the equation (4.1) turn out to be useful in the treatment of the vectorial

Oseen’s system (1.2).

Remark (Relation with the Laplace equation). Let u ∈ S ′1(Rn) be a solution of

(4.1) and set w = e−x1u. Consider the finite measure µ2 defined by µ2 = (2π)n/2δ0−
(2π)n/2g2(x )dx , with δ0 the Dirac measure at the origin. Let µ̂2 be the Fourier

transform of µ2. We have µ̂2(ξ) = |ξ|2(1 + |ξ|2)−1 = 1 − (1 + |ξ|2)−1. Next, let

v ∈ S ′(Rn) be solution of the Laplace equation −∆v = e−x1f = F in Rn. Then,

on the one hand, we have |ξ|2v̂ = F̂ . On the other, since −∆w + w = F , we

get ŵ(ξ) = (1 + |ξ|2)−1F̂ . Thus, ŵ(ξ) = µ̂2(ξ)v̂, and w(x ) = (2π)−n/2µ2 ∗ v(x ) =

(2π)−n/2
∫
Rn v(x − y)dµ2(y). Namely, w = v − g2 ∗ v and u = ex1(v − g2 ∗ v) =

(2π)−n/2ex1µ2 ∗ v.

4.1. Quasi-tempered solutions of scalar Oseen equation.. Our aim here

is to show existence of quasi-tempered solutions of the scalar Oseen equation (4.1).

The main result of this paragraph is the following
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Theorem 4.1. Let m, k ∈ Z be two integers and p > 1 a real. Then, the operator

T : Hm+2,p
k (Rn) −→ Hm,p

k (Rn)

is an isomorphism.

Proof of theorem 4.1

Firstly, observe that the mapping

v 7→ w = e−x1v

is a isomorphism between Hm,p
k (Rn) and V m,p

k (Rn). Moreover, in the sense of distri-

butions one can easily prove that

Tv = ex1(I −∆)e−x1v.

This remark allows one to deal only with the operator I − ∆. We start with the

following lemma.

Lemma 4.2. Let k ≥ 0 be an integer and p > 1 be a real. Then, the operator

I −∆ : W s+2,p(Rn) −→ W s,p(Rn)

is an isomorphism.

Proof. We need the following identity (see [9])

Lm,p(Rn) = Wm,p(Rn), ∀m ∈ N,

where Lm,p(Rn) is the Lizorkin space defined by

Lm,p(Rn) = {u ∈ S ′(Rn), u = gm ∗ v, v ∈ Lp(Rn)}.

In terms of Fourier transform, the unique solution of the equation

(I −∆)w = h,

is given by w = F−1((1 + |ξ|2)−1F(h)) = F−1(ĝ2F(h)). Hence,

h ∈ Wm,p(Rn) ⇔ h ∈ Lm,p(Rn)

⇔ (ĝm)−1ĥ ∈ F(Lp(Rn))

⇔ (ĝm)−1(ĝ2)−1ŵ ∈ F(Lp(Rn))

⇔ (ĝm+2)−1ŵ ∈ F(Lp(Rn))

⇔ w ∈ Wm+2,p(Rn). (4.4)

¥
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Lemma 4.3. Let k ∈ Z and m ∈ Z be two integers and p > 1 a real. Then, the

operator

I −∆ : V m+2,p
k (Rn) −→ V m,p

k (Rn)

is an isomorphism.

Proof. We know that the operator I − ∆ is one to one from S ′(Rn) into S ′(Rn).

Hence, for F ∈ V m,p
k (Rn), there exists a unique w ∈ S ′(Rn) such that

−∆w + w = F in Rn.

Suppose first that k ≥ 0. Let us prove by induction on k the following

F ∈ V 0,p
k (Rn) =⇒

(
w ∈ V 2,p

k (Rn) and ‖w‖V 2,p
k (Rn) . ‖f‖V 0,p

k (Rn)

)
(4.5)

The latter follows immediately from Lemma 4.2 when k = 0. Suppose that (4.5)

holds for 0, ..., k and suppose that F ∈ V 0,p
k+1(Rn). Necessarily w ∈ V 2,p

k (Rn). Setting

w̃ = ρk+1w, we prove easily that

−∆w̃ + w̃ = ρk+1F −∇ρk+1.∇w − (∆ρk+1)w.

The right hand side belongs to Lp(Rn) since w ∈ V 2,p
k (Rn) and |∂αρk| . ρk−|α| for

any multi-index α. We deduce that w̃ ∈ V 2,p
0 (Rn), and, consequently, w ∈ V 2,p

k+1(Rn)

since

∀|α| ≤ 2; |∂αw| .
∑

|ν|≤2, ν≤α

|∂νρ−k−1∂α−νw̃| .
∑

|ν|≤2, ν≤α

|ρ−k−1−|ν|∂α−νw̃|.

This ends the proof of (4.5). Similarly, let us prove by induction on k ≥ 0 the following

F ∈ V 0,p
−k (Rn) =⇒

(
w ∈ V 2,p

−k (Rn) and ‖w‖V 2,p
−k (Rn) . ‖f‖V 0,p

−k (Rn)

)
. (4.6)

The latter holds clearly for k = 0. Suppose that it holds for 0, ..., k and let F ∈
V 0,p
−k−1(Rn). Setting F̃ = ρ−k−1F ∈ Lp(Rn), w̃ = (I − ∆)−1F̃ ∈ V 2,p

0 (Rn) and

h = w − ρ−k−1w̃, we get after few calculation

−∆h + h = (∆ρk+1)w̃ +∇ρk+1.∇w̃.

The right hand side of the last identity belongs to V 0,p
−k (Rn). From induction hypoth-

esis we deduce that h ∈ V 2,p
−k (Rn)↪→V 2,p

−k−1(Rn). It follows that w ∈ V 2,p
−k−1(Rn) since

ρk+1w̃ ∈ V 2,p
−k−1(Rn). This ends the proof of (4.6).

At this stage, the assertion of lemma 4.3 is proved when m = 0 and k ∈ Z. Now,

suppose that m ≥ 1, and let w ∈ S ′(Rn) be the unique solution of −∆w + w =

F with F ∈ V m,p
k (Rn). Then, for each multi-index α, |α| ≤ m, ∂αw satisfies



OSEEN’S EQUATIONS 129

−∆(∂αw) + ∂αw = ∂αF ∈ V 0,p
k (Rn). Hence, ∂αw ∈ V 2,p

k (Rn) for each α, |α| ≤ m.

We conclude that w ∈ V m+2,p
k (Rn) which ends the proof of Lemma 4.3 for m ≥ 0.

The proof for m ≤ −2 is based on a classical duality argument. It remains to treat

the case m = −1. Let F ∈ V −1,p
k (Rn) for some k ∈ Z. Then, F ∈ V −2,p

k (Rn).

Hence, there exists w ∈ V 0,p
k (Rn) such that −∆w +w = F (here we used the result of

lemma for m = −2). Since in addition, ∂iF ∈ V −2,p
k (Rn), i = 1, ..., n, we deduce that

∂iw ∈ V 0,p
k (Rn), i = 1, ..., n since −∆(∂iw) + ∂iw = ∂iF . Hence, w ∈ V 1,p

k (Rn). ¥

4.2. Tempered solutions of the scalar Oseen equation. Our aim here is

to look for solutions of the equation (4.1) which are tempered distributions. In the

sequel, for each integer m ∈ Z, we consider the space

W̃m,p
k (Rn) = {u ∈ Wm,p

k (Rn),
∂u

∂x1
∈ Wm−2,p

k (Rn)},

equipped with the norm

‖u‖fW m,p
k (Rn)

=
{
‖u‖p

W m,p
k (Rn)

+ ‖ ∂u

∂x1
‖p

W m−2,p
k (Rn)

}1/p

.

When m ≥ 0 and k ∈ Z, we set W̃−m,p′

−k (Rn) the dual space of W̃m,p
k (Rn). Clearly,

we have the imbeddings

W̃−m,p′

−k (Rn)↪→W−m,p′

−k (Rn)↪→W̃−m,p′

−k (Rn).

In what follows, Qk denotes the sum H′k +Pk−1, where H′k is the space of homogeneous

polynomials of degree k and depending only on x2, ..., xn. We denote by Q+
` (resp.

Q−` ) the subspace of all the polynomials p ∈ Q` satisfying Tp = 0 (resp. T ∗p = 0).

Notice that the mapping p(x1, x2, ..., xn) −→ p(−x1, x2, ..., xn) is one to one from Q+
`

into Q−` . We have the lemma

Lemma 4.4. Let m ≥ 0, 1 < p < +∞ and k ∈ Z such that k + n/p 6∈ {0, ...,m}.
A function u ∈ W̃m,p

k (Rn) satisfies Tu = 0 if and only if u ∈ Q+
` with ` = −[k +

n/p −m] − 1. Proof. If u is a tempered such that Tu = 0, then (|ξ|2 − iξ1)û = 0.

Since |ξ|2− iξ1 vanishes only at ξ = 0, we deduce that u is polynomial. If in addition

u ∈ W̃m,p
k (Rn) than necessarily belongs to Q`.

Theorem 4.5. If n/p 6= 1 and n/p′ 6= 1. The operator

T : W̃ 1,p
0 (Rn)/P[1−n/p] −→ W−1,p

0 (Rn) ⊥ P[1−n/p′]

is an isomorphism.

Theorem 4.6. Let m ≥ 2 be an integer and suppose that n/p 6= {1, ...,m}, then

the operator

T : W̃m,p
0 (Rn)/Q+

[m−n/p] −→ Wm−2,p
0 (Rn)
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is an isomorphism.

Theorem 4.7. Let m ≥ 2 be an integer suppose that n/p′ 6= {1, ..., m} and

n/p 6= {1, 2} if m is even and n/p 6= {1}. Let W̃−m+2,p
0 (Rn) ⊥⊥ P[m−n/p′] be the

space of all the functions u ∈ W̃−m+2,p
0 (Rn) satisfying the conditions

∀p ∈ P[m−2−n/p′], 〈u, p〉 = 0,

∀p ∈ P[m−n/p′], 〈
∂u

∂x1
, p〉 = 0.

Then, the operator

T : W̃−m+2,p
0 (Rn) ⊥⊥ P[m−n/p′] −→ W−m,p

0 (Rn) ⊥ P[m−n/p′]

is an isomorphism.

By duality and transposition, Theorem 4.6 yields

Theorem 4.8. Suppose that m ≥ 2, 1 < p < +∞ and n/p′ 6= {1, ..., m}, then

the operator

T : W−m+2,p
0 (Rn) −→ W̃−m,p

0 (Rn) ⊥ Q−[m−n/p′]

is an isomorphism.

The following proposition plays a prominent role in the proof of theorems 4.5-4.6,

Proposition 4.9. Let 1 < p < +∞, m ≥ 2 such that n/p 6∈ {1, ..., m}, and set

` = min(m− 1, [m− n/p]). Then,

inf
q∈Q`

‖u + q‖fW m,p
0 (Rn)

. |u|W m,p
0 (Rn) + | ∂u

∂x1
|W m−2,p

0 (Rn)

for each u ∈ W̃m,p
0 (Rn).

Proof of Proposition 4.9

Observe first that the semi-norm [u]m,p = |u|W m,p
0 (Rn) + | ∂u

∂x1
|W m−2,p

0 (Rn) is a norm

on W̃m,p
0 (Rn). Indeed, if [u]m,p = 0, then |u|W m,p

0 (Rn) = 0. Hence, u is a polynomial.

Since u belongs to Wm,p
0 (Rn), its degree is necessarily less or equal to `. Moreover,

since
∂u

∂x1
belongs to Wm−2,p

0 (Rn), the degree of
∂u

∂x1
is less or equal to ` − 2 =

min(m− 3, [m− 2− n/p]). Hence, u ∈ Q`.

Now, let us prove that this semi-norm is equivalent to the norm W̃m,p
0 (Rn). We need

the following lemma (see [3])

Lemma 4.10. Let k ∈ Z and s ≥ 1 be two integers such that n/p + k 6= {1, ..., s}.
Let q = min(s − 1, [s − k − n/p]). Then, the semi-norm |v|W s,p

k (Rn) defines on

W s,p
k (Rn)/Pq a norm which is equivalent to the quotient norm.
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Suppose first ` ≥ 0, then from Lemma 4.10 it follows that

∀v ∈ Wm−`,p
0 (Rn), inf

c∈R
‖v + c‖W m−`,p

0 (Rn) . |v|W m−`,p
0 (Rn), (4.7)

∀v ∈ Wm−`−1,p
0 (Rn), ‖v‖W m−`−1,p

0 (Rn) . |v|W m−`−1,p
0 (Rn), (4.8)

∀v ∈ W `,p
`−m(Rn), inf

q∈P`−1
‖v − q‖W `,p

`−m(Rn) . |v|W `,p
m−`(Rn), (4.9)

Now, let P′k, k being an integer, be the space of all the polynomials of degree less or

to ` and depending only on x2, ..., xn. Namely, if k ≥ 0,

P′k = H′0 + ... +H′k.

If k < 0, P′k = {0}. We shall use the following Lemma.

Lemma 4.11. Let m, ` and p be as in Proposition 4.9. Then,

inf
q∈P′`

‖u + q‖W m,p
0 (Rn) . |u|W m,p

0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
‖W m−1,p

0 (Rn)

for each u ∈ Wm,p
0 (Rn).

Proof. (of lemma 4.11) For each k ≥ 0, we set

Λk = {µ = (0, µ2, ..., µn), |µ| = µ2 + ... + µn = k}.

The proof of lemma 4.11 is based on an identification between the space Hk, k ≥ 0,

and Rcard(Λk) by way of the mapping

q ∈ Hk −→ (∂µp)µ∈Λk
∈ Rcard(Λk).

Now from Lemma 4.10, we can write

inf
q∈P′`

‖u + q‖W m,p
0 (Rn) = inf

p`∈H′`
inf

p`−1∈H′`−1

... inf
p0∈H′0

‖u− (p` + p`−1 + ... + p0)‖W m,p
0 (Rn)

. inf
p`∈H′`

... inf
p1∈H′1





∑

µ∈Λ1

‖∂µu− ∂µ(p` + ... + p1)‖W m−1,p
0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
‖W m−1

0 (Rn)



 .

Since the polynomial p1 ∈ H′1 can be identified to the constants (∂µp1, |µ| = 1), it

follows that

inf
p`∈H′`

... inf
p1∈H′1





∑

µ∈Λ1

‖∂µu− ∂µ(p` + ... + p1)‖W m−1,p
0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
‖W m−1

0 (Rn)





. inf
p`∈H′`

... inf
p2∈H′2





∑

µ∈Λ2

‖∂µu− ∂µ(p` + ... + p2)‖W m−1,p
0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
‖W m−1

0 (Rn)



 .

More generally the polynomial pk ∈ H′k can be identified to the constants (∂µpk, |µ| =
k). Then, by repeating the argument we deduce that

inf
q∈P′`

‖u + q‖W m,p
0 (Rn) . |u|W m,p

0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
‖W m−1,p

0 (Rn),
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which ends the proof of lemma 4.11.

Now, since the space Q` can be identified to the product P′` × x1P`−2, we can write

for each u ∈ W̃m,p
0 (Rn)

inf
p∈Q`

‖u− p‖fW m,p
0 (Rn)

= inf
(p1,p2)∈P′`×x1P`−2

‖u− (p1 + p2)‖fW m,p
0 (Rn)

= inf
(p1,p2)∈P′`×x1P`−2

{
‖u− (p1 + p2)‖W m,p

0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
− ∂p2

∂x1
‖W m−2,p

0 (Rn)

}

Now, using Lemma 4.11 and the fact that the mapping p → ∂p
∂x1

is one to one from

x1P`−2 into P`−2, we get

inf
p∈Q`

‖u− p‖fW m,p
0 (Rn)

.
(
|u|W m,p

0 (Rn) + inf
p2∈x1P`−2

{
‖ ∂u

∂x1
− ∂p2

∂x1
‖W m−1,p

0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
− ∂p2

∂x1
‖W m−2,p

0 (Rn)

})

.
(
|u|W m,p

0 (Rn) + inf
p∈P`−2

{
‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−1,p

0 (Rn) + ‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−2,p

0 (Rn)

})
.

Observing that

‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−1,p

0 (Rn) = ‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−2,p

−1 (Rn) + | ∂u

∂x1
|W m−1,p

0 (Rn)

. ‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−2,p

0 (Rn) + | ∂u

∂x1
|W m−1,p

0 (Rn) (4.10)

and, from Lemma 4.10,

inf
p∈P`−2

‖ ∂u

∂x1
− p‖W m−2,p

0 (Rn) . | ∂u

∂x1
|W m−2,p

0 (Rn),

we deduce that

inf
q∈Q`

‖u + q‖fW m,p
0 (Rn)

. |u|W m,p
0 (Rn) + | ∂u

∂x1
|W m−2,p

0 (Rn),

which ends the proof. ¥

Proof of Theorem 4.5

T is clearly continuous from W̃ 1,p
0 (Rn)/P[1−n/p] into W−1,p

0 (Rn) ⊥ P[1−n/p′]. It is

also injective, thanks to Lemma 4.4. Let us prove that it is onto. Let f ∈ W−1,p
0 (Rn) ⊥

P[1−n/p′]. Then, according to Proposition 4.1 of [3] and since n/p′ 6= 1, there exists a

vector function w = (w1, ..., wn) ∈ Lp(Rn)n such that div w = f . We set

z = F−1
(
(|ξ|2 + iξ1)−1Ff

)
=

n∑

k=1

F−1

(
iξk

|ξ|2 + 2iξ1
Fwk

)
.
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We use the following multiplier theorem due to Lizorkin [21] (see also [14], Lemma

4.2 Ch. VII)

Lemma 4.12. Let j, k ∈ {1, ..., n}. The operators

h −→ F−1

(
ξkξj

|ξ|2 + 2iξ1
Fh

)
, h −→ F−1

(
ξ1

|ξ|2 + 2iξ1
Fh

)
,

are continuous from Lp(Rn) into Lp(Rn), 1 < p < +∞.

Hence, for each j ≤ n, we have

∂z

∂xj
= −

n∑

k=1

F−1

(
ξjξk

|ξ|2 + 2iξ1
Fwk

)
∈ Lp(Rn),

and

‖∇z‖Lp(Rn) . ‖w‖Lp(Rn) . ‖f‖W−1,p
0 (Rn).

Lemma 4.13. (see [3]) Let h ∈ D′(Rn) such that ∇h ∈ Lp(Rn), with 1 < p < +∞
and p 6= n. Then, there exists a constant K such that h + K ∈ W 1,p

0 (Rn) and

‖h + K‖W 1,p
0 (Rn) . ‖∇h‖Lp(Rn)

From this lemma, it follows that there exists a constant K, such that z + K ∈
W 1,p

0 (Rn) and

‖z + K‖W 1,p
0 (Rn) . ‖∇z‖Lp(Rn) . ‖f‖W−1,p

0 (Rn).

We set u = z + K. Then, u ∈ W 1,p
0 (Rn) and satisfies

−∆u + 2
∂u

∂x1
= −∆z + 2

∂z

∂x1
= f.

In addition,

2
∂u

∂x1
= f + ∆u ∈ W−1,p

0 (Rn) ⊥ P[1−n/p′],

since the range of the Laplacian ∆ : W 1,p
0 (Rn) −→ W−1,p

0 (Rn) is nothing but

W−1,p
0 (Rn) ⊥ P[1−n/p′]. ¥

Proof of Theorem 4.6

We start with the lemma

Lemma 4.14. The operator T : Q`+2 −→ P` is onto.

Proof. If ` = 0 and p = c ∈ P` = R, then p = T (1
2cx1). Suppose that ` ≥ 1 and let

p ∈ P`. Set

q =
1
2

∫ x1

0

p(t, x2, .., xn)dt.
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Then, p− Tq ∈ P`−1. The proof is ended by applying the hypothesis of induction. ¥
Lemma 4.15. Let m ≥ 2 and and set ` = [m − n/p]. Let T ∗ be the adjoint

operator of T : W̃m,p
0 (Rn)/Q` −→ Wm−2,p

0 (Rn)/P`−2 . Then, T ∗ is injective.

Proof. The adjoint operator T ∗ is defined from W−m+2,p′
0 (Rn) ⊥ P`−2 into W̃−m,p′

0 (Rn) ⊥
Q` as follows:

∀u ∈ W−m+2,p′
0 (Rn) ⊥ P`−2, ∀v ∈ W̃m,p

0 (Rn) 〈T ∗u, v〉 = 〈u, Tv〉.

If T ∗u = 0 then −∆u− 2
∂u

∂x1
= 0. Since u is a tempered distribution, and using the

same argument of lemma 4.4, we deduce that u is a polynomial. Further, u = 0 since

W−m+2,p′
0 (Rn) contains only the trivial polynomial.

Lemma 4.16. Let m ≥ 2 be an integer and set ` = [m − n/p]. Suppose that

n/p 6= {1, ..., m}, then the operator T : W̃m,p
0 (Rn)/Q` −→ Wm−2,p

0 (Rn)/P`−2 is an

isomorphism.

Proof. The linear mapping T is clearly bounded. It is also injective; indeed, let

u ∈ W̃m,p
0 (Rn) such that Tu ∈ P`−2. According to lemma 4.14, there exists θ ∈ Q`

such that Tθ = Tu. Hence, T (θ−u) = 0. Thus, by virtue of Lemma 4.4, θ−u belongs

to Q` and u ∈ Q`.

Let us prove that the range of T is a closed subspace of Wm−2,p
0 (Rn)/P`−2. Let α be

an arbitrary multi-index such that |α| = m − 2. Then, according to lemma 4.12, we

have

‖∂2(Dαu)
∂xi∂xj

‖Lp(Rn) = ‖F−1(ξiξjF∂αu)‖Lp(Rn)

= ‖F−1(
ξiξj

|ξ|2 + 2iξ1
FT∂αu)‖Lp(Rn)

. ‖∂αTu‖Lp(Rn)

. |Tu|W m−2,p
0 (Rn)

. ‖Tu‖W m−2,p
0 (Rn)/P`−2

‖∂(Dαu)
∂x1

‖Lp(Rn) = ‖F−1(ξ1F∂αu)‖Lp(Rn)

= ‖F−1(
ξ1

|ξ|2 + 2iξ1
F∂αTu)‖Lp(Rn)

. ‖∂αTu‖Lp(Rn)

. ‖Tu‖W m−2,p
0 (Rn)/P`−2

Hence,

|u|fW m,p
0 (Rn)

. ‖Tu‖W m−2,p
0 (Rn)/P`−2

Combining with Proposition 4.9 gives

‖u‖W m,p
0 (Rn)/Q`

. ‖Tu‖W m−2,p
0 (Rn)/P`−2

.
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We conclude that the range of T is a closed subspace of Wm−2,p
0 (Rn)/P`−2. By means

of the Closed range theorem of Banach, and since the adjoint of T is injective, we

deduce that this range is nothing but the whole space Wm−2,p
0 (Rn)/P`−2. ¥

Theorem 4.6 stems directly from Lemma 4.14 and 4.16.

Proof of Theorem 4.7

Firstly, let u ∈ W̃−m+2,p
0 (Rn) ⊥⊥ P[m−n/p′]. Then, for each p ∈ P[m−n/p′], we

have

〈Tu, p〉 = −〈∆u, p〉+ 2〈 ∂u

∂x1
, p〉

= −〈u,∆p〉+ 2〈 ∂u

∂x1
, p〉

= 0.

Hence, Tu ∈ W−m,p
0 (Rn) ⊥ P[m−n/p′]. On the other hand, Theorem 2.1 asserts that

the operator

∆ : Wm,p′
0 (Rn)/P[m−n/p′] −→ Wm−2,p′

0 (Rn)/P[m−2−n/p′],

is an isomorphism if m ≥ 2 and n/p′ 6∈ {1, ..., m}. It follows that ∆k is an isomorphism

between W 2k,p′
0 (Rn)/P[2k−n/p′] and Lp′(Rn) for k ≥ 1 and n/p′ 6∈ {1, ..., 2k}. By dual-

ity and transposition ∆k is also an isomorphism between Lp(Rn) and W−2k,p
0 (Rn) ⊥

P[2k−n/p′]. Let ∆−k be its inverse. From theorem 4.6, we know that T is an iso-

morphism between W̃ 2,p
0 (Rn)/Q[2−n/p] and Lp(Rn) if n/p 6∈ {1, 2}. Moreover, it is

quite clear that ∆k is a continuous operator from W̃ 2,p
0 (Rn) into W̃−2k+2,p

0 (Rn) ⊥⊥
P[2k−2−n/p′]. The operator ∆k ◦ T−1 ◦ ∆−k is well defined and continuous from

W−2k,p
0 (Rn) ⊥ P[2k−n/p′] into W̃−2k+2,p

0 (Rn) ⊥⊥ P[2k−2−n/p′] (here T−1 is from

Lp(Rn) into W̃ 2,p
0 (Rn)/Q[2−n/p]). Moreover, T ◦(∆k ◦T−1◦∆−k) = I, we deduce that

T , considered as an operator from W̃−2k+2,p
0 (Rn) ⊥⊥ P[2k−n/p′] into W−2k,p

0 (Rn) ⊥
P[2k−n/p′], is onto. It is also injective. It follows that is an isomorphism, thanks to

Banach Theorem.

¥

5. The Oseen system in Rn. In this section, we consider, the nonhomogeneous

Oseen problem: Given a vector field f and a function h, we look for a solution (u , π)

satisfying

−∆u + 2
∂u

∂x1
+∇π = f in Rn,

div u = h in Rn.

(5.1)

We start with a characterization of the kernel of the operator (u , µ) 7→ (Tu +

∇µ, div u).
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Proposition 5.1. Let m ≥ 1 be an integer, and set ` = −[n/p−m]− 1. Then,

(u, π) ∈ W̃m,p
0 (Rn)n × Wm−1,p

0 (Rn) is solution of (5.1) if and only if (u, π) ∈ N `,

where

N ` =
{

(λ, µ) ∈ (Q`)n × P∆
`−1;−∆λ +

∂λ

∂x1
+∇µ = 0, div λ = 0

}
.

Moreover, a pair (λ, µ) belongs to N ` if and only if there exists a vector function

Φ = (Φ1, ...,Φn) ∈ (P`+2)n such that div Φ ∈ Q`+1, (∆ ◦ T )Φi = 0, i = 1, ..., n, and

λ = ∆Φ−∇(div Φ)

µ = T (div Φ).
(5.2)

Proof of Proposition 5.1

Let (u , π) ∈ S ′(Rn)×S ′(Rn) be a solution of (5.1), with f = 0. Then taking the

divergence of the first equation of (5.1), we obtain

∆π = 0.

Thus, π is a harmonic polynomial. Now, we have

∆
(
−∆u + 2

∂u

∂x1

)
= −∆(∇π) = 0.

It follows that

|ξ|2(|ξ|2 − iξ1)û(ξ) = 0.

Hence the support of û is included in {0} and consequently u is a polynomial. If

in addition u ∈ W̃m,p
0 (Rn)n and π ∈ Wm−1,p

0 (Rn), then necessarily u ∈ (Q`)n and

π ∈ P∆
`−1. This ends the proof of the first assertion of the proposition. Now, according

to the Lemma 4.14 there exists a polynomial r ∈ Q`+1 such that Tr = π. The vector

function u+∇r belongs to (P`)n. Hence, there exists a vectorial function ϕ ∈ (P`+2)n

such that ∆ϕ = u+∇r (since ∆P`+2 = P`). Furthermore, by applying the divergence

operator to this identity one deduces that the function s = div ϕ − r is a harmonic

polynomial, and consequently belongs to P∆
`+1. Since div (P∆

k+1) = P∆
k (see [15] or [1]),

there exists a polynomial θ ∈ (P∆
`+2)

n such that div θ = −s. Set Φ = ϕ+θ ∈ (P`+2)n.

Then, div Φ = r, ∆Φ = ∆ϕ. It follows that u = ∆Φ−∇(div Φ) and π = T (div Φ).

Since Tui + ∂iπ = 0, we deduce that ∆(TΦi) = 0, i = 1, ..., n which ends the proof of

(5.2). The converse is straightforward. Indeed, let Φ = (Φ1, ...,Φn) ∈ (P`+2)n such

that div Φ ∈ Q`+1, (∆ ◦ T )Φi = 0, i = 1, ..., n, and consider the pair (λ, µ) given by

(5.2). Since TQ`+1 = P` then obviously we have µ ∈ P∆
`−1. Moreover, ∆Φ ∈ (Q`)n

since ∆Φ ∈ Pn
` and

2
∂(∆Φ)

∂x1
= T∆Φ + ∆2Φ = ∆2Φ ∈ Pn

`−2. ¥
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Let us notice that N ` = {(0, 0)} if ` < 0, N 0 = R×{0} and N 1 = Q+
1 ×R. Our first

existence result is for f ∈ W−1,p
0 (Rn) and g ∈ Lp(Rn). Note that a different proof of

the next theorem, in the particular case n = 3, is given in [4].

Theorem 5.2. Assume n/p 6= 1 and n/p′ 6= 1.

Let f ∈ W−1,p
0 (Rn)⊥P[1−n/p′] and h ∈ W̃ 0,p

0 (Rn) satisfying

∀q ∈ P[2−n/p′], 〈
∂h

∂x1
, q〉 = 0 (5.3)

Then the Oseen system (5.1) has a unique solution

(u, π) ∈ (W̃
1,p

0 (Rn)× Lp(Rn))/N [1−n/p]. Moreover, the following estimate holds

inf
λ∈P[1−n/p]

‖u + λ‖fW 1,p
0 (Rn)

+ ‖π‖Lp(Rn) .
(
‖f ‖W−1,p

0 (Rn) + ‖h‖fW 0,p
0 (Rn)

)
. (5.4)

Proof of Theorem 5.2

1) Consider first (u , π) ∈ W̃
1,p

0 (Rn) × Lp(Rn). Then −∆u + 2 ∂u
∂x1

+ ∇π ∈
W−1,p

0 (Rn). Thus, due to the density of D(Rn) in W̃ 1,p
0 (Rn), for any λ ∈ W̃

1,p′

0 (Rn),

we have

〈−∆u + 2
∂u

∂x1
+∇π, λ〉

W−1,p
0 (Rn)×W1,p′

0 (Rn)
= 〈u ,−∆λ− 2

∂λ

∂x1
〉
W−1,p

0 (Rn)×W1,p′
0 (Rn)

−〈π, div λ〉Lp(Rn)×Lp′ (Rn).

Thus, necessarily −∆u + 2
∂u

∂x1
+∇π ∈ W−1,p

0 (R3)⊥P[1−n/p′].

2) The uniqueness is a straightforward consequence of Proposition 5.1, since (u , π) ∈
W̃

1,p

0 (Rn) × Lp(Rn) satisfying (5.1) with f = h = 0 implies that u ∈ P[1−n/p] and

π = 0. Namely (u , π) ∈ N [1−n/p].

3) Let us now prove existence. Given f ∈ W−1,p
0 (R3)⊥P[1−n/p′] and h ∈ W̃ 0,p

0 (Rn)

satisfying (5.3), then it is easy to see that div f − Th ∈ W−2,p
0 (Rn)⊥P[2−n/p′]. Now

setting m = l = 0 in Theorem 2.1 1), we see that the Laplace operator defined by

∆ : Lp(Rn) → W−2,p
0 (Rn)⊥P[2−n/p′]

is an isomorphism. Thus there exists a unique function π ∈ Lp(Rn) such that

∆π = div f − Th

and satisfying the estimate

‖π‖Lp(Rn) . ‖div f + ∆h− 2
∂h

∂x1
‖W−2,p

0 (Rn)

.
(
‖f ‖W−1,p

0 (Rn) + ‖h‖fW 0,p
0 (Rn)

)
.

(5.5)
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Hence, f −∇π ∈ W−1,p
0 (Rn). Furthermore, since the polynomials of P[1−n/p′] are at

most constants, for any λ ∈ P[1−n/p′], we can write

〈∇π, λ〉
W−1,p

0 (Rn)×W1,p′
0 (Rn)

= 〈π,div λ〉Lp(Rn)×Lp′ (Rn) = 0.

We deduce that f − ∇π ∈ W−1,p
0 (Rn)⊥P[1−n/p′]. By virtue of Theorem 4.5, there

exists a vector field u ∈ W̃
1,p

0 (Rn) such that

−∆u + 2
∂u

∂x1
= f −∇π,

with the estimate

inf
λ∈P[1−n/p]

‖u + λ‖fW 1,p

0 (Rn)
.

(
‖f ‖W−1,p

0 (Rn) + ‖∇π‖W−1,p
0 (Rn)

)
. (5.6)

From (5.5) and (5.6), we obtain (5.4). It remains to prove that div u = h. Let us

notice that div u − h ∈ Lp(Rn) satisfies

T (div u − h) = 0. (5.7)

Thanks to Proposition 4.4, we deduce that div u−h is a polynomial of Lp(Rn) which

implies that div u = h, and this ends the proof. ¥

For our next existence result, we need to prove a preliminary result on polynomials

belonging to Q+
k . To that end, we first begin with the following lemma.

Lemma 5.3. Let p ∈ P` be a polynomial not depending of the variable xi for some

i, 2 ≤ i ≤ n. Then there exists a polynomial q ∈ Q`+2, not depending on xi such that

p = −∆q + 2
∂q

∂x1
.

Proof. The proof is analogous to that of Lemma 4.14. ¥
Proposition 5.4. Let ` ≥ 0 be an integer. Then we have

Q+
`+1 = div (Q+

` ).

Proof. Let us begin with ` = 0, and p = c ∈ R. Let λ = (λ1, ..., λn) ∈ P1, such that

λ1 = 0 and for any integer i ≥ 2, λi = 1
n−1cxi. Then we easily see that λ ∈ Q+

1 and

div λ = c.

Suppose now ` ≥ 1 and p ∈ Q+
` . Then, for any integer i ≥ 2, ∂p

∂xi
(xi = 0) is a

polynomial of P`−1 not depending on xi. Thanks to the previous lemma, there exists

a polynomial hi ∈ Q`+1, independent with respect to xi such that

−∆hi + 2
∂hi

∂x1
=

∂p

∂xi
(xi = 0).
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Next, set λ = (λ1, ..., λn) the polynomial such that λ1 = 0 and for any integer i ≥ 2,

λi =
1

n− 1

∫ xi

0

p(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ..., xn)dt + hi.

One can verifies that λ ∈ Q+
`+1 and satisfies

div λ = p,

which ends the proof of the proposition. ¥

We are now ready to prove our next result.

Theorem 5.5. Let m ≥ 2 be an integer and suppose that n/p 6= {1, ...,m} and

n/p′ 6= 1 if m = 2. Let f ∈ Wm−2,p
0 (Rn) and h ∈ W̃m−1,p

0 (Rn). Then the Oseen

system (5.1) has a unique solution (u, π) ∈ (W̃
m,p

0 (Rn) × Wm−1,p
0 (Rn))/N [m−n/p].

Moreover, the following estimate holds

inf
(λ,µ)∈N [m−n/p]

(
‖u + λ‖fWm,p

0 (Rn)
+ ‖π + µ‖W m−1,p

0 (Rn)

)

.
(
‖f ‖Wm−2,p

0 (Rn) + ‖h‖fW m−1,p
0 (Rn)

)
.

(5.8)

Proof of Theorem 5.5

1) If (u , π) ∈ W̃
m,p

0 (Rn) × Wm−1,p
0 (Rn) satisfies (5.1), then from Proposition 5.1,

(u , π) ∈ N [m−n/p].

2) The beginning of the proof of existence is similar to that of the preceding theorem.

Given f ∈ Wm−2,p
0 (Rn) and h ∈ W̃m−1,p

0 (Rn), we have div f − Th ∈ Wm−3,p
0 (Rn).

Considering first the case m ≥ 3, and using Theorem 2.1 1), we deduce the existence

a function π ∈ Wm−1,p
0 (Rn) such that

∆π = div f − Th.

If m = 2, then, we easily see that div f − Th ∈ W−1,p
0 (Rn)⊥P[1−n/p′]. Again from

Theorem 2.1, there exists a unique function π ∈ W 1,p
0 (Rn) satisfying the previous

equality. Thus summarizing, we conclude that for m ≥ 2, there exists a function

π ∈ Wm−1,p
0 (Rn) satisfying the previous Laplace equation. Next, we see that f −∇π ∈

Wm−2,p
0 (Rn). Thanks to Theorem 4.6, there exists a vector field u ∈ W̃

m,p

0 (Rn)

satisfying

−∆u + 2
∂u

∂x1
= f −∇π.

It follows that div u − h ∈ Wm−1,p
0 (Rn) verifies

T (div u − h) = 0.



140 T. Z. BOULMEZAOUD AND U. RAZAFISON

Therefore, div u − h = q ∈ Q+
[m−1−n/p]. Proposition 5.4 implies that there exists a

polynomial λ ∈ Q+
[m−n/p] ⊂ W̃

m,p

0 (Rn) such that

div λ = q.

Thus, (u − λ, π) ∈ W̃
m,p

0 (Rn)×Wm−1,p
0 (Rn) is a solution of the system (5.1). ¥

Theorem 5.6. Let m ≥ 2 be an integer. Suppose that n/p′ 6= {1, ..., m} and

n/p 6= {1, 2[m/2]+2−m}. Let f ∈ W−m,p
0 (Rn)⊥P[m−n/p′] and h ∈ W̃−m+1,p

0 (Rn)⊥⊥P[m+1−n/p′].

Then the Oseen system (5.1) has a unique solution (u, π) ∈ ((W̃
−m+2,p

0 (Rn)⊥⊥P[m−n/p′])×
W−m+1,p

0 (Rn)). Moreover, the following estimate holds

‖u‖fW−m+2,p

0 (Rn)
+ ‖π‖W−m+1,p

0 (Rn) .
(
‖f ‖W−m,p

0 (Rn) + ‖h‖fW−m+1,p
0 (Rn)

)
. (5.9)

Proof of Theorem 5.6

The proof is again similar to that of the previous ones. Given f ∈ W−m,p
0 (Rn)⊥P[m−n/p′]

and h ∈ W̃−m+1,p
0 (Rn)⊥⊥P[m+1−n/p′], then div f−Th ∈ W−m−1,p

0 (Rn)⊥P[m+1−n/p′].

Now using the isomorphism of the Laplace operator defined by

∆ : W−m+1,p
0 (Rn) → W−m−1,p

0 (Rn)⊥P[m+1−n/p′],

there exists a unique function π ∈ W−m+1,p
0 (Rn) such that

∆π = div f − Th.

Now since ∆π ∈ W−m−1,p
0 (Rn)⊥P[m+1−n/p′], we deduce that∇π ∈ W−m,p

0 (Rn)⊥P[m−n/p′]

which implies that f −∇π ∈ W−m,p
0 (Rn)⊥P[m−n/p′]. Hence using Theorem 4.7, there

exists a unique vector field u ∈ W̃
−m+2,p

0 (Rn)⊥⊥P[m−n/p′]) such that

−∆u + 2
∂u

∂x1
= f −∇π.

Finally, since the space W−m+1,p
0 (Rn) does not contain polynomials, we easily deduce

that div u = h which ends the proof. ¥

Appendix A. Proof of Proposition 3.2.

Suppose that n ≥ 3

(a) We have
∫

Rn

|O(x )|pdx =
∫

|x |≥2x1

|O(x )|pdx +
∫

|x |≤2x1

|O(x )|pdx

If |x | ≥ 2x1, then (2.1) gives

|O(x )| ≤ c
(1 + |x |)(n−3)/2

|x |n−2
ex1−|x | ≤ c

(1 + |x |)(n−3)/2

|x |n−2
e−|x |/2,
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Thus,
∫

|x |≥2x1

|O(x )|pdx ≤
∫

Rn

(1 + |x |)(n−3)/2

|x |p(n−2)
e−p|x |/2dx < +∞,

if p(n − 2) < n. Now, let α be a real, 0 < α < 1. Using (2.1) in each region

{x ; (1 + αk+1)x1 ≤ |x | ≤ (1 + αk)x1} gives

∫

|x |≤2x1

|O(x )|pdx =
+∞∑

k=0

∫

(1+αk+1)x1≤|x |≤(1+αk)x1

|O(x )|pdx.

≤ c2

+∞∑

k=0

∫ +∞

0

(∫ [(1+αk)2−1]1/2x1

[(1+αk+1)2−1]1/2x1

ρn−2
1 dρ1

)
(1 + x1)(n−3)/2e−pαk+1x1

x
(n−2)p
1

dx1,

≤ c3(α)
+∞∑

k=0

αk

∫ +∞

0

(1 + x1)(n−3)/2e−pαk+1x1

x
(n−2)p−n+1
1

dx1,

≤ c4(α)
+∞∑

k=0

α[(n−1)p/2−n+1](k+1)

∫ +∞

0

(1 + t)(n−3)/2e−pt

t(n−2)p−n+1
dt,

where ρ1 = (x2
2 + ... + x2

n)1/2. Hence,
∫

|x |≤2x1

|O(x )|pdx < +∞

if 2 < p < n/(n − 2). This condition is possible only if n = 3, and this ends

the proof of part (a).

(b) If |x | ≥ 2x1, then (2.1) gives again

|O(x )−g2(x )| ≤ c
(1 + |x |)(n−3)/2

|x |n−2
ex1−|x ||1−e−x1 | ≤ c

(1 + |x |)(n−3)/2

|x |n−3
e−|x |/2,

Similarly, in each region {x ; (1 + αk+1)x1 ≤ |x | ≤ (1 + αk)x1}, we have

|O(x )− g2(x )| ≤ c1(α)
(1 + x1)(n−3)/2

xn−2
1

ex1−|x ||1− e−x1 |

≤ c2(α)
(1 + x1)(n−5)/2

xn−3
1

e−αk+1x1 ,

where we used the inequality (1 + x1)|1− e−x1 | ≤ cx1. The constants c1 and

c2 do not depend on k. We prove similarly that
∫

Rn

|O(x )− g2|pdx < +∞,

if 2 < p < n/(n − 3), which is only possible if 3 ≤ n ≤ 5. If n = 3, we have

clearly O(x )− g2 ∈ L∞(R3).

Appendix B. Proof of Corollary 3.4.
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Part (a) follows from Proposition 3.2 and Young’s inequality

‖O ∗ f‖Lr(R3) . ‖O‖Lθ(R3)‖f‖Lp(R3),

with

1
θ

= 1 +
1
r
− 1

p
(hence 2 < θ < 3) .

When r = p∗2, 1 < p < 3/2, one can use the inequality |O ∗ f | ≤ I2(|f |), where I2(f)

is the Riesz potential of f defined by (cf. [24])

I2(f)(x ) =
∫

Rn

f(y)
|x − y |n−2

. (5.10)

Part (b) comes also from Proposition 3.2 and Young’s inequality.

Part (c) follows from the following lemma combined with Marcinkiewicz interpolation

theorem (see for instance [24], Appendix B).

Lemma 5.7. Suppose that 1 < p < 3/2 and n = 3. If f ∈ Lp(R3) then

m({x; |(O(x)− g2) ∗ f | > λ} ≤
(

Ap

‖f‖Lp(R3)

λ

)q

,

where m denotes the Lebesgue measure and

q =
p(p + 3)
(3− 2p)

.

Proof. Following Stein (see [24], Chap. V. 1.2 Theorem 1), we set

K1(x ) = O(x )− g2(x ) if |x | ≤ µ, K1(x ) = 0 if |x | > µ

K2(x ) = O(x )− g2(x ) if |x | > µ, K2(x ) = 0 if |x | ≤ µ

We suppose without loss of generality that ‖f‖Lp(Rn) = 1. Then,

|K1(x )| ≤ c
|ex1−|x | − e−|x ||

|x | ≤ c
|x1|
|x | ≤ c,

and we deduce that K1 ∈ L1(R3), Moreover,

‖K1‖L1(R3) ≤ c

∫

|x |≤µ

dx = µ3.

On the other hand,

‖K2 ∗ f‖L∞(R3) ≤ ‖K2‖Lp′ (R3)‖f‖Lp(R3).

We have also |K2(x )| ≤ c

|x | . Thus,

∫

R3
|K2(x )|p′dx ≤ c

∫

|x |≥µ

1
|x |p′ dx = µ3−p′ .
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We choose µ = λp′/(3−p′). Hence,

‖K2 ∗ f‖L∞(R3) ≤ ‖K2‖Lp′ (R3)‖f‖Lp(R3) ≤ λ,

and

m({x ; |K2 ∗ f | > λ}) = 0.

Moreover,

‖K1‖L1(R3) ≤ λ3p′/(3−p′).

We get

‖K1 ∗ f‖p
Lp(R2)

λp
≤ λ3qp/(3−q)−p = λ−(p+3)p/(3−2p).

Thus,

m({x ; |(O(x )− g2) ∗ f | > λ}) ≤ m({x ; |K1 ∗ f | > λ}) + m({x ; |K2 ∗ f | > λ}).
. λ−p‖K1 ∗ f‖p

Lp(R3)

. λ−p‖K1‖p
L1(R3)‖f‖p

Lp(R3)

. λ3p′p/(3−p′)−p = λ−(p+3)p/(3−2p).

¥
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Chapitre 5

Le problème stationnaire d’Oseen

dans un domaine extérieur

5.1 Introduction et notations

Soit Ω un domaine extérieur de R3 que l’on supposera connexe et de frontière au

moins lipschitzienne. L’objectif de ce chapitre est d’étudier le problème d’Oseen

suivant : étant donnés f et g, on cherche un couple (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (Ω) × Lp(Ω)

vérifiant

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f dans Ω,

div u = g dans Ω,

u = u∗ sur ∂Ω.

(5.1)

Cela revient à étendre le résultat d’existence du théorème 3.34 dans le cas d’un

domaine extérieur. Notre approche est basée sur l’idée suivante : pour résoudre

un problème linéaire dans un domaine extérieur, il suffit de combiner les résultats

obtenus dans l’espace tout entier avec ceux obtenus dans un domaine borné. Cette

idée a été proposée par Giroire dans [32], reprise ensuite dans [7] et [3]. Nous

commençons donc par étudier le problème d’Oseen dans un domaine borné. Nous

analysons ensuite le problème (5.1) d’abord dans le cas hilbertien puis dans le cas
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5.1. Introduction et notations

général. Nous introduisons l’ espace

L̃p(R3) =

{
g̃ ∈ Lp(R3),

∂g̃

∂x1

∈ W−2,p
0 (R3)

}
,

muni de la norme

‖g̃‖eLp(R3) = ‖g̃‖Lp(R3) +

∥∥∥∥
∂g̃

∂x1

∥∥∥∥
W−2,p

0 (R3)

,

et on pose

Zp(Ω) =

{
g̃|Ω, g̃ ∈ L̃p(R3), ∀λ ∈ IP[2−3/p′], 〈 ∂g̃

∂x1

, λ〉
W−2,p

0 (R3)×W2,p′
0 (R3)

= 0

}
⊂ Lp(Ω).

L’espace Zp(Ω) est muni de la norme

‖g‖Zp(Ω) = inf
{g̃∈eLp(R3), g̃|Ω=g}

‖g̃‖eLp(R3).

Nous introduisons aussi l’espace suivant

V(Ω) = {v ∈
◦

W 1,2
0 (Ω), div v = 0 dans Ω}.

Nous définissons à présent l’opérateur

T : (u, π) −→
(
−∆u +

∂u

∂x1

+∇π,−div u

)
.

Définition 5.1 On pose,

1) si 1 < p < 4,

N p
0(Ω) = {(u, π) ∈ (Lr2(Ω)∩

◦
W̃ 1,p

0 (Ω))× Lp(Ω),

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = 0, div u = 0 dans Ω}.
(5.2)

où r2 est donné par la définition 3.7.
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5.2. Résultats préliminaires

2) Si p ≥ 4,

N p
0(Ω) = {(u, π) ∈

◦
W̃ 1,p

0 (Ω)× Lp(Ω),

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = 0, div u = 0 dans Ω}.
(5.3)

On suppose que R est un réel strictement positif fixé. Nous introduisons la partition

de l’unité suivante : soient deux fonctions ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(R3) telle que :

0 ≤ ϕ1, ϕ2 ≤ 1, ϕ1 + ϕ2 = 1 dans R3,

ϕ2 = 1 dans BR, Supp ϕ2 ⊂ BR+1.
(5.4)

5.2 Résultats préliminaires

Ce paragraphe est consacré au problème (5.1) lorsque celui-ci est posé dans un

domaine borné. Par une application directe du théorème de Lax-Migram, nous

obtenons facilement le résultat suivant :

Proposition 5.2 Soit Ω′ un ouvert borné. On suppose g = 0, u∗ = 0 et f ∈
H−1(Ω′). Alors le problème (5.1) possède une unique solution (u, π) ∈ H1(Ω′) ×
(L2(Ω′)/R) satisfaisant la relation

‖∇u‖L2(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖L2(Ω′) ≤ C‖f ‖H−1(Ω′).

Nous rappelons à présent un résultat sur le problème de Stokes. Le lecteur pourra

consulter une preuve dans [5].

Théorème 5.3 Soit Ω′ un ouvert borné à frontière C1,1. Soient f ∈ W −1,p(Ω′),

g ∈ Lp(Ω) et u∗ ∈W 1/p′,p(∂Ω′) satisfaisant la condition de compatibilité suivante

∫

Ω′
g(x) dx =

∫

∂Ω′
u∗.n ds. (5.5)

Alors, le problème de Stokes suivant

−∆u +∇π = f , div u = g dans Ω′, u = u∗ sur ∂Ω′,
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5.2. Résultats préliminaires

possède une unique solution (u, π) ∈ W 1,p(Ω′) × (Lp(Ω′)/R). De plus nous avons

l’estimation suivante :

‖u‖W 1,p(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖Lp(Ω′) ≤ C

(
‖f ‖W−1,p(Ω′) + ‖g‖Lp(Ω′) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω′)

)
.

Grâce au théorème 5.3 et à la proposition 5.2, nous pouvons montrer la proposition

suivante :

Proposition 5.4 Soit Ω′ un ouvert borné à frontière C1,1. On suppose p > 2,

f ∈ W −1,p(Ω′), g = 0 et u∗ = 0. Alors, le problème (5.1) possède une unique

solution (u, π) ∈W 1,p
0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) satisfaisant la relation

‖u‖W 1,p(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖Lp(Ω′) ≤ C‖f ‖W−1,p(Ω′),

où C > 0 dépend de Ω′ et p.

Preuve : Comme p > 2 et f appartenant à W −1,p(Ω′), alors f appartient à

H−1(Ω′). Par la proposition 5.2, le problème (5.1) possède alors une unique solution

(u, π) ∈ H1(Ω′) × (L2(Ω′)/R). Cela implique donc que ∂u
∂x1

∈ L2(Ω′). Par les

injections de Sobolev, nous obtenons

∂u

∂x1

∈ L2(Ω′) ⊂W −1,q(Ω′), ∀q ∈ ]1, 6].

(i) si 2 < p ≤ 6, ∂u
∂x1

appartient à W −1,p(Ω′) et par conséquent f − ∂u
∂x1

appartient

aussi à W −1,p(Ω′). D’après le théorème 5.3, Il existe donc un unique couple (v, η) ∈
W 1,p

0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) solution de

−∆v +∇η = f − ∂u

∂x1

, div v = 0 dans Ω′, v = 0 sur ∂Ω′.

Nous en déduisons que u = v ∈ W 1,p
0 (Ω′) et π = η ∈ Lp(Ω′)/R ce qui établit le

résultat.

(ii) Si 6 < p < ∞, comme f ∈ W −1,p(Ω′), alors f appartient aussi à W −1,6(Ω′).

On utilise alors le résultat précedent pour en déduire qu’il existe un unique couple

(u, π) ∈ W 1,6
0 (Ω′) × (L6(Ω′)/R) solution de (5.1). Cela entrâıne que ∂u

∂x1
∈ L6(Ω′),
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et, par les injections de Sobolev, nous en déduisons que

∂u

∂x1

∈ L6(Ω′) ⊂W −1,q(Ω′) 1 < q < ∞.

Nous procédons ensuite comme précédemment pour finir la preuve. ¥

En utilisant le lemme 3.3 de [5], le problème non homogène est immédiatement

résolvable.

Proposition 5.5 Soit Ω′ un ouvert borné à frontière C1,1. On suppose p ≥ 2, f ∈
W −1,p(Ω′), g ∈ Lp(Ω) et u∗ ∈W 1/p′,p(∂Ω′) satisfaisant la condition de compatibilité

(5.5). Alors, le problème (5.1) possède une unique solution (u, π) ∈ W 1,p(Ω′) ×
(Lp(Ω′)/R). De plus nous avons l’estimation suivante :

‖u‖W 1,p(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖Lp(Ω′) ≤ C

(
‖f ‖W−1,p(Ω′) + ‖g‖Lp(Ω′) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω′)

)
.

En particulier cette proposition montre que si p ≥ 2, l’opérateur T

T : W 1,p
0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) −→W −1,p(Ω′)× (Lp(Ω′)⊥R)

est un isomorphisme. Maintenant par dualité, nous en déduisons que si 1 < p ≤ 2,

l’opérateur T∗

T∗ : W 1,p
0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) −→W −1,p(Ω′)× (Lp(Ω′)⊥R)

est un isomorphisme. Ce résultat nous permet d’établir l’équivalent de la proposition

5.4 pour le cas 1 < p < 2.

Proposition 5.6 Soit Ω′ un ouvert borné à frontière C1,1. On suppose 1 < p < 2,

f ∈ W −1,p(Ω′), g = 0 et u∗ = 0. Alors, le problème (5.1) possède une unique

solution (u, π) ∈W 1,p
0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) satisfaisant la relation

‖u‖W 1,p(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖Lp(Ω′) ≤ C‖f ‖W−1,p(Ω′).

Preuve : On définit Ω′′ le symétrique de Ω par rapport à l’origine des coordonnées.

Maintenant, si f ∈W −1,p(Ω′) alors pour tout ` = 1, 2, 3, on peut écrire f` = div F`
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avec F` ∈ Lp(Ω′). Pour tout ` = 1, 2, 3 et pour presque tout x ∈ Ω′, on pose

H`(−x) = −F`(x) et h` = div H`. Nous avons alors h ∈ W −1,p(Ω′′). De plus,

pour tout ϕ ∈ D(Ω′), ψ ∈ D(Ω′′) telles que ∀x ∈ Ω′, ϕ(x) = ψ(−x), nous avons

〈f , ϕ〉D′(Ω′)×D(Ω′) = 〈h ,ψ〉D′(Ω′′)×D(Ω′′). D’après l’isomorphisme de l’opérateur T∗,

ci-dessus, il existe un unique couple (v, q) ∈W 1,p
0 (Ω′′)× (Lp(Ω′′)/R) solution de

−∆v− ∂v

∂x1

+∇q = h , div v = 0 dans Ω′′, v = 0 sur ∂Ω′′.

Il suffit ensuite de poser, pour presque tout x ∈ Ω′, u(x) = v(−x) et π(x) = −q(−x).

Le couple (u, π) ∈W 1,p
0 (Ω′)× (Lp(Ω′)/R) satisfait alors (5.1). ¥

Nous pouvons donc établir le résultat suivant

Proposition 5.7 Soit Ω′ un ouvert borné à frontière C1,1. On suppose de plus

que 1 < p < ∞, f ∈ W −1,p(Ω′), g ∈ Lp(Ω′) et u∗ ∈ W 1/p′,p(∂Ω′) satisfaisant

la condition de compatibilité (5.5). Alors, le problème (5.1) possède une unique

solution (u, π) ∈W 1,p(Ω′)× (Lp(Ω′)/R). De plus nous avons l’estimation

‖u‖W 1,p(Ω′) + inf
K∈R ‖π + K‖Lp(Ω′) ≤ C

(
‖f ‖W−1,p(Ω′) + ‖g‖Lp(Ω′) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω′)

)
.

Remarque 5.8 Il est bien sûr immédiat que tous les arguments utilisés pour obtenir

le résultat général de la proposition 5.7 peuvent être utilisés pour le modèle scalaire.

Cette fois-ci, ce sont les résultats sur le problème de Dirichlet pour le laplacien (voir

par exemple [33] ou [39]) qu’on utilise. Plus précisément on peut montrer que si

1 < p < ∞, f ∈ W−1,p(Ω′) et u∗ ∈ W 1/p′,p(∂Ω′), le problème

−∆u +
∂u

∂x1

= f dans Ω′, u = u∗ sur ∂Ω′

possède une unique solution u ∈ W 1,p(Ω′) satisfaisant l’estimation

‖u‖W 1,p(Ω′) ≤ C
(
‖f‖W−1,p(Ω′) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω′)

)
.
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5.3 Le cas hilbertien

Nous commençons tout d’abord par montrer l’existence de solutions faibles du

problème (5.1). Cette notion de solutions faibles a déjà été introduite par Finn

[25] et reprise ensuite par Galdi [27].

Définition 5.9 Un champ de vecteurs u : Ω → R3 est appelé solution faible du

problème d’Oseen (5.1) si

1. u ∈ H1
loc(Ω), tel que ∇u ∈ L2(Ω) et u = 0 sur ∂Ω ;

2. div u = 0 dans Ω ;

3. Pour tout ϕ ∈ V(Ω) = {ϕ ∈ D(Ω), div ϕ = 0} :

∫

Ω

∇u∇ϕdx−
∫

Ω

u
∂ϕ

∂x1

dx = 〈f ,ϕ〉D′(Ω)×D(Ω). (5.6)

Proposition 5.10 Soit Ω un domaine extérieur de frontière lipschitzienne. On

suppose g = 0, u∗ = 0 et f ∈ W −1,2
0 (Ω). Alors (5.1) possède une solution faible

u ∈
◦

W 1,2
0 (Ω). De plus, nous avons

‖∇u‖L2(Ω) ≤ C‖f ‖W−1,2
0 (Ω).

Preuve : On considère une suite croissante de réels (Rn)n∈N, avec R0 > 0 et

lim
n→∞

Rn = +∞. Comme f ∈ W −1,2
0 (Ω), alors sa restriction à ΩRn appartient à

H−1(ΩRn). De plus, nous avons

‖f ‖H−1(ΩRn ) ≤ ‖f ‖W−1,2
0 (Ω). (5.7)

Nous approchons le problème (5.1) par une suite de problèmes posés dans les do-

maines bornés ΩRn : Chercher un ∈ V(ΩRn) telle que

∀ϕ ∈ V(ΩRn),

∫

ΩRn

∇un∇ϕ dx +

∫

ΩRn

∂un

∂x1

ϕ dx = 〈f ,ϕ〉H−1(ΩRn)×H1
0(ΩRn). (5.8)
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Le théorème de Lax-Milgram nous fournit l’existence d’un unique vecteur un appar-

tenant à V(ΩRn) solution de (5.8) et vérifiant

‖∇un‖L2(ΩRn ) ≤ ‖f ‖H−1(ΩRn ). (5.9)

Soit maintenant ũn l’extension par zéro de un dans R3 \ ΩRn . Alors ũn ∈ V(Ω) et

de (5.7), (5.9), on obtient

‖∇ũn‖L2(Ω) ≤ ‖f ‖W−1,2
0 (Ω). (5.10)

La suite (ũn) est donc bornée dans V(Ω) qui est un espace de Hilbert, donc réflexif.

Nous pouvons donc en extraire une sous-suite, que nous noterons encore ũn, qui

converge faiblement vers un élément u dans V(Ω). De plus, nous avons

‖∇u‖L2(Ω) ≤ lim
n→∞

inf ‖∇ũn‖L2(Ω) ≤ ‖f ‖W−1,2
0 (Ω). (5.11)

Il nous reste maintenant à montrer que u ∈ V(Ω) est bien solution faible de (5.1),

autrement dit, que u satisfait (5.6). Soit un entier N > 0 et ϕ ∈ V(Ω) telle que son

support soit inclus dans ΩRN
. De (5.8), pour tout n ≥ N , nous avons

∫

Ω

∇ũn∇ϕ dx +

∫

Ω

∂ũn

∂x1

ϕ dx = 〈f ,ϕ〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

. (5.12)

Puisque ũn tend faiblement vers u dans
◦

W 1,2
0 (Ω), nous pouvons passer à la limite

dans (5.12). Ainsi u ∈ V(Ω) satisfait

∫

Ω

∇u∇ϕ dx +

∫

Ω

∂u

∂x1

ϕ dx = 〈f ,ϕ〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

. ¥

Remarque 5.11 A partir de la proposition 5.10 et par un théorème de G. de Rham

[19], nous en déduisons l’existence d’une pression π ∈ D′(Ω) telle que (u, π) soit

solution de (5.1) au sens des distributions. De plus, comme Ω est connexe, π est

unique à une constante additive près. Maintenant, comme f + ∆u− ∂u
∂x1

∈ H−1
loc(Ω),

grâce à un résultat de Tartar [60], nous pouvons montrer que, finalement, π ∈
L2

loc(Ω). Ainsi, le couple (u, π) ∈
◦

W 1,2
0 (Ω) × L2

loc(Ω) est une solution de (5.1) au

sens des distributions.
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Notre prochain objectif est de montrer l’équivalent des estimations du théorème

3.34. Autrement dit, nous allons montrer que (u, π) appartient à (L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩
W̃

1,2

0 (Ω))× L2(Ω). Nous allons, tout d’abord, caractériser l’espace N 2
0(Ω).

Proposition 5.12 Soit Ω un ouvert extérieur de R3 de classe C2. On a la car-

actéristation

N 2
0(Ω) = {(0, 0)}.

Preuve : Soit (u, π) ∈ N 2
0(Ω). Remarquons que d’après le théorème VII.1.1 page

353 de [27], le couple (u, π) appartient à H2
loc(Ω)×H1

loc(Ω). Par conséquent la trace

normale ∂u
∂n

existe et appartient à H1/2(∂Ω) et la restriction de π sur ∂Ω est un

élément de H1/2(∂Ω). Maintenant, pour tout v ∈ D(Ω), nous avons

〈−∆u, v〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

+ 〈 ∂u

∂x1

, v〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

+ 〈∇π, v〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

= 0.

C’est-à-dire, pout tout v ∈ D(Ω), nous avons

∫

Ω

∇u∇v dx + 〈 ∂u

∂x1

, v〉
W−1,2

0 (Ω)×
◦

W1,2
0 (Ω)

−
∫

Ω

πdiv v dx = 0.

Comme D(Ω) est dense dans
◦

W̃ 1,2
0 (Ω) (voir la proposition 2.8), la relation précédente

est donc vraie pout tout v ∈
◦

W̃ 1,2
0 (Ω). En prenant v = u, nous obtenons

∫

Ω

|∇u|2dx = 0.

Comme u appartient à
◦

W 1,2
0 (Ω), nous en déduisons que u = 0. De plus, comme

Ω est connexe, cela entrâıne que ∇π = 0, c’est-à-dire π est une constante de L2(Ω),

donc π = 0, ce qui termine la preuve. ¥

Théorème 5.13 Soit Ω un ouvert extérieur de classe C2. On suppose g = 0,

u∗ = 0 et f ∈ W −1,2
0 (Ω). Alors, le problème (5.1) admet une unique solution

(u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω)∩
◦

W̃ 1,2
0 (Ω))× L2(Ω). De plus nous avons

‖u‖L4(Ω)+‖u‖L6(Ω)+‖∇u‖L2(Ω)+

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,2

0 (Ω)

+‖π‖L2(Ω) ≤ C‖f ‖W−1,2
0 (Ω). (5.13)
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Preuve : Il suffit de montrer que l’opérateur T :

T : (L4(Ω) ∩ L6(Ω)∩
◦

W̃ 1,2
0 (Ω))× L2(Ω) −→W −1,2

0 (Ω)× {0}

est un isomorphisme. L’opérateur T est clairement linéaire et continu. D’après la

proposition 5.12, il est aussi injectif. Montrons sa surjection. Soit f ∈ W −1,2
0 (Ω),

alors d’après la remarque 5.11, le problème (5.1) possède une solution

(u, π) ∈
◦

W 1,2
0 (Ω)×L2

loc(Ω). On étend u et π par zéro dans R3 \Ω et on note encore

u et π les extensions. Nous avons alors (u, π) ∈ W 1,2
0 (R3) × L2

loc(R3). Montrons

à présent que (u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω)) × L2(Ω). Nous allons, pour cela, utiliser

le théorème 3.34 et il nous faut donc nous ramener à tout l’espace. On suppose

que R est un réel suffisamment grand pour que R3 \ Ω soit inclus dans BR et nous

introduisons la partition de l’unité (5.4). Nous pouvons alors écrire

u = uϕ1 + uϕ2 = u1 + u2

π = πϕ1 + πϕ2 = π1 + π2.

Le support de ϕ2 étant inclus dans ΩR+1 et puisque u2 est étendu par zéro dans

R3 \ Ω, u2 appartient à H1
0(ΩR+1). Par les injections de Sobolev, u2 appartient à

L6(ΩR+1) et nous pouvons conclure que

u2 ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω))∩
◦

W 1,2
0 (Ω).

De même, comme π ∈ L2
loc(Ω), nous avons immédiatement

π2 ∈ L2(Ω).

A présent, un calcul immédiat nous montre qu’au sens des distributions, le couple

(u1, π1) vérifie

−∆u1 +
∂u1

∂x1

+∇π1 = f̃ , div u1 = g̃ dans R3, (5.14)

où

f̃ = ϕ1f + u∆ϕ2 + 2∇u∇ϕ2 − u
∂ϕ2

∂x1

− π∇ϕ2

154



5.3. Le cas hilbertien

et

g̃ = −u2∇ϕ2.

Puisque f ∈ W −1,2
0 (Ω) et 0 ≤ ϕ1 ≤ 1, nous en déduisons que ϕ1f ∈ W −1,2

0 (R3).

Par ailleurs, puisque u ∈
◦

W 1,2
0 (Ω), π ∈ L2

loc(Ω) et que le support de ϕ2 est inclus

dans BR+1 , les termes u∆ϕ2, ∇u∇ϕ2, u∂ϕ2

∂x1
et π∇ϕ2 appartiennent à L2(R3).

Nous pouvons donc conclure que f̃ ∈W −1,2
0 (R3). Maintenant, par un raisonnement

similaire, nous avons g̃ = −u2∇ϕ2 ∈ L2(ΩR+1). Il est ensuite facile de voir que

g̃ ∈ L2(ΩR+1) ∩ H−1(ΩR+1) et donc g̃ ∈ L2(R3) ∩ W−1,2
0 (R3). Cela implique que

∂g̃
∂x1

∈ W−2,2
0 (R3) et

〈 ∂g̃

∂x1

, 1〉W−2,2
0 (R3)×W 2,2

0 (R3) = 0.

Le théorème 3.34 nous donne alors l’existence d’un unique couple (v, η) ∈ (L4(R3)∩
L6(R3) ∩ W̃

1,2

0 (R3))× L2(R3) solution de

−∆v +
∂v

∂x1

+∇η = f̃ , div v = g̃, dans R3.

En posant à présent w = v− u1 ∈ S ′(R3) et τ = η − π1 ∈ D′(R3), il vient

−∆w +
∂w

∂x1

+∇τ = 0, div w = 0, dans R3. (5.15)

En prenant la divergence de la première équation de (5.15), nous obtenons ∆τ = 0.

Cela entraine que −∆w + ∂w
∂x1

est harmonique. Par un raisonnement analogue à la

preuve de la proposition 3.30, nous obtenons que w est un champ de vecteurs dont

chaque composante est un polynôme . Mais l’espace W 1,2
0 (R3) ne contenant pas de

polynômes nous en déduisons que w = 0. D’où, u1 appartient à L4(Ω) ∩ L6(Ω)∩
◦

W 1,2
0 (Ω). De plus nous en déduisons aussi ∇τ = 0. Ainsi τ = c ∈ R et π1 = η + c.

Nous pouvons donc prendre comme représentant π = π2 + η ∈ L2(Ω). Nous avons

donc montrer que la solution (u, π) appartient à (L4(Ω)∩L6(Ω)∩
◦

W 1,2
0 (Ω))×L2(Ω).

Par ailleurs, de la première équation de (5.1) et par différence nous en déduisons

que ∂u
∂x1

∈W −1,2
0 (Ω). D’où, (u, π) appartient à (L4(Ω)∩L6(Ω)∩

◦
W̃ 1,2

0 (Ω))×L2(Ω)

vérifie T(u, π) = (f , 0). ¥
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Remarque 5.14 Pour la fin de la preuve du théorème 5.13, nous ne pouvions pas

utiliser directement la proposition 3.30 car τ appartient à D′(R3) et non à S ′(R3).

Pour étudier le problème non homogène d’Oseen, nous commençons par montrer

l’existence d’un relèvement du terme de bord. Ce résultat s’inspire de celui obtenu

par Finn [25]. Le lecteur pourra aussi consulter Galdi [27].

Lemme 5.15 Soit Ω un ouvert extérieur de frontière lipschitzienne. Soit u∗ ∈
H1/2(∂Ω). Alors, il existe un vecteur w ∈ H1(Ω) telle que

div w = 0 dans Ω,

w = u∗ sur ∂Ω
(5.16)

et

‖w‖H1(Ω) ≤ C‖u∗‖H1/2(∂Ω). (5.17)

Preuve : Pour tout i = 1, 2, 3, nous posons

σi(x) =
∂E(x)

∂xi

∫

∂Ω

u∗ · n ds

=
1

4π

xi

|x|3
∫

∂Ω

u∗ · n ds,

Où nous rappelons que E est la solution fondamentale du Laplacien. Remarquons

que nous avons div σ = 0, ∆σ = 0 dans Ω et

∫

∂Ω

σ · n ds =

∫

∂Ω

u∗ · n ds.

De plus, comme σ = O(1/r2), il est facile de voir que σ ∈ H1(Ω). Par conséquent,

la restriction de σ sur la frontière ∂Ω appartient à H1/2(∂Ω). Posons à présent

v∗ = u∗ − σ. Nous avons alors

∫

∂Ω

v∗ · n ds = 0.
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D’après le lemme 3.1 de [31], il existe un vecteur u0 ∈ H1(Ω) à support compact

satisfaisant

div u0 = 0 dans Ω, (5.18)

u0 = v∗ sur ∂Ω (5.19)

et

‖u0‖H1(Ω) ≤ C‖v∗‖H1/2(∂Ω) ≤ C‖u∗‖H1/2(∂Ω)

Soit maintenant w = u0 + σ, alors w ∈ H1(Ω) vérifie (5.16) et (5.17). ¥

Remarque 5.16 Par ce relèvement qui appartient à H1(Ω), nous pouvons facile-

ment montrer que si Ω est un ouvert extérieur de classe C2, f ∈ W −1,2
0 (Ω), u∗ ∈

H1/2(∂Ω) et g = 0, alors le problème (5.1) possède une unique solution (u, π) ∈
(L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃

1,2

0 (Ω))× L2(Ω). De plus nous avons

‖u‖L4(Ω) + ‖u‖L6(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,2

0 (Ω)

+ ‖π‖L2(Ω)

≤ C
(
‖f ‖W−1,2

0 (Ω) + ‖u∗‖H1/2(∂Ω)

)
.

(5.20)

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème d’Oseen (5.1) dans le

cas hilbertien.

Théorème 5.17 On suppose que Ω est un ouvert extérieur de classe C2. Soient

f ∈ W −1,2
0 (Ω), g ∈ Z2(Ω) et u∗ ∈ H1/2(∂Ω). Alors le problème (5.1) possède une

unique solution (u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃
1,2

0 (Ω)) × L2(Ω). De plus nous avons

l’estimation

‖u‖L4(Ω) + ‖u‖L6(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) +

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,2

0 (Ω)

+ ‖π‖L2(Ω)

≤ C
(
‖f ‖W−1,2

0 (Ω) + ‖g‖Z2(Ω) + ‖u∗‖H1/2(∂Ω)

)
.

(5.21)

Preuve : Soient f ∈ W −1,2
0 (Ω), g ∈ Z2(Ω) et u∗ ∈ H1/2(∂Ω). Nous allons tout

d’abord résoudre le problème dans R3 et, pour cela, nous allons étendre les données.

Grâce au théorème 2.1 2) et du théorème du graphe fermé, pour tout ` = 1, 2, 3,

nous pouvons écrire f` = div F`, où F` ∈ L2(Ω). Nous étendons F` par zéro dans
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R3 \ Ω et l’extension F̃` appartient à L2(R3). Nous obtenons ainsi une extension

f̃ de f qui appartient à W −1,2
0 (R3). Par définition de l’espace Z2(Ω), il existe une

extension g̃ ∈ L̃2(R3) satisfaisant

〈 ∂g̃

∂x1

, 1〉W−2,2
0 (R3)×W 2,2

0 (R3) = 0.

Le théorème 3.34 nous donne alors l’existence d’un unique couple (ũ, π̃) ∈ (L4(R3)∩
L6(R3) ∩ W̃

1,2

0 (R3))× L2(R3), solution de

−∆ũ +
∂ũ

∂x1

+∇π̃ = f̃ , div ũ = g̃ dans R3. (5.22)

Nous avons alors ũ|∂Ω − u∗ ∈ H1/2(∂Ω) et d’après la remarque 5.16, il existe un

unique couple (v, η) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃
1,2

0 (Ω))× L2(Ω) solution de

−∆v +
∂v

∂x1

+∇η = 0 dans Ω

div v = 0 dans Ω

v = ũ− u∗ sur ∂Ω.

En posant à présent u = ũ − v et π = π̃ − η, le couple (u, π) appartient à

(L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃
1,2

0 (Ω)) × L2(Ω) et est solution(5.1). L’estimation (5.21) est

une conséquence de théorème 3.34 et de (5.20). ¥

5.4 Le cas général

Nous allons étendre le résultat du théorème 5.17 au cas p 6= 2. Nous commençons

pour cela par le cas homogène et lorsque les données ont un support compact.

Lemme 5.18 Soient Ω un ouvert extérieur de classe C2, p > 2 et r2 le réel donné

dans la définition 3.7. On suppose u∗ = 0. Soient f ∈W −1,p
0 (Ω) à support compact

et g ∈ Zp(Ω) à support compact. Alors le problème (5.1) admet une unique solution

(u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω)∩
◦

W̃ 1,2
0 (Ω))× L2(Ω). (5.23)

158



5.4. Le cas général

De plus,

(i) Si 2 < p < 4, alors (u, π) ∈ (Lr2(Ω)∩
◦

W̃ 1,p
0 (Ω))× Lp(Ω).

(ii) Si p ≥ 4, alors (u, π) ∈
◦

W̃ 1,p
0 (Ω)× Lp(Ω).

Preuve : Puisque p > 2 et f ∈W −1,p
0 (Ω) a un support compact, nous en déduisons

que f ∈ W −1,2
0 (Ω). De même, puisque g ∈ Zp(Ω) a un support compact, alors il

existe une extension g̃ ∈ L̃p(R3) de g qui soit à support compact. Nous avons alors

g̃ ∈ L̃2(R3) et g ∈ Z2(Ω). Le théorème 5.17 nous donne alors l’existence d’un unique

couple (u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω)∩
◦

W̃ 1,2
0 (Ω))× L2(Ω), solution de

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f , div u = g dans Ω, u = 0 sur ∂Ω. (5.24)

Il nous reste à montrer (i) et (ii) en utilisant le théorème 3.34. Nous étendons pour

cela u et π par zéro en dehors de R3 \ Ω et nous continuons à noter u et π les

extensions. Nous définissons aussi les deux distribution suivantes :

f̃ = −∆u +
∂u

∂x1

+∇π et g̃ = div u dans R3.

Le couple (f̃ , g̃) appartient à W −1,2
0 (R3) × L̃2(R3). Soit maintenant un réel R > 0

suffisamment grand pour que les supports de f̃ et g̃ ainsi que R3 \ Ω soient inclus

dans BR. Nous introduisons la partition de l’unité (5.4) et nous pouvons donc écrire

u = uϕ1 + uϕ2 = u1 + u2 et π = πϕ1 + πϕ2 = π1 + π2.

Puisque les supports de f̃ et g̃ sont inclus dans BR, nous pouvons observer que

ϕ1f̃ = 0 et ϕ1g̃ = 0. Ainsi, un simple calcul au sens des distributions montre alors

que le couple (u1, π1) vérifient

−∆u1 +
∂u1

∂x1

+∇π1 = F, div u1 = G dans R3, (5.25)

où F = u∆ ϕ2 +2∇u∇ϕ2−u ∂ϕ2

∂x1
−π∇ϕ2 et G = −u∇ϕ2. Il est facile de vérifier que

(F, G) ∈ L2(BR+1) × H1(BR+1). Par les injections de Sobolev, nous en déduisons

que (F, G) ∈ W −1,q(BR+1) × Lq(BR+1) pour tout q ∈ ]1, 6]. Nous allons supposer,
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dans un premier temps, p ∈ ]2, 6].

Si 2 < p ≤ 6.

Nous avons alors

(F, G) ∈W −1,p
0 (R3)× (Lp(R3) ∩W−1,p

0 (R3)).

Cela entrâıne que ∂G
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3) et satisfait

〈 ∂G

∂x1

, 1〉
W−2,p

0 (R3)×W 2,p′
0 (R3)

= 0.

Nous allons distinguer deux cas.

• Si 2 < p < 4, d’après le théorème 3.34, il existe un unique couple (v, η) ∈
(Lr2(R3) ∩ W̃

1,p

0 (R3))× Lp(R3), solution de

−∆v +
∂v

∂x1

+∇η = F, div v = G dans R3. (5.26)

Par (5.25), (5.26) et grâce à la proposition 3.30, nous en déduisons que u1 − v et

π1 − η sont des polynômes. Mais comme u1 ∈ L4(R3) ∩ L6(R3) et v ∈ Lr2(R3),

alors nécessairement u1 = v, et donc u1 ∈ Lr2(R3) ∩ W̃
1,p

0 (R3). Par un même

raisonnement, π1 = η ∈ Lp(R3). Maintenant, comme u = u1 dans R3 \ BR+1, la

restriction de u sur ∂BR+1 est dans W 1/p′,p(∂BR+1) et le couple (u, π) satisfait

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = f , div u = g dans BR+1, u = u1 sur ∂BR+1.

La proposition 5.7 montre que (u, π) ∈ W 1,p(BR+1)× Lp(BR+1). Par les injections

de Sobolev, si 1 < p < 3, u ∈ Lq(BR+1) pour tout 1 ≤ q < 3p
3−p

et, si 3 ≤ p < 4,

u ∈ Lq(BR+1) pour tout 1 ≤ q < ∞. Nous en déduisons donc que u ∈ Lr2(BR+1).

Par conséquent, u2 ∈ Lr2(BR+1), ∇u2 ∈ Lp(BR+1). De plus nous avons aussi

π2 ∈ Lp(BR+1). Ce qui implique que (u, π) ∈ Lr2(Ω) × Lp(Ω) et ∇u ∈ Lp(Ω).

Comme ∂u
∂x1

= f + ∆u−∇π, nous en déduisons que ∂u
∂x1

∈W −1,p
0 (Ω).

• Si 4 ≤ p ≤ 6, alors, en utilisant le théorème 3.34, il existe un couple (v, η) ∈
W̃

1,p

0 (R3) × Lp(R3) solution de (5.26). Nous en déduisons que chaque composante

de u1 − v est un polynôme. Mais comme ∇u1 ∈ L2(R3) et ∇v ∈ Lp(R3), alors

nécessairement, u1 − v = c ∈ R3. Par ailleurs les constantes appartiennent à
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W̃ 1,p
0 (R3) lorque p ≥ 4. Cela implique donc que u1 ∈ W̃

1,p

0 (R3). En procédant de

la manière que pour le cas 2 < p < 4, nous pouvons montrer que u2 ∈ W 1,p(BR+1)

et, par conséquent, u ∈ W̃
1,p

0 (R3).

Si p > 6.

Alors (f , g) ∈ W −1,6
0 (Ω) × Z6(Ω) et le cas précédent nous montre qu’il existe un

unique couple (u, π) ∈
◦

W̃ 1,6
0 (Ω) × L6(Ω) solution de (5.1). Ensuite, en procédant

comme précédemment, nous avons (F, G) ∈ L6(BR+1) × W 1,6(BR+1). Grâce aux

injections de Sobolev, (F, G) appartient à W −1,q(BR+1)×Lq(BR+1)∩W−1,q(BR+1)

pour tout 1 ≤ q ≤ ∞. Ainsi pour tout p > 6, nous avons

(F, G) ∈W −1,p(R3)× (Lp(BR+1) ∩W−1,p(R3)).

Nous terminons la preuve de façon analogue au cas 2 < p ≤ 6. ¥

Corollaire 5.19 On suppose que Ω est un ouvert exterieur de R3 à frontière C2,

p > 2 et r2 le réel donné dans la définition 3.7. Soit u∗ ∈ W 1/p′,p(∂Ω). Alors le

problème

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π = 0, div u = 0 dans Ω, u = u∗ sur ∂Ω (5.27)

admet une unique solution (u, π) ∈ (L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃
1,2

0 (Ω))× L2(Ω). De plus

(i) Si 2 < p < 4, alors (u, π) ∈ (Lr2(Ω) ∩ W̃
1,p

0 (Ω))× Lp(Ω).

(ii) Si p ≥ 4, alors (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (Ω)× Lp(Ω).

Preuve : Soit un réel R > 0 suffisamment grand tel que R3 \ Ω soit inclus dans

BR. D’après la remarque 5.8, il existe un unique vecteur u0 ∈W 1,p(ΩR) tel que

−∆u0 +
∂u0

∂x1

= 0 dans ΩR, u0 = u∗ sur ∂Ω, u0 = 0 sur ∂BR.

Soit maintenant ũ0 l’extension par zéro de u0 en dehors de BR alors ũ0 appartient

à W 1,p
0 (Ω). Comme p > 2, alors ũ0 ∈W 1,2

0 (Ω) et, par les injections de Sobolev, ũ0

appartient à L4(Ω)∩L6(Ω)∩ W̃
1,2

0 (Ω). De plus, si 2 < p < 4, alors ũ0 appartient à
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Lr2(Ω) ∩ W̃
1,p

0 (Ω) et si 4 ≤ p < ∞, alors ũ0 appartient à W̃
1,p

0 (Ω). Par ailleurs,

−∆ũ0 +
∂ũ0

∂x1

∈W −1,p
0 (Ω) et a un support compact dans Ω.

De la même manière, nous avons

div ũ0 ∈ Lp(Ω) ∩W−1,p
0 (Ω) et a un support compact dans Ω.

Alors le lemme précédent nous montre l’existence d’un unique couple (v, π) ∈
(L4(Ω) ∩ L6(Ω) ∩ W̃

1,2

0 (Ω))× L2(Ω) solution de

−∆v +
∂v

∂x1

+∇π = −∆ũ0 +
∂ũ0

∂x1

, div v = div ũ0 dans Ω, v = 0 sur ∂Ω.

De plus, si 2 < p < 4, alors (v, π) appartient à Lr2(Ω)∩W̃
1,p

0 (Ω)×Lp(Ω) et si p ≥ 4,

alors (v, π) appartient à W̃
1,p

0 (Ω)× Lp(Ω). Il suffit alors de poser u = ũ0 − v, et le

couple (u, π) est l’unique solution de (5.27) recherchée. ¥

Nous allons maintenant caractériser le noyau N p
0(Ω). Nous avons besoin pour cela

d’un résultat préliminaire.

Lemme 5.20 Soit u ∈
◦

W̃ 1,p
0 (Ω). On pose

ũ =





u dans Ω

0 dans R3 \ Ω.

Alors ũ ∈ W̃ 1,p
0 (R3) et

‖ũ‖fW 1,p
0 (R3) ≤ C‖u‖fW 1,p

0 (Ω).

Preuve : Remarquons tout d’abord que comme ∂u
∂x1

∈ Lp(Ω) ∩W−1,p
0 (Ω), on peut

écrire :

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈 ∂u

∂x1

, ϕ〉
W−1,p

0 (Ω),
◦

W
1,p′
0 (Ω)

=

∫

Ω

∂u

∂x1

ϕdx. (5.28)

D’autre part, il est facile de voir que ũ ∈ W 1,p
0 (R3). Il reste donc à montrer que

∂ũ
∂x1

∈ W−1,p
0 (R3). Soit R > 0 un réel fixé, en introduisant la partition de l’unité
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(5.4), on peut écrire

ũ = ũ1 + ũ2 = ũϕ1 + ũϕ2.

Comme ũ2 ∈ Lp(BR+1), on a facilement ∂ũ2

∂x1
∈ W−1,p

0 (R3). Par ailleurs, pour tout

ψ ∈ D(R3), on a

〈∂ũ1

∂x1

, ψ〉D′(R3)×D(R3) = −
∫

B′R

ũϕ1
∂ψ

∂x1

dx

= −
∫

B′R

ũ
∂(ϕ1ψ)

∂x1

dx +

∫

B′R∩BR+1

ũψ
∂ϕ1

∂x1

dx

=

∫

Ω

∂u

∂x1

ϕ1ψ dx +

∫

B′R∩BR+1

uψ
∂ϕ1

∂x1

dx.

Comme ϕ1ψ ∈ D(Ω), en utilisant (5.28), on aboutit à

〈∂ũ1

∂x1

, ψ〉D′(R3)×D(R3) = 〈 ∂u

∂x1

, ϕ1ψ〉
W−1,p

0 (B′R)× ◦
W

1,p′
0 (B′R)

−
∫

BR∩BR+1

ũ
∂ϕ1

∂x1

ψ dx.

on obtient donc

∣∣∣∣〈
∂ũ1

∂x1

, ψ〉D′(R3)×D(R3)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥

∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (Ω)

‖∇(ϕ1ψ)‖Lp′ (Ω) + ‖u‖Lp(B′R∩BR+1)‖ψ‖Lp′ (B′R∩BR+1)

De plus, on a

‖∇(ϕ1ψ)‖Lp′ (Ω) ≤ ‖∇(ϕ1ψ)‖Lp′ (R3)

≤ ‖∇ψ‖Lp′ (R3) + C‖ψ‖Lp′ (B′R∩BR+1)

≤ C‖ψ‖
W 1,p′

0 (R3)
.

Par conséquent,

∣∣∣∣〈
∂ũ1

∂x1

, ψ〉D′(R3)×D(R3)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥

∂u

∂x1

∥∥∥∥
W−1,p

0 (Ω)

‖ψ‖
W 1,p′

0 (R3)
,

ce qui achève la preuve. ¥

Proposition 5.21 Soient Ω un ouvert extérieur de R3 de classe C2 et r2 le réel
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donné dans la définition 3.7.

(i) Si 2 < p < 4, alors N p
0(Ω) = {(0, 0)}.

(ii) Si p ≥ 4, alors N p
0(Ω) = {(v(λ)− λ, η(λ), λ ∈ R3)} où le couple (v(λ), η(λ))

est l’unique solution de

−∆v(λ)+
∂v(λ)

∂x1

+∇η(λ) = 0, div v(λ) = 0 dans Ω, v(λ) = λ sur ∂Ω, (5.29)

donnée par le corollaire 5.19.

Preuve : Notons tout d’abord que le couple (u, π) ∈ N p
0(Ω) satisfait la formule de

Green : pour tout (ψ, ξ) ∈ D(Ω)×D(Ω),

∫

Ω

{(
−∆ψ − ∂ψ

∂x1

+∇ξ

)
u− πdiv ψ

}
dx = 〈(∇u− ue t

1 − πI).n ,ψ〉∂Ω, (5.30)

où 〈, 〉∂Ω représente le crochet de dualité entre W −1/p,p(∂Ω) et W 1/p,p′(∂Ω). On

étend à présent u et π par zéro en dehors de Ω. En notant toujours u et π ces

extensions, nous obtenons alors (voir le lemme 5.20) (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (R3) × Lp(R3).

Nous avons donc

−∆u +
∂u

∂x1

+∇π ∈W −1,p
0 (R3), div u = 0 dans R3.

Soit h la distribution définie par −∆u+ ∂u
∂x1

+∇π. Par la relation (5.30), pour tout

ψ ∈ D(R3), on a

〈h , ψ〉D′(R3)×D(R3) = 〈(∇u− ue t
1 − πI).n ,ψ〉∂Ω.

Ainsi, h a son support compact contenu dans ∂Ω. La distribution h appartient donc

à W −1,p
0 (R3) ∩W −1,2

0 (R3) et la proposition 3.39 nous donne alors l’existence d’un

unique couple (w, η) ∈ (L4(R3) ∩ L6(R3) ∩ W̃
1,2

0 (R3))× L2(R3) solution de

−∆w +
∂w

∂x1

+∇η = h , div w = 0 dans R3.

De plus

(i) Si 2 < p < 4, alors (w, η) ∈ (Lr2(R3)∩ W̃
1,p

0 (R3)))×Lp(R3). Nous en déduisons
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que le couple (w − u, π − η) est un polynôme de Lr2(R3) × Lp(R3), donc w = u,

w = 0 sur ∂Ω et π = η. Par ailleurs, la restriction de (w, η) sur Ω satisfait

−∆w +
∂w

∂x1

+∇η = 0, div w = 0 dans Ω, w = 0 sur ∂Ω.

Le lemme 5.18 nous permet de conclure que (w, η) = (0, 0) et, par conséquent

(u, π) = (0, 0).

(ii) Si p ≥ 4, alors (w, η) ∈ W̃
1,p

0 (R3) × Lp(R3). En procédant comme dans le

cas (i), on en déduit que chaque composante de w − u est un polynôme et que

π = η. Mais comme ∇u ∈ Lp(R3) et ∇w ∈ L2(R3) ∩ Lp(R3), nous en concluons

que nécessairement w− u = λ ∈ R3. Ainsi, le couple (w, η) est l’unique solution de

(5.29). ¥

Nous sommes maintenant en mesure d’établir un résultat d’existence pour le problème

exterieur d’Oseen dans le cas général.

Théorème 5.22 Soient Ω un ouvert extérieur de R3 de classe C2 et r2 le réel donné

dans la définition 3.7 . Soient f ∈W −1,p
0 (Ω), g ∈ Zp(Ω) et u∗ ∈W 1/p′,p(∂Ω).

(i) Si 2 < p < 4, alors le problème (5.1) admet une unique solution (u, π) ∈ Lr2(Ω)∩
W̃

1,p

0 (Ω)× Lp(Ω). De plus nous avons l’estimation

‖u‖Lr2(Ω) + ‖u‖fW 1,p

0 (Ω)
+ ‖π‖Lp(Ω) ≤ C

(
‖f ‖W−1,p

0 (Ω) + ‖g‖Zp(Ω) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω)

)
.

(5.31)

(ii) Si p ≥ 4, alors le problème (5.1) admet une solution (u, π) ∈ W̃
1,p

0 (Ω)×Lp(Ω),

unique à un élément de N p
0(Ω) près. De plus, nous avons

inf
(v,η)∈N p

0(Ω)

(
‖u + v‖fW 1,p

0 (Ω)
+ ‖π + η‖Lp(Ω)

)

≤ C
(
‖f ‖W−1,p

0 (Ω) + ‖g‖Zp(Ω) + ‖u∗‖W 1/p′,p(∂Ω)

)
.

(5.32)

Preuve : 1) On suppose d’abord u∗ = 0. Alors, par les mêmes méthodes que

précédemment, nous pouvons étendre f en dehors de Ω et l’extension f̃ ∈W −1,p
0 (R3).

Par ailleurs, par définition de l’espace Zp(Ω), il existe une extension g̃ ∈ Lp(R3) de
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g telle que ∂g̃
∂x1

∈ W−2,p
0 (R3) satisfaisant

∀λ ∈ IP[2−3/p′], 〈 ∂g̃

∂x1

, λ〉
W−2,p

0 (R3)×W2,p′
0 (R3)

= 0.

Nous séparons la discussion en deux cas :

(i) Si 2 < p < 4, alors d’après le théorème 3.34, il existe un unique couple (w, η) ∈
(Lr2(R3) ∩ W̃

1,p

0 (R3))× Lp(R3) solution de

−∆w +
∂w

∂x1

+∇η = f̃ , div w = g̃ dans R3.

Par conséquent, nous avons w|∂Ω ∈ W 1/p′,p(∂Ω). Le corollaire 5.19 nous donne

l’existence d’un unique couple (z , τ) ∈ (L4(Ω)∩L6(Ω)∩W̃
1,2

0 (Ω))× (L2(Ω) solution

de

−∆z +
∂z

∂x1

+∇τ = 0, div z = 0 dans Ω, z = −w sur ∂Ω.

De plus (z , τ)) est aussi un élément de (Lr2(Ω) ∩ W̃
1,p

0 (Ω)) × Lp(Ω). On pose

u = w + z et π = η + τ , alors le couple (u, π) ∈ (Lr2(Ω)∩
◦

W̃ 1,p
0 (Ω)) × Lp(Ω) est

solution du problème (5.1).

(ii) Si p ≥ 4, nous procédons de la même manière.

2) On suppose maintenant u∗ 6= 0. Soit un réel R > 0 fixé tel que R3 \Ω soit inclus

dans BR. Grâce à la remarque 5.8, comme u∗ ∈ W 1/p′,p(∂Ω), il existe un unique

vecteur u0 ∈W 1,p(ΩR) solution de

−∆u0 +
∂u0

∂x1

= 0 dans ΩR, u0 = −u∗ sur ∂Ω, u0 = 0 sur ∂BR.

Nous étendons u0 par zéro dans R3 \ BR et on continue à noter u0 l’extension.

Ainsi, f 0 = f + ∆u0 − ∂u0

∂x1
∈ W −1,p

0 (Ω) ce qui implique que (f 0, g + div u0) ∈

W −1,p
0 (Ω)× Zp(Ω). En utilisant 1) il existe un unique couple (w, π) ∈

◦
W̃ 1,p

0 (Ω))×
Lp(Ω) satisfaisant

−∆w +
∂w

∂x1

+∇π = f 0, div w = g + div u0 dans Ω, w = 0 sur ∂Ω.
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En posant u = w − u0 ∈ W̃
1,p

0 (Ω), alors le couple(u, π) est l’unique solution de

(5.1). ¥
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Références bibliographiques

[1] R. A. Adams. Sobolev spaces. Academic Press [A subsidiary of Harcourt Brace

Jovanovich, Publishers], New York-London, 1975.

[2] F. Alliot and C. Amrouche. The Stokes problem in Rn: an approach in weighted

Sobolev spaces. Math. Models Methods Appl. Sci., 9(5):723–754, 1999.

[3] F. Alliot and C. Amrouche. Weak solutions for the exterior Stokes problem in

weighted Sobolev spaces. Math. Methods Appl. Sci., 23(6):575–600, 2000.
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Rennes, année 1968-1969), Fasc. 1: Séminaires d’analyse fonctionnelle, Exp.

No. 1, page 70. Dép. Math. et Informat., Univ. Rennes, Rennes, 1969.

[15] T. Z. Boulmezaoud. On the Stokes system and on the biharmonic equation in

the half-space: an approach via weighted Sobolev spaces. Math. Methods Appl.

Sci., 25(5):373–398, 2002.

[16] T. Z. Boulmezaoud. On the Laplace operator and on the vector potential

problems in the half-space: an approach using weighted spaces. Math. Methods

Appl. Sci., 26(8):633–669, 2003.
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in der Hydrodynamik. Ark. Mat. Astron. Fys.(29), 6:1–20, 1910.

[48] C. W. Oseen. Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik. XXIV +

337 S. mit 7 Fig. Leipzig, Akadem. Verlagsgesellschaft (Mathematik und ihre

Anwendungen in Monographien und Lehrbüchern Bd. 1). , 1927.
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Mathématiques d’Orsay 78. Université de Paris-Sud Département de
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’analyse théorique des équations d’Oseen posées
dans des régions non bornées. Le modèle d’Oseen est une version linéarisée
des équations de Navier-Stokes décrivant un écoulement de fluides visqueux
incompressibles autour d’un obstacle borné. On choisit de poser le problème
dans un cadre fonctionnel faisant intervenir des poids anisotropes, qui permet-
tent de décrire le comportement à l’infini des solutions et de tenir compte
de la zone parabolöıdale, appelée le sillage, apparâıssant derrière l’obstacle
durant l’écoulement. Dans un premier temps, dans ce nouveau cadre, nous
démontrons des résultats de densité et des inégalités de Hardy. Dans un
deuxième temps, nous montrons l’existence, l’unicité et la régularité de so-
lutions. Les résultats sont d’abord établis dans l’espace entier, puis dans un
domaine extérieur.

Mots-Clés : Equations d’Oseen, Mécanique des fluides, Espaces avec poids,
Domaines non bornés, Inégalités de Hardy.

Weighted Lp theory for the Oseen equations in unbounded domains

Abstract

This thesis is devoted to the study of the Oseen equations in unbounded do-
mains. The Oseen model is a linearized version of the Navier-Stokes equations
describing the flow of a viscous and incompressible fluid past a bounded body.
To describe the behavior at infinity of solutions and to take into account the
paraboloidal region, the so-called wake, which appears behind the body dur-
ing the flow, we choose to set the problem in a functional framework which
uses anisotropic weights. In a first step, we prove density results and Hardy
inequalities. In a second step, we prove existence, uniqueness and regularity
of solutions. The results are first established in the whole space, then in an
exterior domain.

Keywords: Oseen equations, Fluids mechanic, Weighted spaces, Unbounded
domains, Hardy Inequalities.
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