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Convergence L des séries de Fourier
par A. Nou

1 Rappels et définitions

1.1 Rappels et notations

Pour 1 < p < 400, on note LP(T) I'ensemble des (classes modulo 'égalité presque partout de) fonctions
f : R — C boréliennes, 2m-périodiques et telles que |f|? est localement intégrable sur R (pour la mesure de
Lebesgue).

On note L*(T) 'ensemble des (classes modulo I'égalité presque partout de) fonctions boréliennes de R dans
C, 2m-périodiques et qui sont essentiellement bornées sur R (pour la mesure de Lebesgue).

Pour p € [1, +00], les espaces LP(T) sont des espaces de Banach lorsqu’on les munit de la norme ||.||, définie
par

2 PP i1 < p <+
e = { EWET picrse

L’espace L?(T) est un espace de Hilbert et la norme ||.||» dérive du produit scalaire défini par

Vf,g€ L*(T) (f.g9)= O%fgczii'

On note C(T) 'algebre des fonctions continues 27-périodiques de R dans C et & la sous-algebre des polynomes
trigonométriques, i.e.
P =Vect{e,, n€Z} on Vne€Z en: R — C
r — e

On rappelle que & est dense dans (C(T), ||.|lec) (Stone-Weierstrass) et est dense dans tous les LP(T) pour
1 < p < 400 (par densité de C(T) dans LP(T)). En particuler pour p = 2, la famille orthonormale (e, ),ez est
une base hilbertienne de L?(T).

Pour f € L'(T) et n € Z, le n-éme coefficient de Fourier de f est

iy 2m —inx dx
n) = x)e "M —.

fo) = [ playe el
La série de Fourier de f est la série ez f(n)en. Les sommes particlles Sy, (f) :== SS7__ f(k)ey, de cette série
s’écrivent aussi .

So(f)=D,*xf ou D,= Z ks
k=—n

est le noyau de Dirichlet et la convolée de deux fonctions mesurables 27-périodiques f et g est définie en un
point x € R par

(Fro)a) = [ fle-Dot)5. dsaue flz— g€ L'(T).

Le but premier de cet exposé est d’étudier, pour f € LP  la convergence de (S,(f))neny dans LP. Il est
relativement facile de montrer la convergence des moyennes de Césaro. Plus précisément, pour f € L'(T), on
note ) . ) .
on(f) = S =F, ou F,=——)» Dy,
(f) ”+1;§) k() f n+1]§) k

est le noyau de Fejér. On rappelle que pour tout n € N, le noyau F,, est positif et || F,||; = 1.
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Théoréme 1.1 (Fejér-Lebesgue)

1. Soit 1 < p < 4+00. Pour tout f € LP(T), la suite (0,(f))nen converge vers f dans LP(T).
2. Pour tout f € C(T), la suite (0,(f))nen converge vers f dans C(T).
3. Pour tout f € L*(T), la suite (0,(f))nen converge préfaiblement vers f.

Preuve
Soit 1 < p < +o0. Soit n € N et f € LP(T). Par I'inégalité de Young, on a

lon(Pllp = 15 fllp < N Ellx - [1f 1l < [F1lp-

On a donc sup ||o,||Lr—rr < 1. La famille d’applications linéaires (o, )nen est donc équicontinue.

ne
Si f € &, pour tout n > deg(f) on a S,(f) = f et donc par le lemme de Césaro o,(f) - f dans LP(T).

La suite (0,)nen converge donc simplement vers I'identité sur &2 qui est un sous-ensemble dense de LP(T).
Par équicontinuité, on en déduit que (o, ),en converge simplement vers l'identité sur LP(T) tout entier.

La preuve du second point s’écrit & I'identique en remplagant partout LP(T) par C(T) et |||, par |||
Pour le dernier point, observons que pour tout f € L>(T) et g € L*(T), on a

(S 0s = [ Sulhor = 3 F) [T g0 = 3 F0GH) = 3 FRIE) = (1. 50D

k=—n k=—n —

La méme propriété est aussi vraie pour o,, et a donc grace au premier point (cas p = 1)

(0n(f) = 19 oor = (fr00(9) =)oy — 0.

" n——+00

Remarques.
o Si f e LYT) et (Su(f))nen converge vers g € L'(T) alors par le lemme de Césaro et le théoreéme 1.1,
ona f=g.

e Si f e L>(T)\ C(T) alors la suite (0,(f))nen est divergente dans L>°(T). En effet, supposons que
f € L>(T) et que (0,,(f))nen est convergente vers g dans L>°(T). Par le théoreme 1.1, la suite (0,,( f))nen
converge vers f dans L(T) donc g = f. Remarquons que pour tout n € N o,(f) € £ C C(T). Comme
C(T) est fermé dans L>(T) on a donc f € C(T).

o A fortiori, par le lemme de Césaro, si f € L>(T) \ C(T) alors la suite (S,(f))nen est divergente dans
Leo(T).

e Profitons-en pour rappeler un fait classique : il existe f € C(T) dont la série de Fourier diverge en 0
(il y a méme un Gs-dense de telles fonctions).

1.2 Projection de Riesz et transformée de Hilbert

| Définition 1.2

~

Soit 1 < p < 4o00. Pour f € &, on note P(f) = Ynen f(n)e, € . L'opérateur P est appelé
projection de Riesz. On dit que P est borné sur L? lorsqu’il s’étend en une application linéaire
continue de LP dans lui-méme.
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Remarque. Grace au théoreme de prolongement des applications uniformément continues, P est borné sur

LP si et seulement si 3C' > 0Vf e &2 ||P(f)ll, <C|fllp-

1 six >0
On note sgn : R — {—1,0,1} la fonction définie par Yz € R sgn(z) = { 0 siz=0.
-1 siz <0

| Définition 1.3 |

Soit 1 < p < 400. Pour f € 2, on note H(f) = —i Snezsgn(n) f(n)e,. L'opérateur H : P — P
qui & f associe H(f), est appelé transformée de Hilbert (sur le tore). On dit que H est borné sur
LP lorsqu’il s’étend en une application linéaire continue de LP dans lui-méme.

Remarque. Puisque & est dense dans C'(T), on peut également s’intéresser au probléme de la bornitude de
H (ou P) sur C(T).

2 Formulations équivalentes de la convergence L”

’ Lemme II1.1 ‘

Pour tout f € &, on a
1. f= —z'(QP(f) — f— £(0)) ou encore P(f) = L(f +if + f(O))
3. Vne N S,(f) =e_nP(fen) — ent1P(fe_n_1).

Preuve

1) Soit f = Snez f(n)e, € 2. On a

=i X Fmen— X Fnen) = —i(P(F) — F(0) ~ (f = P() = ~i(2P(f) - f — F(0)).

neN* nez*

2) Soit n > deg(f). Ona f =37, F(k)eg et donc

enSn(fe_n) = enSn( Z f(k:Jrn)ek) =e, Z flk+n)e, = ;

3) Soit n € N. Soit f = Spez f(n)en € 2. On a

e-nP(fen) = enP( 2 FW)enes) = ecn 30 FR)ewss = 3 Fk)es.

kEZ k=—n k>—n

Pour la méme raison, e,1P(fe_n_1) = Y ksni1 f(k)ex et la formule annoncée s’en déduit par différence.

Remarque. Observons que Vf € LP et n € Z on a || fe,||, = ||f|l,. Ce fait élémentaire sera utilisé dans la
suite.
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’ Théoréme I1.2 ‘

Soit 1 < p < 4+o00. Les assertions suivantes sont équivalentes :

. p _ _
() Vfe1?  Tim [1Su(f) — fll, = 0.
(11 Sup||Sn||Lp_>Lp<+OO.

neN

)
(iii) La projection de Riesz est bornée sur LP.
)

(iv) La transformée de Hilbert est bornée sur LP.

Preuve

(i) implique (ii) par le théoreme de Banach-Steinhaus. Pour la réciproque, I'hypothese garantit que (S),)nen
est une famille équicontinue d’applications linéaires. Or la suite (S,),en converge simplement vers Iidentité
sur le sous-espace dense &. Par équicontinuité, la suite (S, ),en converge simplement vers I'identité sur tout
L.

(iii) est équivalent a (iv) grice au 1) du lemme IL.1 et au fait que f — f(0) est une forme linéaire continue
sur LP.

Montrons que (ii) implique (iii). Soit f € & et n > deg(f). Grace au 2) du lemme II.1, on a
1Py = llenSn(fe-n)lly = 1Sn{fen)llp < SUP [Sallr— el fllp-

Donc P est bornée sur LP et || P||rr—rr < sup,ey ||SnllLr—rr-
Montrons que (iii) implique (ii). Soit n € N et f € &. Par 3) du lemme II.1, on a

1Sn(N)llp < llenP(fen)llp + llenir P(femn-1)llp < 20 Pllo—ro [ fllp-

Donc sup ||Sy || rr— e < 2||P||Lo— e
neN

Remarque. Le théoreme précédent (et sa preuve) est encore vrai en remplagant LP par C(T). Puisque (i) est
en défaut pour C(T) aucune des assertions du théoreme I1.2 n’est vraie pour C(T).

Proposition 11.3

On a sup ||S,||z1-z1 = +o0o. Il existe donc f € L' dont la série de Fourier ne converge pas vers f
neEN

dans L.

Preuve
Soit n € N. Pour f € L' avec ||f]l1 < 1 on a [|Su(f)lli = [[Dn * flli < ||Dnll1 par Fubini-Tonelli, donc
|1Snllzrspr < ||Dyll1- De plus, pour tout m € N, ||F,|1 =1 et on a

S.(F) = Dy * F, = 0py(D,) — D, dans L'

m—-+00

On a donc ||S, |1z = ||Dylli. Or il est classique (en exercice) que ||Dy,|l1 ~ 5 In(n) et on en déduit
sup |Snllzist = 4o00. La derniére partie de la proposition résulte de I’équivalence entre (i) et (ii) dans le

theoreme 11.2.

Remarque. En 1926, Andrei Kolmogorov a construit f € L' telle que Vx € R limsup S, (f)(x) = +o0.

n—-+40o
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3 Etude de la transformée de Hilbert

Le théoréme suivant, diit a Marcel Riesz en 1928, apporte la solution au probleme de la convergence LP des
séries de Fourier.

Théoréme III.1 (Théoreme de M. Riesz)

Pour 1 < p < 400, la transformée de Hilbert est bornée sur L” si et seulement si p # 1.

Remarques.

e Grice au théoréme I1.2 nous savons déja que la transformée de Hilbert n’est pas bornée sur L' (cf.
proposition 11.3).

e Par conséquent, pour 1 < p < oo, la série de Fourier de f € LP converge en norme L” vers f. Ce n’est
pas la fin de ’histoire car il est possible de montrer que la série de Fourier de f converge presque partout
vers f. Ce résultat (toujours) tres profond a été démontré dans le cas de L? par Lennart Carleson en
1966 et étendu par Richard Hunt en 1968 aux espaces LP.

e Lorsque p = 1, le contre-exemple de Kolmogorov montre qu’il existe f € L' dont la série de Fourier ne
converge pas presque partout vers f. Le théoréme de Carleson-Hunt est donc en défaut dans L.

La preuve du théoreme de M. Riesz se déroulera en trois étapes. On partira de l'observation que la
transformée de Hilbert est bornée sur L? puis par récurrence on montrera qu’elle est aussi bornée sur tout L?
ou p = 2" avec n € N*. Dans un second temps, on en déduira, par interpolation complexe, que la transformée
de Hilbert est bornée sur LP pour tout réel p > 2. On conclura par un argument de dualité. Avant de rentrer
dans les détails de la preuve, on énonce deux ingrédients clefs.

Lemme III.2 (Identité de Cotlar)

Pour tout f,g € & on a

Preuve
Par bilinéarité, il suffit de prouver I'identité lorsque f = e, et g = e,, ot (n,m) € Z2. L’identité s’écrit alors

(x)  (=sgn(n)sgn(m) — Denpm = H(—i(sgn(m) + sgn(n))ensm)) = —sgn(n +m)(sgn(n) + sgn(m))en .

Par symétrie, il suffit d’examiner les trois cas suivants :
e n = 0. L’identité (%) s’écrit —e,, = H(H(e,,)). Or H(H(e,,)) = (—isgn(m))?e,, = —e,, ce qui prouve
I'identité dans ce cas.
e (n>0etm>0)ou(n<0etm<0). Comme sgn(n) = sgn(m) = sgn(n +m) = £1, l'identité (*)
s’écrit (—sgn(n)? — 1)eprm = —sgn(n)(sgn(n) + sgn(n))e, 1, et elle est vraie.
e n>0etm<0. Alors sgn(n)sgn(m) = 1 et sgn(n) + sgn(m) = 0 et donc 'identité est vraie dans ce
cas.

Le théoreme suivant est une conséquence du théoreme des trois droites de 'analyse complexe, il est d’une
grande utilité en analyse.
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Théoréme II1.3 (Riesz-Thorin)

Soit (X, A, ) et (Y, .7 ,v) deux espaces mesurés. Notons S 1'espace vectoriel des fonctions simples
sur X et LY l'espace vectoriel des fonctions mesurables sur Y. Soit 7' : S — L° une application
linéaire. Soit 1 < po, p1, G0, 1 < +00, on suppose qu’il existe My, M; > 0 tel que

VieS IT(Dllow < Mollflle et NT(Hlla < Millllp:-
Alors pour tout 6 € [0, 1] on a

- .1 1-6 0 1 1-6 6
vies [IT(Hlq < ]Wo1 erHpr ou - = + — et —= + .
p Do D1 q qo q

Par densité, T s’étend alors en un opérateur borné de LP dans L? pour chaque couple (p, q) de la
forme précédente.

Remarque. On rappelle qu'une fonction simple sur X est une fonction f : X — C qui est combinaison
linéaire d’indicatrices d’ensembles mesurables de mesure finie.

Preuve du théoréme de M. Riesz

Etape 1 : on montre que H est bornée sur tout LP ot p > 2 est une puissance entiére de 2.

Dans le cas p = 2, comme (e,)nez est une base hilbertienne de L?, il est clair que H est une contraction.
Notons au passage que l'opérateur adjoint de H est H* = —H (en exercice).

Afin de conclure par récurrence, il suffit de montrer que si H est bornée sur LP ou p > 1 alors H est bornée
sur L. Soit p > 1 tel que H est borné sur LP. Il est facile de voir que si f € & alors H(f) = H(f).
Appliquant 'identité de Cotlar & f et f, on obtient donc :

Vi€ |H(f)IP =If>+HH)F+ [H(S)).

Pour f € & tel que | f||2, = 1, on a par inégalité triangulaire dans L? :

IH (P13, < I + IHH)F+ FHEDp < 1+ 2 H| oo H () Fl
Par I'inégalité de Holder on en déduit

() NHOIS, < 14 20 H ([ zom o [H (P2l £llzp < 1+ 20 H ([0 [H ()] 2.

H est donc nécessairement bornée sur L.

Etape 2 : par interpolation, on prouve que H est bornée sur LP pour tout réel p > 2.

Plus précisément, soit p > 2 et g = 280°22(P)) de sorte que p € [g,2q]. D’ aprés la premiere étape H est
bornée sur L7 et L*7. Puisque % € [— E]’ il ex1ste 6 € [0,1] tel que % = 1=t 9 + 5 (on af = pp 2p=a)y Ppar le
théoreme de Riesz-Thorin on obtient que H est bornée sur LP et que

2¢-p  2(p=q9)

1 o —pe < NHN G pallH I 2020 = [H | s pal L i oo

Etape 3 : on raisonne par dualité pour montrer que H est bornée sur LP pour 1 < p < 2.
Soit 1 < p < 2 et p > 2 son exposant conjugué (i.e. % + z% =1). Soit f € &, par la formule de dualité, on a

[ e

IH(f)|l, = sup
geP

llgllr <1

Comme H* = —H sur L?, on en déduit

I, = sy | [ rOA@@, |
llgllr <1
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Utilisant le fait que H est bornée sur L? ainsi que I'inégalité de Holder, on obtient

HH (Dl < 1A N o -

Donc H est bornée sur LP et ||H||rorr < |[H|»_» (avec en fait égalité puisqu’on peut a posteriori
appliquer le méme argument en permutant p et p’).

Remarque. Notant ¢, = ||H||zr—rr, on déduit de (x) que ¢y, est plus petit que la plus grand racine réelle du
polyndme t? — 2¢,t — 1, i.e.
co=1 et Vp>1 c9 <+ +1.

Or il est facile de voir que la fonction cotangente vérifie
T x 5
Vz €]0, 5[ cotan 5= cotan x + \/cotan® x + 1.

Puisque c; = 1 = cotan 7, on obtient facilement par récurrence que pour tout entier p de la forme p = 2" avec
n € N* on a
s
cp < cotan o

on a donc aussi

Par dualité, pour tout réel p de la forme p = 22
= tan — = tan —

¢, = ¢y < cotan an
P v 2p' 2p

Stylianos Pichorides a montré (en 1972) que la norme de la transformée de Hilbert sur L est égale a tan(g;)

pour 1 < p < 2 et cotan(g ) pour 2 < p < oo. La preuve précédente fournit donc des estimations optimales de
2n

¢, pour p = 2" , mais I'argument d’interpolation dégrade les estimations pour les autres

valeurs de p.

Corollaire II1.4

Pour 1 < p < +o00, la famille (e,),cz est une base de Schauder de L” si et seulement si p # 1.

Remarques.

e La notion de base de Schauder est définie pour les familles indexées par N. Il convient donc de préciser
ici de quelle maniere on met Z en bijection avec N. C’est d’autant plus nécessaire que si p # 2 alors
(€n)nez Nest pas une base inconditionnelle de LP (voir plus loin). L’énoncé précis est le suivant : soit
¢ : N — Z la bijection définie par ¥Yn € N ¢(n) = E(( V™) “alors la famille (€p(n))nen est une base
de Schauder de LP si et seulement si p # 1. De maniére plus explicite, I’énumération est

(ep(m))nen = (€0, 6—1,€1,€6_2,€2,6_3,€3,...,€ p,€n,...).

e Bien que & soit dense dans C(T), la famille (e,),ecz n'est pas une base de Schauder de C(T) (cf.
derniére remarque de la partie I).

Preuve
Rappelons que (eg(n))nen est une base de Schauder de LP si pour toute f € LP il existe une unique suite
(An)nen telle que f=370°, An€y(n) OU la série converge dans LP. Remarquons que I'unicité est évidente : du
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fait de la continuité des formes linéaires f — f(k) sur L, on a nécessairement Vn € N\, = f(¢(n)).
Observons également que les sommes partielles de rang pair et impair de la série 222 f(o(n n))ey(n) S'écrivent :

2n+1

2n . n . n =R .
Vn e N Y flp(k))eqwy = > f(k)ex = Su(f) et Z Flotk)eqwy = > flk)er = Sul )+ F(—n—1)e_ny
k=0 k=—n—1

k=—n

Par le lemme de Riemann-Lebesgue, f (—n — 1)e_,,_1 tend vers 0 dans LP, donc la convergence dans L? de

la série 3", f(go(n))eg,(n) est équivalente a la convergence dans LP de (S, (f))nen. La conclusion s’en déduit
via le théoréme II.2 et le théoreme de M. Riesz.

4 Conditionnalité de la base trigonométrique

| Définition IV.1|

Soit F un espace de Banach. Une base de Schauder (e,),en de E est dite inconditionnelle lorsque
pour tout z = > 0% x,e, € I la série >, ey 2pe, converge inconditionnellement.

Remarques.
e Dans un espace de Hilbert séparable, toute base hilbertienne est une base inconditionnelle.
e Les bases de Schauder canoniques des ¢# sont inconditionnelles pour p € [1, +o0].

e Une base de Schauder (e,),eny de E est inconditionnelle si et seulement si pour toute permutation
o : N = N la famille (e5(;))nen est une base de Schauder de E.

L’objet de cette partie est d’établir le résultat suivant.

’ Théoréme IV.2 ‘

Pour p €]1,4+o0], la base de Schauder (e,,)ncz de LP est inconditionnelle si et seulement si p = 2.

La caractérisation suivante nous sera utile.

Lemme IV.3 ‘

Soit F un espace de Banach possédant une base de Schauder (e,)nen.

Notons & = Vect({e,, n € N}). Pour tout ¢ = (&,)neny € {£1}", on définit un opérateur M.
& — & par

Vo = Z Tpe, € E M ( Z EnLnCn-

n=0

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (en)nen est une base inconditionnelle de E.
(ii) Les opérateurs M. sont bornés sur E.

(iii) Les opérateurs M. sont bornés sur E et il existe C' > 0 tel que

Ve € {1}V I < C
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Remarque. On utilise ici la méme terminologie que celle déja utilisée pour la projection de Riesz et la
transformée de Hilbert : « 91, est borné sur E » signifie que M. : & — & se prolonge en une application
linéaire continue de E dans E.

Preuve

(i) = (ii). Si (en)nen est une base inconditionnelle alors pour tout &€ = (g, )neny € {1}, I'opérateur M.
s’étend en un opérateur M, : £ — E par Vo = Y00 jxne, M. (x) = 302 entpen. Le théoreme du graphe
fermé permet d’établir que ces opérateurs sont continus (détails en exercice).

(i) = (i). Soit = 3°° s xpe, € F et (en)nen € {1}, Par hypothése, pour tout N > M >0, on a

N
> entney|| < ||| :
n=M

N
3w
n=M

Par le critere de Cauchy, la série Y ,cn entpne, est done convergente.
(ii) = (iii). Soit = € E. Puisque la série Y ,enTne, converge inconditionnellement, la famille (x,e,)nen
est sommable. On en déduit (détails en exercice) qu'il existe M, > 0 tel que pour toute partie finie F' C
N || Sher Tnen| < M. On a alors pour tout € = (g, )neny € {E1}

N
VN € N Zénxnen < Z Tnenll + Z Tnenll < 2M,.
n=0 o<n<N 0<n<N
en=1 en=—1

On en déduit que ||9M.(x)| < 2M, et par le théoreme de Banach-Steinhaus, il existe C' > 0 tel que

Ve = (g4)nen € {£1IY O] < C.

(iif) = (ii). Evident.

| Définition V.4

On appelle suite de variables aléatoires de Rademacher toute suite (7, ),en+ de variables aléatoires
réelles indépendantes, identiquement distribuées de loi %6_1 o %61 sur un méme espace probabilisé.

Remarques.
e Toute suite de variables aléatoires de Rademacher est orthonormée dans L2.

e Pour tout n € N*; on note r, : [0,1] — R la fonction définie par :
Vo € [0,1] r,(z) = sgn(sin(2"7wx)).

On peut montrer que (7,),en+ est une suite de variables aléatoires de Rademacher sur ’espace proba-
bilisé ([0, 1], £([0,1]), A). Pour fixer les idées, c’est cette suite de variables aléatoires de Rademacher
qui sera utilisée dans la suite.

Théoréme IV.5 (Inégalités de Khintchin)

Pour tout p € [1, +ool, il existe des constantes A,, B, > 0 tel que

n n
> T > KT
k=1 k=1

Vn € N*V(ag)p_, € R* A,

<
2

< B,
b

2

n
D axT
k=1
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Preuve

On commence par le cas p > 2. Puisqu’on est sur un espace probabilisé, la premiere inégalité est vraie si
p = 2 avec A, = 1. Pour la méme raison, il suffit de démontrer la seconde inégalité pour tout entier pair
supérieur ou égal a 2, afin de 'obtenir pour tout réel supérieur ou égal a 2. On va donc établir par récurrence
surn > 1:

2p)!
on B —
2 2rp!

n
Zakrk

(P,) Vpe N V(a)_, € R < By,

n
D> aT
k=1

2p

L’initialisation découle de ||r1]|2, = 1 et de By, > 1. Soit n € N* pour lequel (P,) est vraie. Soit p € N* et
(ar){f] € R Dans la suite, on note S,, = S>7_, a7y ; par indépendance on a

T := 1(S + A\ = ™ (2P gk SEp2h RN = 2 ([ shan P2 RaN).
= 0 n anJrlrnJrl) - Z k an+1 n n+1 Z n+1 0 n 0 n+1
k=0

Comme les moments d’ordre impair des Rademacher sont nuls, on obtient

p
§ () [ s
puis par hypotheése de récurrence (et en posant By = 1 pour k = 0)
P /9 1 k
T<Y < p>aff+1 ’Bg,'g(/ S2dA)
i \2k 0
Or il est facile de voir que pour tout 0 < k < pon a <2p )B ( )BQP, et on en déduit

p _ 1 1 »
ng > (Z) ai(fl k)(/o Sf/”\) = B Uiy +/ SQCD\ = Bj (/0 (Sn + an+1rn+1)2d)\) .
k=0

Ceci établit (P,41) et acheve la récurrence.
Dans le cas 1 < p < 2, la seconde inégalité est vraie avec B, = 1. Montrons la premiere inégalité. Il existe
0 € [0,1] tel que 3 = g + 122 et par I'inégalité d’interpolation (conséquence de Hélder généralisé) :
1Salle < 11SallpllSalli™
Or ||Syuls < B4l|Snll2 d’apres la premiere partie de la preuve (avec By = v/3). On en déduit

1Sall2 < Bi [1Sul,

g1 11 .
Ainsi A, = B,* = 3> » convient.

Remarques.
e Soit 1 < p < oo et notons #Z 'adhérence dans LP de 'espace vectoriel engendré par les fonctions de
Rademacher. L’espace # admet une norme équivalente qui fait de % un espace de Hilbert.
e Les inégalités de Khintchin sont également valables lorsque les coefficients sont complexes avec les
mémes constantes A,, B,,. Dans la preuve ci-dessus, seule I’étape concernant la seconde inégalité du cas
p = 2 utilise le fait que les coefficients sont réels. Il suffit donc d’examiner ce cas. Lorsque les coefficients
(ax)i_, sont complexes, on a

15all5 = 1Sul*llp/2 = [ Re(Sn)*+Im(Sn)*[lp2 < [ Re(Sn)?llpr2+ [ Tm(Sn)? 1572 = | Re(Sn) [+ Tm(Sa) -
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Puisque Re(S,) = Y7 Re(ag)rk et Im(S,,) = S7_, Im(ax)ri sont des sommes de fonctions de Rade-
macher a coefficients réels, on conclut que

1512 < B2(IRe(S)I3 + 1 m(S.)13) = B2, 13

On a a présent tous les ingrédients nécessaires pour démontrer le théoreme IV.2.

Preuve du théoréeme IV.2
On commence par le cas 1 < p < 2. Supposons que (e, ),ez est une base inconditionnelle de L?. Par le lemme
IV.3, il existe C}, > 0 telle que

V{i,...,in} CZ V(:cn) V(en),]y:l € {jzl}N e,-n e

P).

L’idée de la preuve est qu'en moyennant ces inégalités sur tous les choix de signe (g,), les inégalités de
Khintchin vont nous permettre de substituer, dans le terme de gauche, la norme p par la norme 2.
Soit f =N z,e;, € P. On a pour A-presque tout z € [0,1] :

N P
Z rn(T)xne;,
n=1 L

<P P
vy S Gl e

Par intégration de I'inégalité précédente sur [0, 1], on obtient

1 om | NV P dt
n nCi, o d Cp P
[ | Z @ o] 5 )de < O 1,
Par Fubini-Tonelli, on a
2 N
* TnTne;, ( — L CP
@ [ | S| 5<ala,

Par ailleurs, d’apres I'inégalité de Khintchin (& coefficients complexes), on a

vt € [0, 2] xne;, (t) Tpe; (1)

- Ap< é |xn|2>1/2.

LP([0,1]) L2([0,1])

Reportant dans (x), on obtient
N
(S 1aa)” < o,
n=1

ce qui s’écrit aussi
||f||L2(']1‘) < CpA;1||f||LP(T)-

Ceci implique que les normes ||.||2 et ||.||, sont équivalentes sur & et c’est une contradiction.

Soit 2 < p < 400 et supposons que (€,)nez S0it une base inconditionnelle de LP. Rappelons (cf. lemme 1V.3)
que les multiplicateurs 9. sont bornés sur LP. Par ailleurs, il est clair que les 9. sont autoadjoints sur L?
et vérifient M. (f) = M.(f). Par conséquent, on a :

d\ 2m d\
Vf,ge & / — M (g) —.
f.g (Nag = | [Melg)g
Notons p’ 'exposant conjugué de p. Le méme argument de dualité que dans la preuve du théoreme de M.
Riesz permet alors d’obtenir que 9. est borné sur L. Par conséquent, la famille (en)nez est une base
inconditionnelle de L*" et ceci est en contradiction avec le cas précédent puisque 1 < p’ < 2.
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