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Je montrerai dans une première partie comment les Grecs et les Arabes ont développé une théorie des grandeurs géomé-
triques (longueur, aire, volume) qui a abouti à leur arithmétisation, c’est-à-dire à leur réduction aux nombres entiers. Dans
une deuxième partie, je décrirai les deux approches concurrentes de Dedekind et de Kronecker pour l’extension d’une théorie
de la divisibilité des nombres entiers aux nombres algébriques après Kummer et je développerai les options philosophiques
de ces deux mathématiciens du 19e siècle.

Début du cinquième livre des Éléments d’Euclide, dit livre des proportions.
Les Éléments datent des premières décennies du 3e siècle avant l’ère chrétienne.

Définition V.1. Une grandeur est une partie d’une grandeur, la plus petite de la plus grande, quand elle mesure la plus
grande.
Définition V.2. Et multiple, la plus grande de la plus petite, quand elle est mesurée par la plus petite.
Définition V.3. Un rapport est la relation, telle ou telle, selon la taille, [qu’il y a] entre deux grandeurs du même genre.
{Définition V.3bis. Et une proportion est l’identité des rapports.}
Définition V.4. Des grandeurs sont dites avoir un rapport l’une relativement à l’autre quand elles sont capables, étant
multipliées, de se dépasser l’une l’autre.
Définition V.5. Des grandeurs sont dites être dans le même rapport, une première relativement à une deuxième et une
troisième relativement à une quatrième quand des équimultiples de la première et de la troisième ou simultanément dé-
passent, ou sont simultanément égaux ou simultanément inférieurs à des équimultiples de la deuxième et de la quatrième,
selon n’importe quelle multiplication, chacun à chacun, [et] pris de manière correspondante.

Extrait de la traduction du second livre du commentaire d’al-Khayyām sur les
Éléments d’Euclide, Exposé sur le rapport et la notion de proportionnalité,
et sur leur véritable nature.

Ce commentaire date de 1077. Les mots entre chevrons sont ceux que le traducteur a rajoutés pour la clarté de la phrase.

§ 2. [. . .] En effet, chaque fois que l’on a deux grandeurs homogènes, ou bien elles sont égales, ou bien elles sont
différentes. Et la différence a des limites et des divisions. C’est-à-dire que la plus petite est ou bien une partie de la plus
grande – en effet elle la mesure et la remplit exhaustivement lors de la mise en relation –, ou bien elle est des parties,
ou bien elle est selon une autre manière. Une des propriétés de la quantité est de <pouvoir> y considérer l’égalité et
l’inégalité. Le rapport est donc cette considération elle-même lorsque l’on met en relation les <grandeurs> homogènes,
ainsi que la considération d’une autre chose qui est jointe à elle, à savoir, la grandeur de ce rapport en tant qu’il est
rapport entre grandeurs.

§ 3. Cela est particulièrement clair dans le cas des choses numériques ; et le premier lieu où l’on trouve cette notion,
je veux dire le rapport, c’est dans les choses numériques. C’est-à-dire que l’on considéra les nombres rapportés les uns
aux autres, et l’on trouva qu’ils étaient ou bien égaux entre eux, ou bien inégaux. (Cela fait partie des propriétés de la
quantité.) On considéra ensuite l’inégalité, et l’on trouva
— ou bien que la plus petite mesurait la plus grande – par exemple trois relativement à neuf. On rechercha alors la
quantité de la mesure de neuf par trois, et l’on trouva que c’était trois. Donc trois mesure neuf trois fois. On dériva alors
de cette notion un nom conformément aux langues, et l’on dit : C’est le tiers. Donc le rapport entre trois et neuf est le
fait d’être un tiers. Et c’est là la considération de l’égalité et de l’inégalité jointe à une autre considération, comme nous
l’avons expliqué. Et le rapport entre neuf et trois est le trois multiplicatif. Mais l’on ne dériva pas de nom pour cela, et
l’on se contenta du premier. Cela dépend de celui qui a posé <les règles> du langage.
— ou bien qu’elle ne mesurait pas la plus grande – par exemple le rapport de deux à sept. On les divisa alors en parties
qui mesuraient tout ensemble sept et deux, et l’on ne trouva pas un autre nombre : au contraire, on trouva l’unité. On
dit alors : Le rapport de deux à sept est deux septièmes.

On démontra ensuite que les nombres les plus petits étaient soit une partie, soit des parties des plus grands.
§ 4. Et lorsque l’on vit que le nombre était de même genre que la grandeur du fait qu’ils se subdivisaient tous deux
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divisions-là une autre division. C’est-à-dire que les grandeurs ne sont pas composées de parties indivisibles, et il n’y a
pas de limite définie à leur division comme pour le nombre.

§ 5. Car le nombre est composé de parties indivisibles, i. e. les unités. Chaque fois que l’on a deux nombres différents,
on retranche du plus grand tous les multiples du plus petit, et l’on arrivera à un reste plus petit que le plus petit nombre ;
on retranche ensuite du plus petit tous les multiples du reste, et l’on arrivera à un reste plus petit que le premier reste ;
et l’on ne cesse de procéder ainsi ; on arrivera alors nécessairement à un reste qui mesure le reste qui le précède, ou bien
à l’unité. C’est-à-dire que les deux nombres sont finis et donnés, et sont composés d’unités indivisibles. Et quand nous
disons composé dans la définition du nombre, c’est de par la nécessité de l’expression. Car combinaison, multiplicité,
collection, et nombre ont tous le même sens. Il a déjà mentionné cela en partie au début du septième <Livre> de son
ouvrage. Et il te sera possible de le reconnaître avec un minimum de réflexion.

§ 6. Quant aux grandeurs, elles ne sont pas composées de parties indivisibles, et il n’y a pas de limite déterminée à leur
division. Ainsi, cette notion ne s’ensuit pas pour tous les cas ; et il n’est pas nécessaire que l’on parvienne inévitablement
à l’unité (puisqu’il n’y a pas dans leur cas d’unité), ni à un reste qui mesure celui qui le précède. Et ce n’est que par une
démonstration que l’on saura si cette notion y existe. Euclide en a déjà longuement parlé dans le dixième <Livre> de
son ouvrage, mais nous n’en avons absolument pas besoin dans cette explication.

§ 7. Et puisqu’il en est ainsi, il ne s’ensuivra pas nécessairement, chaque fois que l’on aura deux grandeurs, que la plus
petite soit ou bien une partie de la plus grande, ou bien des parties. Il sera au contraire possible qu’elle soit selon une
autre espèce qui n’est pas numérique mais propre aux grandeurs. Et si quelqu’un dit : Cette troisième division n’existe
absolument pas ; au contraire, elle fait partie des deux divisions numériques ! nous lui répondrons et nous lui dirons : Il
n’y aura aucun mal à ce que nous considérions les lois du rapport et de la proportionnalité dans le cas des grandeurs
de ces trois points de vue. Si ensuite la division est abrogée par une démonstration, il n’y aura aucun reproche à nous
faire. Mais si elle n’est abrogée, nous aurons alors avancé et épuisé toutes les divisions. C’est là un mystère d’où l’on
découvrira des mystères de logique extrêmement profonds. Comprends-le donc.

§ 8. Il mentionne ensuite la proportionnalité en disant : C’est la similitude des rapports. C’est là, quant au langage, des
propos excellents, si ce n’est qu’il s’est complètement écarté de la véritable nature de la proportionnalité en commentant
cette expression. C’est-à-dire qu’il a dit : Si l’on a quatre grandeurs homogènes, que l’on prenne à l’infini des équimultiples
de la première et de la troisième, et des équimultiples de la deuxième et de la quatrième, quels qu’il soient, et qu’on les
compare ; et que, lorsque le multiple de la première excède le multiple de la deuxième, le multiple de la troisième excède
le multiple de la quatrième, et que lorsqu’il lui est égal, il lui est aussi égal, et que lorsqu’il est plus petit que lui, il est
plus petit que lui, si on les compare successivement ; on dira alors que le rapport de la première à la deuxième est égal
au rapport de la troisième à la quatrième. Et qu’elles soient appelées proportionnelles.

§ 9. Mais cela n’est pas construit à partir de la proportionnalité véritable. Ne vois-tu pas que si quelqu’un pose une
question, disant : Quatre grandeurs sont proportionnelles selon la proportionnalité euclidienne, et la première est la
moitié de la deuxième ; est-ce que la troisième sera alors égale à la moitié de la quatrième, ou non ? Comment sera-t-il
alors possible de démontrer que la troisième est aussi égale à la moitié de la quatrième par la méthode d’Euclide ? Et si
l’on répond en disant : Il faut, si la première est égale à la moitié de la deuxième, que la troisième soit égale à la moitié
de la quatrième, en raison de l’existence de la proportionnalité ; quelle est la démonstration que l’on a pour dire que ce
qu’Euclide a expliqué appartient aux conséquences nécessaires de la véritable proportionnalité ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 12. Je dis : J’ai conçu la véritable nature du rapport entre grandeurs. C’est-à-dire que chaque fois que l’on a deux
grandeurs, ou bien l’une d’elles est égale à l’autre, ou bien elle ne l’est pas. Et celle qui est inégale sera ou bien une
partie de l’autre, ou bien des parties. (Ces trois constituent le rapport numérique.) Ou bien elle sera selon une autre
sorte propre à la géométrie, comme nous l’avons déjà expliqué précédemment.

§ 13. Et si l’on a quatre grandeurs, et que la première est égale à la deuxième, et la troisième égale à la quatrième ;
ou que la première est une partie de la deuxième, et la troisième cette même partie de la quatrième ; ou que la première
est des parties de la deuxième, et la troisième ces mêmes parties de la quatrième ; alors le rapport de la première à la
deuxième sera inévitablement égal au rapport de la troisième à la quatrième. Ce rapport est numérique.

§ 14. Et s’il n’en est pas selon ces trois manières, mais, que l’on retranche de la deuxième tous les multiples de la
première jusqu’à ce que l’on arrive à un reste plus petit que la première, et que de même l’on retranche de la quatrième
tous les multiples de la troisième jusqu’à ce que l’on arrive à un reste plus petit que la troisième, et que le nombre des
multiples de la première contenus dans la deuxième soit égal au nombre des multiples de la troisième contenus dans la
quatrième ; et que l’on retranche de la première tous les multiples du reste de la deuxième jusqu’ à ce que l’on arrive à un
reste plus petit que le reste de la deuxième, et que de même l’on retranche de la troisième tous les multiples du reste de
la quatrième jusqu’à ce que l’on arrive à un reste plus petit que le reste de la quatrième, et que le nombre des multiples
du reste de la deuxième soit égal au nombre des multiples du reste de la quatrième ; et que de même l’on retranche du
reste de la deuxième tous les multiples du reste de la première, et que l’on retranche du reste de la quatrième tous les
multiples du reste de la troisième, et que leur nombre soit égal ; et que de même l’on retranche successivement tous les
multiples des restes les uns des autres comme nous l’avons expliqué, et que le nombre de chaque reste de la première
et de la deuxième soit indéfiniment égal au nombre du reste correspondant de la troisième et de la quatrième ; alors,
le rapport de la première à la deuxième sera inévitablement égal au rapport de la troisième à la quatrième. Voilà la
véritable proportionnalité relative au type géométrique.
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Le grand succès des recherches de Kummer, dans le domaine de
la division du cercle, donnait lieu de présumer que les mêmes lois
subsistaient dans tous les domaines numériques o de l'espèce la plus
générale, dont il a été question plus haut. Dans mes recherches,
qui avaient pour but d'amener la question à une solution définitive,
j'ai commencé par m'appuyer sur la théorie des congruences d'ordre
supérieur, parce que j'avais déjà précédemment remarqué que par
l'application de cette théorie les rechercher de Kummer pouvaient
être considérablement abrégées *, mais, bien que ce moyen conduisit
jusqu'à un point très-voisin du but de mes efforts, je n'ai pu tou-
tefois réussir par cette voie à soumettre certaines exceptions appa-
rentes aux lois constatées pour les autres cas. Je ne suis parvenu à
la théorie générale et sans exceptions, que j'ai publiée pour la
première fois au lieu indiqué plus haut, qu'après avoir entièrement
abandonné l'ancienne marche plus formelle, et l'avoir remplacée
par une autre partant de la conception fondamentale la plus simple,
et fixant le regard immédiatement sur le but. Dans cette marche,
je n'ai plus besoin d'aucune création nouvelle, comme celle du
nombre idéal de Kummer, et il suffit complètement de la considé-
ration de ce système dénombres réellement existants, que j'appelle
un idéal. La puissance de ce concept reposant sur son extrême sim-
plicité, et mon dessein étant avant tout d'inspirer la confiance en
cette notion, je vais essayer de développer la suite des idées qui
m'ont conduit à ce concept.

Kummer n'a pas défini les nombres idéaux eux-mêmes, mais
seulement la divisibilité par ces nombres. Si un nombre a. possède
une certaine propriété A, consistant toujours en ce que a satisfait
à une ou plusieurs congruences, il dit que a est divisible par un
nombre idéal déterminé, correspondant à la propriété A. Bien que
cette introduction de nouveaux nombres soit tout à fait légitime, il
est toutefois à craindre d'abord que, par le mode d'expression que
l'on a choisi, dans lequel on parle de nombres idéaux déterminés
et de leurs produits, et aussi par l'analogie présumée avec la théorie
des nombres rationnels, on ne soit entraîné à des conclusions préci-
pitées et par là à des démonstrations insuffisantes, et en effet cet
écueil n'est pas toujours complètement évité. D'autre part, une défi-
nition exacte et qui soit commune à tous les nombres idéaux qu'il
s'agit d'introduire dans un domaine numérique déterminé o, et en
même temps une définition générale de leur multiplication paraissent
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d'autant'plus nécessaires, que ces nombres idéaux n'existent nulle-
ment dans le domaine numérique considéré o. Pour satisfaire à ces
exigences, il sera nécessaire et suffisant d'établir une fois pour toutes
le caractère commun de toutes les propriétés A, B, C, . . . , qui tou-
jours, et elles seules, servent à l'introduction de nombres idéaux
déterminés, et ensuite d'indiquer généralement comment de deux de
ces propriétés A, B, auxquelles correspondent deux nombres idéaux
déterminés, on pourra déduire la propriété C qui doit correspondre
au produit de ces deux nombres idéaux (1).

(*) La légitimité ou plutôt la nécessité de telles exigences, qui devraient toujours
s'imposer dans l'introduction ou la création de nouveaux éléments arithmétiques,
deviendra encore plus évidente par la comparaison avec l'introduction des nombres
réels irrationnels, objet dont je me suis occupé dans un écrit spécial {Stetigkeit und
irrationale Zahlen; Brunswick, 1872). En admettant que l'arithmétique des nombres
rationnels) dont nous désignerons l'ensemble par R, soit définitivement fondée, il
s'agit de savoir de quelle manière on devra introduire les nombres irrationnels, et
définir les opérations d'addition, de soustraction, de multiplication et de division
à exécuter sur ces nombres. Comme première exigence, je reconnais que l'Arithmé-
tique doit être maintenue exempte de tout mélange d'éléments étrangers, et pour
celte raison je rejette la définition d'après laquelle le nombre serait le rapport de
deux grandeurs de même espèce; au contraire, la définition ou la création du nombre
irrationnel doit être fondée uniquement sur des phénomènes que l'on\puisse déjà
constater clairement dans le domaine R. En second lieu, on devra exiger que tous les
nombres réels irrationnels puissent être engendrés à la fois par une commune défi-
nition, et non successivement comme racines des équations, comme logarithmes, etc.
La définition devra, en troisième lieu, être de nature à permettre aussi une définition
parfaitement claire des calculs (addition, etc.) que l'on aura à faire sur les nouveaux
nombres. On parvient à tout cela de la manière suivante, que je ne ferai ici qu'in-
diquer :

i° J'appelle section du domaine R un partage quelconque de tous les nombres
rationnels en deux catégories, tel que chaque nombre deia première catégorie soit
algébriquement moindre que chaque nombre de la seconde catégorie.

20 Tout nombre rationnel déterminé a engendre une section déterminée ( ou deux
sections, non essentiellement différentes), par cela qu'un nombre rationnel quelconque
sera classé dans la première ou dans la seconde catégorie, suivant qu'il sera algébri-
quement plus petit ou plus grand que a (tandis que a lui-même pourra être inscrit
à volonté dans l'une où dans l'autre des deux catégories).

3° II y a une infinité de sections qui ne peuvent pas être engendrées par des nom-
bres rationnels, de la manière indiquée : pour toute section de cette espèce, on crée
et l'on introduit dans l'arithmétique un nombre irrationnel spécial, correspondant à
cette section (ou l'engendrant).

4° Soient «, /3 deux nombres quelconques réels (rationnels ou irrationnels); il
est facile, d'après les sections qu'ils engendrent, de définir si l'on a a ^ / 2 ou a <C/3;
de plus, on peut aisément définir, au moyen de ces deux sections, les quatre sections
auxquelles doivent correspondre la somme, la différence, le produit, le quoliqnt des
deux nombres «, j3. Par là sont définies sans aucune obscurité les quatre opérations
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Ce problème est essentiellement simplifié par les réflexions sui-
vantes. Comme une telle propriété caractéristique A sert à définir,
non un nombre idéal lui-même, mais seulement la divisibilité des
nombres contenus dans o par un nombre idéal, on est conduit natu-
rellement à considérer l'ensemble a de tous ces nombres a du do-
maine o qui sont divisibles par un nombre idéal déterminé -, j'appel-
lerai dès maintenant, pour abréger, un tel système a un idéal, de
sorte que, à tout nombre idéal déterminé, correspond un idéal
déterminé a. Maintenant comme, réciproquement, la propriété A,
c'est-à-dire la divisibilité d'un nombre a par le nombre idéal, con-
siste uniquement en ce que a appartient à l'idéal correspondant a,
on pourra, au lieu des propriétés A, B, C, . . . , par lesquelles a été
définie l'introduction des nombres idéaux, considérer les idéaux
correspondants a, 6, c, . . . , pour établir leur caractère commun
et exclusif. En ayant égard actuellement à ce que l'introduction des
nombres idéaux n'a pas d'autre but que de ran\ener les lois de la
divisibilité dans le domaine numérique o à une complète conformité
avec la théorie des nombres rationnels, il est évidemment néces-
saire que les nombres réellement existants dans o, et qui toutefois
se présentent en première ligne comme facteurs de nombres com-
posés, ne soient considérés que comme un cas particulier des nom-
bres idéaux -, si donc \k est un nombre déterminé de o, le système a
de tous les nombres ce = juteo du domaine o divisibles par [À aura
également le caractère essentiel d'un idéal, et il sera appelé un idéal
principal; ce système évidemment n'est pas altéré, quand on rem-
place [A par s/x, e désignant une unité quelconque renfermée dans o.
Maintenant, de la notion de nombre entier établie plus haut résul-
tent immédiatement les deux théorèmes élémentaires suivants sur
la divisibilité :

i° Si les deux nombres entiers « = uw, 2'= ^w'sont divisibles par
le nombre entier £/, leur somme a -+- OL'=Z [x (co -+- o)') et leur différence

fondamentales de l'Arithmétique pour deux nombres réels quelconques, et l'on peut
démontrer réellement des propositions telles, par exemple, que l'égalité yj^.sjz = \Jti f

ce qui n'a pas encore été fait, que je sache, dans le sens rigoureux du mot.
5° Les nombres irrationnels ainsi définis forment, réunis aux nombres rationnels,

un domaine 9î sans lacunes et continu; toute section de ce domaine 31 sera produite
par un nombre déterminé du même domaine; il est impossible de classer encore de
nouveaux nombres dans ce domaine 9t. •
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a — a/== [xfa — G/J seront aussi divisibles par p, puisque la somme
. <*> -h w' et la différence œ — w' de lieux nombres entiers a), ta' sont
elles-mêmes aussi des nombres entiers.

2° Si a = pui est divisible par ^, tout nombre #Gt/= {*(&)&/), divi-
sible par a, sera aussi divisible par t«JU puisque tout produit tùtù' de
deux nombres entiers a), co' est aussi lui-même un nombre entier.

Si Ton applique ces théorèmes, vrais pour tous les nombres en-
tiers, aux nombres w de notre domaine numérique o, en désignant
par p. un de ces nombres déterminés, et par a l'idéal principal qui
lui correspond, on obtiendra les deux propriétés fondamentales
suivantes d'un tel système numérique a :

I. Les sommes et les différeJices de deux nombres quelconques
du système a sont toujours des nombres du même système a.

II. Tout produit d'un nombre du système a par un nombre du
système a est un nombre du système a.

Maintenant, comme nous poursuivons le but de ramener généra-
lement, par l'introduction des nombres idéaux et d'un mode de lan-
gage correspondant, les lois de la divisibilité dans le domaine nu-
mérique o à une complète conformité avec celles qui régnent dans
le domaine des nombres entiers rationnels, il s'ensuiï^jue les défi-
nitions des nombres idéaux et de la divisibilité par ces nombres
devront s'énoncer de telle manière que les deux théorèmes élémen-
taires ci-dessus, i° et 2°, continuent à subsister lors même que y. ne
serait pas un nombre existant, mais un nombre idéal, et par suite les
deux propriétés I et II appartiendront non-seulement aux idéaux
principaux, mais aussi à tous les idéaux. Nous avons donc trouvé
par là un caractère commun à tous les idéaux \ à tout nombre exis-
tant ou idéal correspond un idéal complètement déterminé a, jouis-
sant toujours des deux propriétés I et II.

Mais un fait de la plus haute importance, et dont je n'ai pu
démontrer rigoureusement la vérité qu'à la suite de nombreux et
vains efforts et après avoir surmonté de grandes difficultés, c'est
que, réciproquement, tout système a qui jouit des propriétés I et II
,cst aussi un idéal, c'est-à-dire que a forme l'ensemble de tous
les nombres a du domaine 0 qui sont divisibles par un nombre exis-
tant déterminé, ou par un nombre idéal, indispensable pour com-
pléter la théorie. Les deux propriétés I et II sont donc non-seule-
ment les conditions nécessaires, mais encore les conditions suffisantes
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pour qu'un système numérique a soit un idéal *, toute autre condi-
tion à laquelle on voudrait assujettir les systèmes numériques a, m
elle n'était pas une simple conséquence des propriétés I et II, ren-
drait impossible l'explication complète de tous les phénomènes de
la divisibilité dans le domaine o.

Cette constatation m'a conduit naturellement à fonder toute la
théorie des nombres du domaine o sur cette définition simple, entiè-
rement délivrée de toute obscurité et de l'admission des nombres
idéaux (i ) :

2hut système a de nombres entiers du corps 12, qui possède les
propriétés I et II, est dit UN IDÉAL DE CE CORPS.

La divisibilité d'un nombre a par un nombre ^ consiste en ce
que a est un nombre ĉo de l'idéal principal, qui correspond au
nombre p et peut être convenablement désigné par o (f/.) ou op, et
de la propriété II ou du théorème 20, il résulte qu'en môme temps
tous les nombres de l'idéal principal o a sont aussi des nombres de
l'idéal principal Of*. Réciproquement, il est évident que a est
certainement divisible par p, quand tous les nombres de l'idéal o a, et
par suite aussi a lui-même, sont contenus dansl'idéal U{Â. De là on
est conduit à établir la notion suivante de la divisibilité, non-seule-
ment pour les idéaux principaux, mais encore pour tous les idéaux :

Un idéal a est dit divisible par un idéale, ou un multiple de fc,
et B un diviseur de a, lorsque tous les nombres de l'idéal a sont en
même temps contenus dans ïj. Un idéal 3p, différent de o, qui ri a
aucun diviseur autre que o et !p, est dit un idéal premier (1).

De cette divisibilité des idéaux, qui comprend évidemment celle
des nombres, il faut d'abord bien séparer la notion suivante de la
multiplication et des produits de deux idéaux :

Si a parcourt tous les nombres d'un idéal ü, et fi tous les nom*
bres d'un idéal fc, tous les produits de la f orme a/3 et toutes les
sommes de ces produits formeront un idéal qui s'appellera le pro-
duit des idéaux a, fc, et que Von désignera par ab (2.).

Or on voit immédiatement, il est vrai, que le produit aft est dîvi-

(*) II est naturellement permis, quoique cène soit aucunement nécessairey de faire
correspondre à tout idéal tel que ci un nombre idéal qui l'engendre, si ce n'est pas un
idéal principal.

(•) En même temps le nombre idéal correspondant à l'idéal cfi s'appellerait divi-
sible par le nombre idéal correspondant à l'idéal b; à un idéal premier correspondrait
nn nombre idéal premier.

âges.
279
282
286
287
287

287

Lignes.

16
26
i5
25
32

37

ERRATA.

Au lieu de :

classe principale correspond,
système a est

(*)

n

Usez :

sa.
classe correspond
système 0 est
( 2 )
( 8 )

a

Au bas de la page 287, rétablir la Note oubliée :

(8) Le nombre idéal correspondant à l'idéal ûb s'appellerait le produit des deux
nombres idéaux correspondant à a et b«

D
edekind

:Sur
la

théorie
des

nom
bres

algébriques
(introduction,

1876)

7



$UR UNE 

NOTION OUI COMPREND CELLE DE LA DIVISIBILITI~  

ET SUR Lh 

THI~ORIE GI~NI~RALE DE L ' ~ L I M I N A T I O N  

P A R  

J. MOLK 
A S T R A S B O U R G .  

I n t r o d u c t i o n .  

Les voles nouvelles ouvertes k l'Alg~bre par les travaux de GAuss, 
d'ABEL et de GALOre ont dt~ le point de d~part des recherches de 
M. KROSECKER sur la thSorie gdn~rale~ de l'~limination. Ces recherches 
sont intimement li~es k celles qui ont pour objet l'~tude des syst~mes de 
divlseurs d'un syst~me de fonctions enti~res. Je me suis propose, dans 
ce mdmoire, d'exposer les unes et les autres, en me pla~ant au point de 
vue arithmdtique de M. KRONECKER. 

Pour bien faire saisir l'esprit des m~thodes employdes il m'a sembl~ 
n~cessaire de prdciser tout d'abord l'id~e d'irrdductibilitd dans un domaine 
de rationalit~ donn& J'ai ensuite d6velopp~ les premiers ~ldments de la 
thdorie des syst~mes de diviseurs dont l'introduction en AlgSbre est due 

M. KRONECKEa. Aprds avoir exposd quelques thdor~mes sur l'~li,nina- 
tion d'une variable entre de~ux dquations, j'ai enfin abordd l'objet mdme 
de ce mdmoire, la th~orie g~n~rale de l'dlimination. 

Je ddsirerais sur~ut ~claircir quelques points du grand mdmoire que 
M. KRONECKEa a publiC, en Septembre I88~, ~ ['occasion du cinquantidme 

Acta ma~hemattca, 6. lmprim~ 23 Mai 1884. 1 

2 J. Molk. 

anniversaire du doctorat de M. KUMMER. (1) Ce mSmoire semble appel~ h 
imprimer une direction nouvelle b. l'Alg5bre. Le but que je me suis 
propos~ serait entifirement attcint si mon travail pouvait amener quelques 
gdom5tres ~ approfondir les idles aussi difficiles que nombreuses qui y 
sont contenues. 

C'est b~ ce m&noire, ~ quelques autres publications de M. KaO~ECKER 
et plus particuli~rement /t son Cours profess~ ~ l'Universitd de Berlin que 
j'ai emprunt4 presque tous les matfiriaux de ce travail. Je me suis 
efforc$ de les grouper et de les 6clairer, de les ordonner aussi mSthodique- 
ment que le comportait la nature d u  sujet, et de les rendre ainsi acces- 
sibles i~ tous. A cet effet, je n'ai pas h~sit~ ~ r~p~ter, ~ plusieurs reprises~ 
des choses bien connues de tous ceux qui s'occupent d'Alg5bre. D'autre 
part, j'ai cherch5 ~ caractfiriser e t ~  bien mettre en dvidence les questions 
qui, pour moi du moins, restent h rSsoudre. M. KRONECKER a bien voulu 
s'intfiresser b. mon travail et je lui dois les plus prScieux encouragements 
pendant tout le temps que j'y ai consacr~. 

CHAPITRE ]. 

M~thodes p a r t i c u l i S r e s  h l 'Alg~bre.  

I. L'Arithm~tique et l'Alg~bre prennent une place a part dans 
l'ensemble des sciences math4matiques. Leur objet pro~pre est, en derni~re 
analyse, l'dtude des propri(~t~s des hombres entiers positifs et des fonctions 
enti~res i~ coefficients entiers, positifs, d'une ou de plusieurs variables 
ind~pendantes. 

Ces deux ~tudes ne diff(~rent pas essentiellement l'une de l'autre. 
Une fonction efiti~re, ~ coefficients entiers, positifs, d'un certain hombre 
de variables repr~sente, en effet, d'une mani5re commode, un syst~me dc. 
nombres entiers et ne repr~sente pas autre chose. On obtient ce syst~me 

(1) L. KaON~CKEa: Grundziige ei,~er arithmetischen Theorle der algebraischen 
GrSssen. Festschrift zu Herrn E. E. KVMM~aS Doetor-Jubiliium. Berlin~ 
Reimer I882. 
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Sur la notion do la divisibilitd ct sur la thdorie gdndrale do l'dlimination. 3 

en rempla(~ant successivemcnt, dans la fonction enti6re considdr6e, les 
variables par tous les syst6mes de valeurs entidres plus petites qu'un 
entier, laiss6, ~, dessein, in'cldtermind dans les recherches g6n6rales, afin de 
pouvoir 6tre choisi convenablement dans chaque recherche particuli6re. 
L'ind6termination du nombre fini d'entiers du syst6me que l'on considdre, 
et la  manidre d'obtenir facilement ces entiers, sont toutes deux raises en 
6vidence en repr6sentant ce syst6me par une fonction enti6re. 

L'Arithm6tique et l'Algdbre ont ainsi un domainc bien d6fini; les 
nombres entiers, positifs, les syst6mes de nombres entiers repr6sent6s par 
des fonctions enti6res k ~oefficients entiers, positifs, y sont consid6rds 
comme existant, tout comme le mouvement en cin6matique et la matidre 
dans los sciences naturelles. Los nombres rationnels, nr imaginaires, 
ainsi que les nombres irrationnels et transcendants ne font pas partie de 
ce domaine. Ils n'ont du nombre que le nora; en rdalit6 ce sont de 
purs symboles. 

En Analyse le point d~ vue est diff6rent. On commence par g6nd- 
raliser l'id6e m6me de quantit6. GAUSS l'a le premier fait d'une mani6re 
syst6matique mais sans s6parer enti6rement le domaine de la G6om6trie de 
celui de l'Arithm6tique. Plus tard M. WEIERSTRASS a suivi une m6thode 
essentiellement diff6rente off l'on ne s'attache d'abord k aucun domaine d6- 
terrain6 mais off, au contraire, le but que l'on se propose, en g6n6ralisant 
l'idde de quantit6, est de ddterminer le domaine n6cessaire et suffisant dans 
lequel on puisse effectuer routes les op6rations directes et inverses qui se 
pr6sentent dans los calculs. Mais que l'on se place au point de vue de 
GAuss ou k celui de M. WEIERSTIIASS il importe de remarquer que le 
d6sir de pouvoir r6pondre positivement ~ une s6rie de questions, qui sont 
en partie du domaine de la G6om6trle, a soul amend los math6maticiens 
k introduire successivement de nouveaux symboles en Analyse. On 
comprend alors qu'en se plagant au point de vue sp6cial de l'Arithm6- 
tique, en assignant k cette science un domaine ddtermin6, celui des 
nombres entiers, positifs, et en ne voulant pas introduire dans tous~les 
raisonnements une id6e 6trang6re k l'objet quc l'on a en vue, il convienne 
de n'employer qu'une partie des symbolcs de rAnalyse, cello qui ne nous 
fait quitter qu'en apparence le domaine de l'Arithmdtique. 

Los symboles dits rationnels, positffs et n6gatifs remplissent cette 
condition. A tout moment une dgalit6 contenant des nombres rationnels, 

4 J. Molk. 

positifs ou ndgatifs, peut dtre transformde en une 6galit6 enti6rement 
dquivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs. Un 
nombre fini d'op6rations permet toujours de grouper lcs symboles ration- 
nels suivant les besoins du calcul et de remplacer ces groupes par des 
nombres entiers positifs ~ raide des 6galitds qui d6finissent ces symboles, 
6galit~s qui peuvent toujours dtre sous-entendues et qui seules ont une 
existence rdelle en Arithmdtique. 

La mdme chose a liefi pour les fonctions enti6res ou rationnelles, 
coefficients entier s o u  ra~,ionnels, positifs ou ndgatifs, d'un nombre quel- 
conque de variables. Aussi les adjoindrons-nous 6galement au domaine 
de rArithm6tique. 

Les fonctions enli6res d'une variable, 6gal6es h z6ro, ddfinissent de 
nouveaux nombres, les nombrcs algdbriques. Mais nous remarquons une 
grande diffdrence entre rintroduction de ces nombres et celle des nombres 
rationnels, car nous ne pouvons pas ~ tout inoment remplacer une 6galit6 
contenant des nombres algdbriques par une ~al i t~ 6quivalente et ne 
contenant que des nombres entiers et positifs. En r6alitd, lorsqu'on d6finit 
positivement les nombres algdbriques, on quitte vraiment, et non plus 
en apparence seulement pour la commoditd des calculs, le domaine de 
rArithm6tique pour entrer dans un domaine plus vaste. I1 convient doric 
d'6viter remploi de ces nombres. Leur introduction, en Arithm6tique, est 
d'ailleurs inutile en thdorie; nous verrons plus loin par quoi il faut 
chercher b~ les remplacer. 

Cependant lorsqu'on fait de nouvelles reeherches, il est presque in- 
dispensable, dans l'6tat actuel de la science, de s e  servir de nombres 
alg6briques; c'est, il est vrai, un simple artifice de langage, mais il fait 
image et nous permet ue sdparer faeilement dans notre pens6e les diff6- 
rentes racines conjugu6es et d'abrdger ainsi les d6monstrations. La mdme 
chose a lieu en Gdom6trie par exemple, oh il est souvent bien commode 
de ne pas s'astreindre tout d'abord h faire de la G6om6trie de position, 
reals, au contraire, de supposer connus certains 616ments qui sont du domaine 
de la M6canique. 

Sans doute il est ndcessaire, pour dtre en droit de s6parer ainsi les 
racines et de ]es repr6senter s@ar~ment par des symboles, de montrer 
comment, apr6s avoir ramen6 le cas g6ndral ~ celui de la recherche des 
racines rdelles d'une 6quation h coefficients r6els, on peut, darts ce.cas 
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Sur la notion de la divisibilitd et stir ia thdorie gdndra}e de l'dlimination. 5 

part iculier ,  determiner un intervalle dans lequel l'dquation donn~e ne saurait 
dtre vdrifide par plus d'un hombre rationnel, avec une approximation donnde, 
suffisamment grande. Il faut, en un mot, montrer ce que l'on doit entendre 
par racine d'une 6~luation algtbrique,  au point de vue ,arithm~tique auquel 
nous nous sommes places. 

Mais ces consid&ations m'tcarteraient par trop de robjet  que j 'ai 
principalement en vue. Eiles rentrent  dans un autre ordre d'iddes et il 
convient de les exposer avec la th6orie des Caractdristiques. (1) En supposant 
cette lacune comblte, il "n'y a aucun inconvenient, dans" des recherches 
nouvellcs, ~ se servir de ces symboles algtbriques, si l 'on a soin d'y 
joindre l'dgalitd qui les dtfinit. Il est cependant toujours ndcessaire, 
lorsqu'on se propose d'approf0ndir, les principes de l 'Aigtbre,  de se passer, 
autant  que possible, de cet instrument 6tranger au domaine de cette science. 

Ce que je dis des nombres algtbriques s't~pplique mot pour mot aux 
fonctions algtbriques.  

2. Mais la faiblesse de notre esprit ne nous permet pas plus d'aborder 
directement les questions fondamentales de l 'Algtbre  clue eelles de l 'Arith- 
mttique.  Il nous est ndcessaire de saisir ~ la fois tout  rensemble d'une 
question, routes les faces sous lesquelles elle se pr~sente, pour pouvoir 
tirer des conclusions'; et notre puissance d'abstraction est, en general, si 
faible que nous avons besoin d'auxiliaires:  Ces auxiliaires nous sont 
donnts pa r  la nature elle-m(!me. Ce sont les quanti t ts  ind~termintes. 
C'est ~ GAuss que revient la gloire de les avoir introduites en Ari thmt-  
tique. PoIsso~  et plusieurs autres mathtmaticiens 6minents, ont certaine- 
ment aper~u, en pattie du  moins, leur importance;  mais c'est ~, M. KRO- 
~ECKeR qu'il altair reserve de faire voir c la i rement  le r6Ie fondamental 
qu'elles sont appeltes ~ jouer en A lgthre.  

Je  distingue entre inddtermindes e t  variables. 
Nous ne pouvons pas disposer des indt termintes  dans le tours d'une 

d~monstration. Ce sont ou bien de simples liens destin& ~ joindre  une 
strie d'optrations b~ effectuel" ou de vtfleurs ~ trouver, et al.ors nous n'avons 
aucune prise su r  elles, ou bien encore des abstractions que nous laissons 

dessein indt termin&s dans une mgme recherche afin d 'embrasser ,un 
grand nombre de cas particuliers dans un seul caleul et alors, le calcul 

(~) Comparez KRONECKER~ Monatsberichte  der Berl iner  Akademie 1859. 

6 J. Moll 

termin~, nous pouvons leur donner une valeur quelconque. Dans ce 
dernier cas, je les nommerai plus particuliSrcment variables-ind~termin6es. 

Les variables, au  contraire, peuvent prendre des valeurs particuliSrcs 
dans le cours d'une ddmonstration. El[es nous soar, en effet, donn~es par 
la nature m6fi~e de nos recherches e t  nous nous proposons pr~cis~ment 
de rechercher les valeurs particulir qu'il faut leur donner, ou encore 
les restrictions auxquelles elles doivent ~tre soumises pour satisfaire aux 
conditions d'un problSme d~termin~. 

Nous verrons,, dans la suite, que l'emploi de variables auxiliaires est 
parfois fort utile. Il permet d'effectuer des transformations qui affran- 
chissent les expressions consid~r~es de certains cas particuliers dont l'~tude 
spdeiale ne serait d'aucun profit pour les r6sultats k obtenir. 

On pourrait objecter k ce que j 'ai dit des nombres et fonctions 
aIg~briques que ce sont tout aussi bien des auxiliaires lSgitimes que les 
quantite~s ind~termindes. Cela n'est point douteux quant k la rigueur des 
d~monstrations. Dans l'gtat actuel de la science, il peut m6me 6tre souvent 
plus avantageux, pour obtenir ou ~noncer rapidement des rgsultats nou- 
veaux, d'employer comme auxiliaires les fonctions alg~briques que de faire 
usage des quantit~s ind~termin~es. Mais lorsqu'il s'agit de voir clairement 
le rble que joue chaque ~l~ment dans l'expos6 des principes et des m6thodes 
de l'Alg5bre, il ne saurait y avoir de doute sur l'avantage de l'emploi des 
quantit~s inddtermindes sur celui des nombres et fonctions alg~briques. 

En effet, l'existence m6me approximative de ees derniers est une 
idle tr~s-complexe dans le domaine que nous nous sommes fixds. On 
peut presque dire qu'elle joue le mdme rble en Alg6bre quc l'intSgrale 
de CAUCHY en Analyse. C'est parce qu'ils supposent et renferment plusieurs 
hypotheses essentielles que ces deux merveilleux instruments permettent 
d'obtenir rapidement un grand hombre de transformations, l'un d'expres- 
sions algdbriques, l'autre d'expressions transcendantes. Avant d'avoir 
cherch6 k s'en passer, on ne se rend que trSs-difficilement compte de 
toute la simplification qu'ils introduisent l'un cn Alg6bre, l'autre en 
Analyse. Loin de les eritiquer je crois, au contraire, qu'il convient, 
actuellement, de les placer, dans ces deux sciences, au d~but de toute 
recherche nouvelle. Mais je crois aussi que, pr~cisdment parce qu'ils ten- 
ferment tous deux tant d'hyp0thSses essentielles, ils n'~clairent pas suffisam- 
ment les principes de la science, et c'est pourquoi, en mc bornant ~ 
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Sur la notion de la divisibilit6 et sur la thdorie gdndrale de l'61imination. 7 

t'Alg6bre, je disais plus haut que lorsqu'on se propose d'en approfondir 
les principes, il est pr6f6rable de chercher ~ se passer de leur aide. 

Les inddtermin6es, au contraire, ne nous font point quitter le domaine 
des quantit6s rationnelles. Elle n'exigent point d'autres symboles que 
ceux que nous connaissons d~jh., les symboles qui correspondent aux 
quatre op6ratious, Elles ont de plus un grand avantage, celui d'unir en 
quelque sorte l'Arithm6tique ~ l'AIg6bre, la th6orie des nombres ~ eelle 
des fonctions enti6res d'une et de plusieurs variables, comme nous le 
verrons clans la suite. 

Je: rappelIe qu'une forme est une fonction enti6re dans laquelle les 
variables sont remplac6es par des ind6termin6es. 

L' association (1) des quantit6s ind6termin6es au domaine de l'Alg6bre 
am6ne naturellement b~ joindre ~ l'6tude des nombres entiers et des fonc- 
tions enti6res, celle des formes dont les coefficients sont soit des hombres 
entiers, soit des fonctions enti6res. 

II me reste ~ parler des nombres transcendants et imaginaires. 
Les rnombres transcendants, comme le rapport d'une circonf6rence 

son diam~tre, ne joueront pour nous que le r61e d'ind6termin6es. Si, en 
effet, nous d6montrons un th~or6me en les supposant ind6termin6es et 
que nous remplacions ensuite ces ind6termin6es par les nombres transeen- 
dants donn6s, rien ne saurait fitre chang6 dang notre domaine alg6brique. 

Le~ nombres imaginaires, de mfime que les hombres alg6briques ne 
joueront aussi pour nous que |e r61e d'ind6termin6es; mais, comme ils 
sont d6finis par des 6galit6s ayant une existence r6elle dans le domaine 
que nous consid6rons, il nous faudra tenir compte, clans nos calculs, de 
ces 6galit6s, ce qui revient ~ remplacer les 6quafions par des congruences. 

Ainsi, par exemple,  ~/~- n'est qu'un symbole; ce qu'il y a de r6el, 
pour nous, c'est l'6galit6 x ~ -  2 qui d6finit ~/~. Si nous joignons au 
symbole l'6galit~ correspondante rien n'empdche d'en faire usage; chaque 
fois q u e  dans le courant d'un calcul paraitra ~/2-. ~/2-, |'6galit6, adjointe 
nous montre que nous devons remplacer ce produit par le hombre 2; en 
d'autres termes, que toute 6quation 

= o 

(t) Co~parez KRONECKEm: F e s t s c h r l f t ~  ~ 22.  

8 g. Molk. 

oh F ddsigne une fonction enti6re k coefficients rationnels, est 6quivalente 
k la congruence 

F ( u )  -- o (mod x ' -  2) 

dans laquelle u ddsigne une inddtermin6e. 
La m~me chose a lieu pour les nombres imaginaires que l'on empl~)ie 

ordinairement en Analyse, l e  module de la Congruence dtant alors @2 + I). 
Dans des recherches sp6ciales d'Arithmdtique il peut 6tre convenable 
d'employer, d'autres imaginaires que v:--x; cela revient ~ remplacer le 
module (x ~ + I) par un autre module qui siinplifie d'avantage la re- 
cherche particuli6re que l'on effectue. 

3- Ce que j 'a i  dit du domaine particulier ~; l'Arithm6tique et b, 
l'Alg6bre indique la marche b, suivre dans tout expos6 des r6sultats 
principaux obtenus dans ces deux sciences. 

Les ddfin~ions devront ~tre alg~briques et non pas logiques seulement. 
I1 ne suffit pas  de dire: ))Une chose est ou elle n'est pas~. I1 faut 

montrer ce que veut dire ~tre et ne pas dtre, dans le domaine particulier 
dans lequel nous nous  mouvons. Alors seulement nous faisons un pas 
en avant. Si nous d~finissons, par exemple, une fonction irr6ductible 
comme une fonction qui n'est pas  r6ductible, c'est k dire qui n'est pas 
d6composable en d'autres fonctions d'une nature ddtermin6e, nous ne 
donnons point de d6finition alg6brique, nous n'dnon~ons qu'une simple 
v6rit6 logique. Pour qu'en AlgObre, nous soyons en droit de donner cctte 
d6finition, il faut qu'elle soit pr6c6d6e de l'expos6 d'une m6thode nous 
permettant d'obtenir ~ l'aide d'un nombre fini  d'op6rations rationnelles, 
lea facteurs d'une fonction-r6ductible. Seule cette m~thode donne aux 
mots rdductible et irrdductible un sens alg6brique. 

Un raisonnement comme celui-ci: ~Si des quantit6s donn6es, en oombre 
infini, sont comprises entre des limites finies, il existe ndcessairement une 
limite inf~rieure de ces quantitds)), est parfaitement logique. I1 n'est point 
alg6briq~e. Ce qu'il faut c'est donner une m6thode pour d6terminer, 
l'aide d'un nombre tlni d'op6rations rationnelles, cette limite inf~rieure. 
Alors seulement nous faisons de rAlg6bre. 

Il convient enfin d'dviter particuli6rement toute incursion dans le 
domaine de la G~oin6trie. L'id6e de continuit6 g6om6trique dolt nous 
~tre d'autant plus 6trangSre que nous grouperons les hombres, non d'apr~s 
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Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 9 

leur grandeur, mais d'apr6s leurs propridtds alg~3briques. Pour dviter 
tout malentendu, je m'efforcerai d'infrodui,'e une terminologie aussi peu 
gdomdtrique que possible, comme l'a d'aillcurs fait M. KRONECKI.:II darts 
sa F e s t s c h r i f t ,  en suivant ainsi l 'exemple de GAuss qui empruntait  
gdn6ralement sa nomenclature aux sciences biologiques. 

4. En rdsum6: Quelle que soit la science n'~turelle dont on se pro- 
pose d'aborder l'6tude, on a soin de d6finir les 61dments dont le groupe- 
merit suivant des propridtds ddterrnindes constitue en quelque sorte cette 
science. Les uns ont une existence r6elle, ce sont e/~x que l'on a tout 
particuli6rement en vue. Les autres sont d~s ,~ldments auxiliaires; leur 
rdduction {~ un nombre aussi petit que possible constituc un grand progr6s; 
car elle permet d'apercevoir sans interm6diaires et, par suite, plus claire- 
merit les lie'ns cachds qui semblent unir les diffdrents ph6nom6nes. 

Autre chose est d'dlargir les horizons d'une science ou d'en approfondir 
les prineipes. Dans les premiers cas routes les ,ndthodes peuvent ~tre 
utiles et ce serait m6connaitre l'unitd de notre esprit que de le contester. 
Darts le second cas, au contraire, il faut chercher h se maintenir rigoureuse- 
ment  dans le domaine particulier ~ la science que l'on a en rue. Car 
ce n'est pas approfondir les principes d'une science dont le domaine est 
bien ddfini que d'en d6velopper les 616ments ~ l'aide de principes 6trangers 

ce domaine. 

La mdthode que je viens d' indiquer n'aurait-elle d'ailleurs que 
l'avantage de faire voir clairement oh et comment les p,'incipes 6trangers 
h, notre domaine simplifient les recherches, qu'il conviendrait encore de 
l 'employer dans la mesure du possible. 

L'Alg6bre est la premi6re des sciences naturelles. ,le viens de d6finir 
son domaine, les 616ments qui le component, les 61dments auxiliaires dont 
l ' introduction n'offre aucune esp6ce de difficult6, et ces autres 616ments 
auxiliaires dont malgrr tous nos efforts nous ne pouvons encore nous 
passer enti6rement clans nos recherches. 

Acta mathematica. 6. Impr im6  26 Mai 1884. 
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CHAPrrI~F~ II. 

D i v i s e u r s  des  f o n e t i o n s  e n t i b r e s .  

I. 

1)ivisibil i td des fonct ions  enti~res darts u n  domaine  na ture l  de 

rationali tY,  (t) 

x. Une propri6t6 fondamentale des nombres entiers est leur divisibilitd. 
Comme un nombre contenu dans un nombre n doit dtre n6cessaire- 

meat  plus petit que u, il suffit, pour trouver les diviseurs de n, de voir 

si les nombres 2, 3 , . , . ,  ( n - - I ) ,  sont contenus dans n. Un hombre  
fini d'opdrations nous permet donc de montrer  qu'un entier positif n est 

ou bien un produit  de nombres premiers ct de troucer alors ces hombres 

premiers, ou bien que n est lui-mdme nombre premier, c'est k dire sans 

autres diviseurs que lui-mdme et l'unit6. Dans le premier cas on dit que 

n est un nombre compos6, et l'on montre ~ l'aide de l 'algorithme du 
plus grand commun diviseur que sa d6composition en factedrs premiers 

est tmivoquc. 
I I e n  est de mdme des fonctions entidres k coefficients entiers. 
Consid6rons d'abord u~e fonction d 'une variable. Ses coefficients 

peuvent avoir un diviseur commun que nous savons trouver pro" un noinbre 

fini d'op6rations, comme je viens de le rappeler. Nous pouvons ainsi 
. 

mettre toute fonction enti6re k coefficients entiers sous In forme d'un 

produit dont l 'un des facteurs est un nombre entier et l 'autre une fonc- 
tion enti6re dont les coefficients sont des entiers sans diviseur eommun. 

Dans des recherches sur la divisibilit6 des fonctions entiOres il est donc 

permis de supposer les coefficients de chacune de ces fonctions, sans 
diviseur commun. 

Consid6rons ensuite deux fonctions d'uue variable, F(x)  et G(x).  
Lorsque le quoticnt de F(x)  par G(x) est une fonction enti6re h coefficients 

entiers, II(x),  nous dirons que F(x)  contient G(x),  est divisible par G(x) 

(1) Comparez KaoNzcKv.R, J o u r n a l  de CRELLE T. 94 et F e s t s c h r i f t  ~ 4. 
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Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndralc de l 'dlimination. 1 1 

ct que G(x) est contenue dans F(x), est un diviseur de F ( x ) .  Nous 
6crirons, soit F ( x ) =  H(x)G(x), soit F ( x ) = _ o  (mod G(x)) ,  suivant qu'il  

convient de mettre en 6vidence la fonction H(x), ou non. 
Je .vais montrer comment ron  peut, ou bien trouver t o u s l e s  divi- 

seurs d 'une fonction donn6e F(x), ou bien montrer  que cette fonction 

F(x) n'a pas de diviseur. Si le degrd de F(x) est 2n ou (2n + i) il 
suffit 6videmment de donner une m6thode permettant  de trouver, ~t l'aide 

d'un nombre fini d'op6rations, ses diviseurs de degr6 au plus 6gal b. n. 
Mais d'apr6s la formule d'interpolation de LAGRANGE toute fonction 

enti6re r  de degr6 au plus 6gal "~ n, peut  6tre raise sous la forme 

i t  

, o o  - -  " 

o(l ro, r~ , . . . ,  r,, ddsignent (n + i) nombres arbitrairement choisis et 

{~(x) le produit  

En posant 

et 

k = 0  

3(~) I 

= c ,  

nous ordonnons g~(z) suivant les fonctions g~(x), de degr6 n. 

avons ainsi 
n 

Nous 

oh gk(rh)----o pour h>k; et gk(r~)= i. 
Pour  que (0(x) soit contenue dans F ( x ) ,  il faut que ~ ( r h ) =  ch 

soit contenue dans F(rh), pour h = o,  I ,  2, . . . ,  n. Cherehons donc 
t o u s l e s  diviseurs positifs et n6gatifs du hombre F(rh);  ils seront en 

' " . C(h~h ) R6p6tons cette op6ra- nombre fini; d6signons-les par ch, c~, ch, . . ,  �9 
tion pour h-----o, I ,  2, . . . ,  n; nous aurons certainement un nombre fini 

12 J. Molk. 

de combinaisons ~ c ,  gh(a'). Chacune de ces eolnbinaisons peut 6tre un 
k - - O  

diviseur de F(x) et il ne saurait y avoir d'autre diviseur dc F(x) .  Un 
nombre fini de divisions de deux polyn6mes nous permet donc d c v o i r  
si F(x) contient un facteur a coefficients cntiers ou s'il n'en contient pas. 

Nous pouvons maintenant, les noInbres entiers 6tant consid6rds comme 
des fonctions enti&es de degrd zdro, partager ell deux classes les fonctions 
enti6res ~ coefficients entiers: Celles qui en contiennent d'autres; nous les 
nommerons riductibles. Et celles qui n'cn conticnnent pas d'autrcs; nous 
les nommerons irr&luctibles. 

Dans la pratique les calculs sc simplifient; mais ici l ' important dtait 
de montrer que la rdductibilit6 et l 'irrdductibilitd des fonctions ont un 
scns algdbrique, et que nous avons, pat" suite, le droit d'introduire ces 
notions dans la science qui fait l'objct de nos recherches. 

Si F~(x) est contenue dans F(x) nous rdpdterons sur /~;(x) les mdmes 
raisonnements que nous venons de faire sur F(x), et comme le degr6 de 
chaque diviseur est plus petit que celui de la fonetion dans laquelle il 
est contenu, un nombre fini d'opdrations nous permettra de ddeomposcr 
F(x) en un produit de puissances de fonctions enti6res irr&htctibles. 

2. C'ette d&omposition est univoque. En efl'ct, si le produit ~ (x) .  q"(x) 
de deux fonctions cnti6res i~ coefficients cntiers, est divisible par une 
fonction irrdductible F(x) ,  l 'une des deux fonctions r q"(x), est elle- 
mdme divisible par F(x). Lorsque F(x )  se rdduit g u n  nombre premier, 
la ddmonstration se d6duit immddiatement du thdor6me qu'un produit de 
deux hombres ne peut dtre divisible par un hombre premier p que si 
l 'un des deux nombres est divisible par p,  et ce thdor&ne est un corollaire 
de l'algorithme d'EucLIDE. Lorsque le degr6 de F(x) est plus grand que 
z6ro, si r  n'est pas divisible par F (x ) ,  comme T'(x) est irr6ductible, 
~)(x) et F(x) n'ont point de diviseur commun. Mais alors, g l'aide de 
l'algorithme d'EUCLIDE dtendu aux fonctions d'une variable, nous pouvons 
toujours trouver deux fonctions enti6res g(x)  et f(x) v6rifiant l'6galit6 

OU 

+ f ( . ) u ( . ) = ,  

+ r 
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Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 13 

Comme, par hypoth6se, le produit O(x)~'(x) est divisible p a r  F(x) ,  
cette 6galit6 nous montre que F(x )  est contenu dans ~'(x), en ce sens, 
du moins, que 

m. r = F (x ) .  O(~) 

G(x) 6tant une fonction enti6re s coefficients entiers, et m un nombre entier. 
GAuss a le premier d6montr6(a) que si une fonction enti~re b~ coef- 

ficients entiers est le produit de deux fonctions enti6res k coefficients 
rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions enti6res b~ coefficients 
entiers. La d6monstration est 616mentaire et se d6duit du th6or6me tit6, 
que si le produit de deux fonctions enti6res ~ coefficients entiers est 
divisible par un hombre premier p, l'une de ces deux fonctions est elle- 
m~me divisible par _p. 

Comme les coefficients de q"(x) sont entiers, et que F(x)  est irr6- 
ductible, nous voyons done iei que m divise tous les  coefficients de G(x).  

Supposons maintenant que, par le procdd6 indiqu6 plus haut, nous 
obtenions deux d6compositions d'une m~rae fonction enti6re 'k coefficients 
entiers, et, par suite, l'6galit6 

i h i h = l ,  2, . . . ,  a t k ~ | ,  2, . . ,  (L 
r ~ l )  2, . . . ,  b 
p = l ,  2, . , . ,  

dans laquelle p ,  q, i, s, l ~, a sont des nombres, p e t  q, en particulier, 
des nombres irr6ductibles, et P(x l ,  Q(x) des fonctions irr6ductibles. 

Le nombre Pl, par exemple, est alors manifestement contenu dans 
le terme de droite de cette 6galit6; chacune des fonctions Q(x) ~tant 
irr6ductible, il faut que pl soit contenu dans lc produit 

H q~" (r= 1..., ..... b) 
(,9 r 

done qu'il soit 6gal "& Fun des nombres q~, q~, . . . ,  qb" En divisant par 
ce nombre les deux tcrmes de l'6galit6, et en rdp6tant le mdme raisonne- 
ment pour chacun des entiers p et pour chacun des entiers q, aussi 
longtemps qu'il en reste, nous voyons que l'6galit6 pr6c6dente se r~duit k 

(1) Dis~uisitiones arithmeticae, "p. 4 2. 

14 j .  Molk. 

Mais alors, k cause du thdor6me prdc6dent, la fonction irrdductible P~(x)  
est 6gale ~ rune des fonctions irrdductibles Q(x) .  Divisant, de part et 
d'autre, par cette fonction, et rdp6tant le mdme raisonnement sur chacune 
des fonctions P ( x )  e t  Q(x) autant de fois que cela est ndcessaire, nous 
voyons que les deux d6compositions de la fonction donn6e en facteurs 
irr6ductibles, sont identiques. 

3. Consid6rons maintenant unc fonction de plusieurs variables in- 
ddpendantcs 

. . . ,  x(")). 

En posant 

X '  ~ X g~, X "  -~- Xg~ Z,,~ _ _  3~g, ~ . . .~  X(,O ~ x g , - 1  

et en choisissant g assez grand pour que t o u s l e s  termes du polyn6me 

F ( x ' ,  x " ,  . . . ,  x 

s0i~nt de degr6 diff6rent en x, nous transformerons ce polyn6me en une 
fonction d'une seule variable, ~ ( x ) ,  dont tous le~ termes sont lin6airement 
ind6pendants. I1 est commode de consid6rer tous les exposants de x 
comme des nombres 6crits dans le syst6me dont la base cst g. On volt 
alors imm6diatement qu'il est impossible que F(x ' ,  x", . . . ,  x ( '~  un 
facteur queleonque lorsque ~(x) n'en a p a s ;  ear ~ toute 6galit6 

F(x', x", . . . ,  x (',) ----- F~(x', x", . . . ,  x("')F,(x ', x", . . . ,  x (')) 

en correspond une autre 

~1 et ~2 d6signant les transform6es respectives de F 1 et F~, par les 
substitutions indiqu6es. Pour reconnaltre si F(x ' ,  x", . . . ,  X (")) a des 
diviseurs ou non, il suffit donc de rechercher tous les  diviseurs possibles 
de ~(x) ,  ce que nous s~vons faire ~ raide d'un hombre fini d'opdrations, 
puis de voir si les fonctions de plusieurs variables" qui correspondent 
ces diviseurs sont vraiment facteurs de F(x ' ,  x",  . . . ,  x r ou non, ce qui 
n'exige qu'un hombre fini de divisions. 

I1 eat donc 16gitime d'6tendre l'id6e d'irr~ductibilit6 aux fonctions de 
plusieurs variables ind~pendantes. Nous allons en donner une seeonde 
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