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Abstract. Une méthode variationnelle permet de ramener la recherche d’une
solution pour une équation aux dérivées partielles à la preuve qu’une fonc-
tion possède un point stationnaire. A travers le traitement de quelques exem-
ples simples, nous présenterons le lien entre l’équation et la fonction, le type
d’espace sur lequel la fonction est définie et quelles sont les étapes clefs pour
prouver l’existence du point stationnaire. Autant que possible nous discuterons
aussi des difficultés que l’on rencontre dans ce domaine, en particulier nous ver-
rons que des problèmes liés à un manque de compacité surgissent rapidement.

1. Notions préliminaires

Définition (convergence faible) : Soit (E, || · ||) un espace de Banach et E∗

son dual. On dit que (un) ⊂ E converge faiblement vers u ∈ E et on note un ⇀ u
si et seulement si

∀φ ∈ E∗, φ(un)→ φ(u).

Remarque : Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert. On sait que l’on peut
identifier H et H∗ à travers l’application v ∈ H → φv ∈ H∗ où

φv : w ∈ H → 〈w, v〉.

En particulier donc (un) ⊂ H vérifie un ⇀ u si et seulement si

〈un, v〉 → 〈u, v〉, ∀v ∈ H.

Exemple : Soit E = L2(R) muni de la norme || · ||2 et u ∈ Cc(R)\{0} fixé.
Montrons que la suite (un) ∈ L2(R) définie par un(x) = u(x − n) vérifie un ⇀ 0
(bien que ||un||2 = ||u||2 6= 0). Pour voir cela on prend v ∈ L2(R) arbitraire. On
va montrer que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N tel que ∀n ≥ n0,

|〈v, un〉2| ≤ ε||u||2.

Il vient

〈v, un〉2 =

∫
R
v(x)un(x)dx =

∫
[−R,R]

v(x)un(x)dx+

∫
R\[−R,R]

v(x)un(x)dx
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où [−R,R] est tel que ∫
R\[−R,R]

v2(x)dx ≤ ε.

Alors

〈v, un〉2 ≤ ||v||L2([−R,R])||un||L2([−R,R]) + ||v||L2(R\[−R,R])||un||L2(R\[−R,R]).

Observons que ||un||L2([−R,R])) = 0 si n ∈ N est assez grand. On a donc, pour
n ∈ N grand

|〈v, un〉2| ≤ ε||un||2 = ε||u||2.

Théorème : Soit (E, || · ||) un espace de Banach. Si un ⇀ u alors

||u|| ≤ lim inf
n→∞

||un||.

Théorème : Soit (H, 〈·, ·〉) un Hilbert. Alors si (un) ⊂ H est telle que un ⇀ u
faiblement et ||u|| ≥ lim supn→∞ ||un|| alors un → u fortement.

Théorème : Soit (H, 〈·, ·〉) un Hilbert, alors la boule unité fermée est compacte
vis à vis de la convergence faible. En particulier, si une suite (un) ⊂ E est bornée
alors il existe un élément u ∈ E et une sous-suite (unk

) avec unk
⇀ u.

Soit Ω ⊂ RN un ouvert.

Définition : L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : pour lequel il existe g1, . . . , gn ∈ L2(Ω) tel que∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giφ dx, ∀φ ∈ C∞c (Ω), i = 1, · · · , N}.

Pour u ∈ H1(Ω) on note (
∂u

∂xi
) := gi et on l’appelle la dérivée faible. Aussi on

note

∇u = (
∂u

∂x1

, · · · , ∂u
∂x1

)

le gradient. L’espace H1(Ω) peut être muni du produit scalaire

〈u, v〉H1 := 〈u, v〉2 +
N∑
i=1

〈 ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi
〉2

et la norme associée est

||u||H1 =
(
||u||22 + ||∇u||22

) 1
2 .

Définition : On désigne par H1
0 (Ω) la fermeture de C1

c (Ω) dans H1(Ω) c’est
à dire u ∈ H1

0 (Ω) si et seulement si il existe (un) ∈ C1
c (Ω) tel que ||un−u||H1 → 0.
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Théorème : On suppose Ω ⊂ RN à bord régulier. Soit

u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω).

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) u = 0 sur ∂Ω
(2) u ∈ H1

0 (Ω).

On peut donc dire “en gros” que les fonctions de H1
0 (Ω) sont les fonctions de

H1(Ω) qui “s’annulent” sur le bord.

Inégalité de Poincaré : On suppose que Ω ⊂ RN est un ouvert borné.
Alors il existe une constante C > 0 (dépendant seulement de Ω) telle que

(1.1) ||u||2 ≤ C||∇u||2, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

En particulier la quantité ||∇u||2 est une norme sur H1(Ω) qui est équivalente à
la norme ||u||H1 .

Remarque : L’inégalité de Poincaré n’est plus vraie sur H1(Ω). En effet les
constantes appartiennent à H1(Ω).

Inclusions de Sobolev : Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. Alors on a

Si N = 1, H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀1 ≤ p ≤ ∞.

Si N = 2, H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀1 ≤ p <∞.

Si N ≥ 3, H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀1 ≤ p ≤ 2∗

où 2∗ = 2N/(N − 2). Dans chaque cas il existe C(p,Ω) > 0 telle que

||u||p ≤ C(p,Ω)||u||H1 , ∀u ∈ H1
0 (Ω).

On a l’injection compacte sans restriction supplémentaire si N = 1, 2 et en sup-
posant que 1 ≤ p < 2∗ si N ≥ 3. Par injection compacte on veut dire que de toute
suite bornée de H1

0 (Ω) on peut extraire une sous-suite qui converge (fortement)
dans Lp(Ω). En particulier si un ⇀ u faiblement dans H1

0 (Ω) on peut supposer,
en passant à une sous-suite, que un → u fortement dans Lp(Ω).

2. Pourquoi les espaces de Sobolev ?

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. On cherche une fonction u : Ω→ R vérifiant

(1)

{
−∆u+ u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Ici f ∈ L2(Ω) est une fonction donnée. La condition u = 0 sur ∂Ω s’appelle la
condition de Dirichlet.
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Définition : Une solution classique de (1) est une fonction u ∈ C2(Ω) vérifiant
(1). Une solution faible de (1) est une fonction u ∈ H1

0 (Ω) vérifiant

(2.1)

∫
Ω

∇u∇v dx+

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Remarquons que toute solution classique est une solution faible. En effet u ∈
H1(Ω)∩C(Ω) et donc u ∈ H1

0 (Ω). D’autre part si v ∈ C1
c (Ω) on a, en multipliant

−∆u+ u = f par v ∈ C1
c (Ω) et en intégrant que

(2.2)

∫
Ω

∇u∇v dx+

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

fv dx.

Pour monter que ∫
Ω

−(∆u)v dx =

∫
Ω

∇u∇v dx

on utilise la formule de Green qui est la généralisation de la formule d’intégration
par partie dans R. Il vient, par cette formule,∫

Ω

(∆u)v dx =

∫
Γ

∂u

∂ν
vdσ −

∫
Ω

∇u∇v dx

et comme v ≡ 0 sur Γ = ∂Ω on a le résultat voulu. Maintenant par densité, cette
égalité reste vraie pour v ∈ H1

0 (Ω).

Pour résoudre (1) on procède en trois étapes.

Etape 1: Existence d’une solution faible. Nous allons nous concentrer sur ce
point dans la suite du cours.

Etape 2: Régularité de la solution faible. L’idée est ici de montrer que les
solutions faibles ont une régularité qui est plus grande que celle des éléments de
H1

0 (Ω).

Etape 3: Retour à la solution classique. L’étape 3 est en général assez simple.

3. Généralités, premiers exemples de méthodes variationnelles

Soit E un espace de Banach. Une application I de E dans R est appelée une
fonctionnelle. On dit que I est Fréchet différentiable au point u ∈ E, s’il existe
une forme linéaire continue L = L(u), L : E → R qui satisfait

lim
||v||→0

|I(u+ v)− I(u)− Lv|
||v||

= 0.

L est généralement notée I ′(u). On dit que I est une fonctionnelle de classe C1

si l’application de E vers son dual E∗ est continue. On dit que u0 est un point
critique de I si et seulement si I ′(u0) = 0, c’est à dire si

I ′(u0)v = 0, ∀v ∈ E.
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On dit que c ∈ R est une valeur critique, on parle aussi de niveau critique, de I
s’il existe un point critique u0 de I tel que I(u0) = c.

L’idée de base des méthodes variationnelles est de transformer le problème de
l’existence d’une solution d’une EDP en la recherche d’un point critique d’une
fonctionnelle. Par exemple considérons le problème (2) : Trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel
que ∫

Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

|u|p−2uv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ici Ω ⊂ RN est un ouvert borné (régulier) et où p ∈]1, 2[. On travaille sur H1
0 (Ω)

muni de la norme ||u|| = ||∇u||2, ce qui est possible par l’inégalité de Poincaré.
On définit la fonctionnelle

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p

∫
Ω

|u|p dx.

On admet que I est de classe C1 et que pour tout v ∈ H1
0 (Ω)

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇v dx−
∫

Ω

|u|p−2uv dx.

Par suite a un point critique de I correspond une solution du problème (2). Pour
obtenir un point critique de I on va montrer que I admet un minimum global sur
H1

0 (Ω). On admettra qu’il s’agit alors d’un point critique.

Soit (un) ⊂ E une suite telle que I(un)→ infu∈H1
0 (Ω) I(u) := m. Notons que m

peut être fini ou non.

Observons que par l’inclusion de SobolevH1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) et en utilisant l’inégalité

de Poincaré il vient que, pour une constante C > 0∫
Ω

|u|p dx = ||u||pp ≤ C||u||pH1 ≤ C||u||p

et par suite

I(u) ≥ 1

2
||u||2 − C ||u||p.

Comme p < 2 on en déduit que (un) ⊂ H1
0 (Ω) est bornée et on sait alors que,

en passant à une sous-suite un ⇀ u pour un u ∈ H1
0 (Ω) faiblement. Maintenant

comme un ⇀ u on a que

||u||2 ≤ lim inf
n→∞

||un||2.

Aussi par la compacité de l’inclusion H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) on a que

||un||pp → ||u||pp.

Il vient donc que
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I(u) :=
1

2
||u||2 −

∫
Ω

|u|p dx

≤ lim inf
n→∞

[
1

2
||un||2 −

∫
Ω

|un|p dx
]

= lim
n→∞

I(un) = m

D’où I(u) = m et u est un minimum global.

4. Le théorème du col

Considérons de nouveau le problème précédent où l’on suppose maintenant que
p ∈]2, 2N

N−2
[ si N ≥ 3 et p > 2 si N = 1, 2. On a toujours

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx

et nous admettrons que I est encore de classe C1 et qu’un point critique de I
correspond à une solutionI. Montrons que I n’est plus bornée inférieurement.
Pour cela fixons u ∈ H1

0 (Ω), u 6= 0 arbitraire et calculons I(λu) pour λ ∈ R+. Il
vient

I(λu) =
λ2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λp

2

∫
Ω

|u|pdx.

Comme p > 2 on a I(λu)→ −∞ lorsque λ→ +∞ et par suite

inf
u∈H1

0 (Ω)
I(u) = −∞.

De même on peut montrer que

sup
u∈H1

0 (Ω)

I(u) = +∞

et il n’est donc pas possible de travailler avec −I au lieu de I !

Plus généralement on ne pourra pas trouver un point critique sous forme d’un
maximum ou d’un minimum global. L’idée va alors être de montrer que I admet
un point critique sous forme de point selle. Pour cela nous allons utiliser le
résultat suivant appellé Lemme du Col. La preuve de ce résultat a été donnée en
1973 par Ambrosetti et Rabinowitz.

Lemme du Col : Soient (E, || · ||) un espace de Banach et J ∈ C1(E,R) qui
satisfait

(H1) J(0) = 0.

(H2) Il existe r > 0, ρ > 0 tels que si ||u|| = r alors J(u) ≥ ρ.

(H3) Il existe u0 ∈ E tel que si ||u0|| > r alors J(u0) ≤ 0.
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On définit
Γ := {g ∈ C([0, 1], E), g(0) = 0 et g(1) = u0}

c := inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

J(g(t)).

Alors il existe (uk) ⊂ E telle que J(uk)→ c et J ′(uk)→ 0.

Remarque : La suite (uk) ⊂ E obtenue par le Lemme du col apparait
comme une suite de presque points critiques. On appelle une telle suite une
suite de Palais-Smale. On observe que si elle admet une sous-suite convergente
unk
→ u, alors par continuité de J il vient J(unk

)→ J(u) et par continuité de J ′

il vient J ′(unk
) → 0. Par suite u ∈ E satisfait J(u) = c et J ′(u) = 0, c’est donc

un point critique au niveau du col. Cependant, dans les applications montrer la
convergence d’une sous-suite n’est pas toujours facile et dans certains cas cela
peut être faux.

5. Extensions - perspectives

On peut chercher à étendre les résultats précédents à des domaines non bornées
(par exemple lorsque Ω est remplacé par RN). Un certain nombre de choses
restent vraies mais pas toutes. Les inclusions de Sobolev restent vraies si l’on
suppose de plus que p ≥ 2. Il existe encore C(p,Ω) > 0 telle que

||u||p ≤ C(p,Ω)||u||H1
0 (Ω), ∀u ∈ H1

0 (Ω).

En revanche la compacité des inclusions n’est en général plus vraie sur des ouverts
non bornés. Pour voir cela il suffit de reprendre le premier exemple dans lequel
la suite un ⇀ 0 dans L2(R) mais n’admet aucune sous-suite convergente dans
Lp(R), pour p ∈ [2, 2∗].
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