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Physique et mathématique

La philosophie est écrite dans ce vaste livre

constamment ouvert devant nos yeux (je

veux dire l’univers), et on ne peut le

comprendre si d’abord on n’apprend à

connâıtre la langue et les caractères dans

lesquels il est écrit. Or il est écrit en langue

mathématique, et ses caractères son le

triangle et le cercle et autres figures

géométriques, sans lesquelles il est

humainement impossible d’en comprendre

un mot.

Galilée, Il Saggiatore. Voir la trad. C. Chauviré, L’Essayeur,

Paris, Les Belles Lettres, 1979, p. 141
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Lois de conservation en physique

Le problème de la baignoire
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Lois de conservation en physique

Idée :

La variation de la quantité d’eau dans la baignoire dans le temps ne dépend que
des flux d’eau en entrée (robinets) et en sortie (fuite, déversement).

V (t)− V (0)

t
= Débit des robinets − Débit des fuites .

Ce même principe s’applique à la variation de toutes les grandeurs physiques
extensives

la masse ;

le nombre de particules ;

le moment ;

l’énergie.
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Lois de conservation en physique

Dans la baignoire d’Asticot

Le fond de la baignoire a une seule
dimension d’espace ;
Le robinet est au point x = a, la
fuite au point x = b ;

On appelle u la quantité d’eau par
unité de longueur ;

u dépend de la position et du
temps : u = u(x , t) ;

La quantité d’eau dans la baignoire

à l’instant t est

∫ b

a

u(x , t) dx ;

Le flot dépend de u.
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Dans la baignoire d’Asticot

Le fond de la baignoire a une seule
dimension d’espace ;
Le robinet est au point x = a, la
fuite au point x = b ;

On appelle u la quantité d’eau par
unité de longueur ;

u dépend de la position et du
temps : u = u(x , t) ;

La quantité d’eau dans la baignoire

à l’instant t est

∫ b

a

u(x , t) dx ;

Le flot dépend de u.

Formellement :

d

dt

∫ b

a

u(x , t) dx = f (u(a, t))− f (u(b, t)) . (1)
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Lois de conservation en physique

Une loi de conservation scalaire
à une variable d’espace

L’évolution en chaque point est donnée par l’équation

d

dt
u +

d

dx
f (u) = 0, u : quantité conservée, f : flux. (2)

d

dt

∫ b

a
u(t, x) dx = −

∫ b

a
f (u(t, x))x dx = f (u(t, a)) − f (u(t, b)) . (3)
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Un exemple

Le trafic routier

Soit u la densité de véhicules sur une route.

a b

d

dt

∫ b

a

u(x , t) dx =

[flux d’autos en entrée en a]− [flux d’autos en sortie en b].

Comment décrire le flux ?
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Un exemple

Le trafic routier

a b

Flux au point x

= [nombre de voitures qui passent par x par unité de temps]

= [densité , u]× [vitesse, v ].

La vitesse peut être une fonction
connue a priori.

d

dt
u +

d

dx
(v(x , t)u) = 0. (4)
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Un exemple

Le trafic routier

a b

La vitesse peut dépendre de la densité de véhicules sur la route.
On a alors une ♥ loi de conservation non-linéaire ♥
Exemple : Le modèle Lighthill-Whitham-Richards (LWR)

d

dt
u +

d

dx
(u(R − u)) = 0, R > 0.
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Solutions ( ?)

Équation du transport
Flux affine

Si f (u) = Au alors d
dx f (u(x , t)) = A d

dx u(x , t){
d
dt u + A d

dx u = 0,

u(x , 0) = u0(x)

Solution : u(x , t) = u0(x − At).
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Solutions ( ?)

Équation du transport
Flux affine

Soit A = 4.
Soit u0(x) = 1 si x ≤ 0 et u0(x) = 0 si x > 0.

Est-il vrai que la fonction u(x , t) = u0(x − 4t) est une solution de l’équation
différentielle ?

Figure: Le profil de u(x , 1/2)

Peut-on imaginer une situation physique décrite par cette fonction ?
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